PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
PUC/SP

Gilberto Emanoel Reis Vogado

O ENSINO E A APRENDIZAGEM DAS IDEIAS
PRELIMINARES ENVOLVIDAS NO CONCEITO DE
INTEGRAL, POR MEIO DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

DOUTORADO EM EDUCACAO MATEMATICA

Sao Paulo
2014



PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
PUC/SP

Gilberto Emanoel Reis Vogado

O ENSINO E A APRENDIZAGEM DAS IDEIAS
PRELIMINARES ENVOLVIDAS NO CONCEITO DE
INTEGRAL, POR MEIO DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Tese apresentada a Banca Examinadora da
Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo,
como exigéncia parcial para obtencédo do titulo de
DOUTOR EM EDUCAGCAO MATEMATICA, sob a
orientacdo do Professor Doutor Benedito Antonio da
Silva.

Sao Paulo
2014



M@%M@Wﬂ



“na realidade, a aprendizagem néo se reduz a
uma simples absorcéo de informacdes e a
formacdo de mecanismos mentais sobre
terrenos neutros. A aprendizagem implica

em um processo ativo de reconstru¢éo, com
meios intelectuais proprios, a partir de

dados fornecidos (FISCHBEIN, 1969, p.291).
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RESUMO

A presente pesquisa, de cunho qualitativo, foi desenvolvida a partir de inquietacdes
vivenciadas na docéncia do ensino superior, quando nos deparamos com situacdes
gue nos levou a pensar nas metodologias utilizadas para o ensino e aprendizagem
do Calculo Diferencial e Integral. Diante desse panorama e, a partir da experiéncia
na docéncia desta disciplina, na Universidade do Estado do Pard — UEPA.
elaboramos a seauinte auestdo de investioacdo: Como se da o processo de
introducdo ao conceito de Intearal para alunos de Licenciatura em
Matematica. utilizando-se a metodoloaia da Resolucdo de Problemas.
na perspectiva dos aspectos basicos presentes na atividade matematica,
segundo Fischbein? Em seguida elaboramos os objetivos desta pesquisa:
Investigar o desempenho estratégico dos licenciandos em matematica quando
submetidos a Resolucéo de Problemas por meio de uma sequéncia de ensino que
visa 0 processo de introducdo ao conceito de Integral e, Identificar nessas
estratégias escritas a manipulacéo individual e/ou simultanea dos aspectos basicos
das atividades matematicas, segundo Fischbein, quais sejam: a intuicdo, o
algoritmo e o formal. Como referencial teérico foram utilizadas as ideias ligadas a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica por meio da
Resolucdo de Problemas de Onuchic e Allevato (2004), bem como as trés
categorias de Fischbein (1993), que estdo presentes em toda atividade matematica:
o formal, o algoritmico e o intuitivo. Como ja mencionamos a pesquisa € qualitativa,
apresentado como procedimentos metodologicos a elaboracdo de uma sequéncia
de ensino que foram aplicadas num periodo de 15 de maio a 02 de junho de 2014,
com 16 duplas participantes, tendo os encontros uma duracdo meédia de 4 horas,
porém as analises dos foram efetivadas em trés duplas de alunos do curso de
licenciatura em Matematica de uma universidade publica do estado do Para com o
auxilio do software GeoGebra, acreditamos que 0s elementos computacionais sdo
excelentes recursos didaticos e contribuem para a aprendizagem de conceitos
matematicos. Foi observado, ainda, que a discussdo em grupo € de elementar
importancia e traz grandes contribuicbes para a aprendizagem do conceito de
Integral, haja vista que se torna viavel a reflexdo do caminho que se quer chegar,
pois as atividades planejadas foram discutidas pelas duplas dando autonomia para
0S mesmos, percebemos um avanco na medida em que 0S encontros iam
acontecendo, onde os alunos em sua maioria mostraram-se mais motivados e
participantes durante a aplicacdo da atividade, isto reforca o que Onuchic (1999) e
Pinto (2010) dizem a respeito da metodologia de ensino e aprendizagem da
matematica por meio da Resolucédo de Problemas que contribuem para criagdo de
um ambiente de aprendizagem para o desenvolvimento das atividades, deixando
os alunos usarem as suas proprias ideias e ndo, simplesmente, seguir diretrizes,
fazendo com que acreditem em suas habilidades.

Palavras-chave: Resolucéo de Problemas. Intuicdo. Algoritmo. Formal. Integral



ABSTRACT

This research, a qualitative one, was developed from concerns experienced in
higher education teaching, when faced with situations that led us to think about the
methods used for teaching and learning Differential and Integral Calculus. Against
this background, and from experience in teaching this discipline, at Universidade do
Estado do Para - UEPA, we developed the following research question: How is the
process of introducing the concept of Integral for students in mathematics,
using the methodology of problem solving, from the perspective of basic
aspects in mathematical activity, according Fischbein? Subsequently, we
developed the objectives of this research: Investigate the strategic performance in
mathematics undergraduates when undergoing problem solving through a teaching
sequence that targets the process of introducing the concept of Integral and, Identify
these strategies written individual manipulation and / or simultaneous to the basic
aspects of mathematical activities, according Fischbein, namely: intuition, algorithm
and formal. Theoretical framework were used ideas related to Teaching — Learning
- Assessment Mathematics Teaching through problem solving of de Onuchic e
Allevato (2004), and the three categories of Fischbein (1993), which are present in
all mathematical activity: intuition, algorithm and formal. As already mentioned the
research is qualitative, presented as instruments to draw up a teaching sequence
that have been applied in a period of May 15 to June 2, 2014, with 16 double
participants, the meetings an average of 4 hours, but the analyzes were effected in
three double degree course students in mathematics at a public university of Para
state with the help of the software GeoGebra, we believe that the computational
elements are excellent teaching resources and contribute to the learning of
mathematical concepts. It was observed also that the group discussion is of
elementary importance and brings great contributions to the learning of the concept
of Integral, considering that becomes viable reflection of the way that we want to go,
because the planned activities were discussed by double giving autonomy to the
same, realize a breakthrough in that the meetings were going on where students
mostly were more motivated and participants during the implementation of activity,
this reinforces what Onuchic (1999) and Pinto (2010) say about the teaching
methodology and learning mathematics through problem solving that contribute to
creating a learning environment for the development of activities, leaving students
to use their own ideas and not simply following guidelines, making them believe in
their abilities.

Keywords: Problem solving. Intuition. Algorithm. Formal. Integral
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INTRODUCAO

O presente trabalho € o resultado de uma expectativa iniciada ainda na
época de nossa graduacdo no curso de Licenciatura em Mateméatica. O primeiro
contato com a disciplina Calculo Diferencial e Integral nos fascinou, mas ao longo
da graduacdo fomos percebendo a grande dificuldade da aprendizagem da
disciplina por parte dos colegas graduandos, bem como a ansiedade dos
docentes em fazer com que ndés compreendéssemos 0s conceitos da disciplina. A
partir dai, uma vez formado, com o inicio da trajetéria profissional — ndo por
coincidéncia e, sim, pela certeza — iniciamos a carreira docente ministrando a
disciplina Calculo Diferencial e Integral, com os papéis invertidos: agora como
docente. E pudemos observar as mesmas dificuldades percebidas na graduacéao.
Comecei, entdo, a ter os primeiros contatos com pesquisas voltadas ao estudo de
recursos metodoldgicos para o ensino e a aprendizagem do Célculo Diferencial e
Integral, pensando na busca de acdes facilitadoras para desenvolver trabalhos
nas instituicbes de ensino superior que pudessem contribuir para a melhoria da

situacao de ensino e aprendizagem da disciplina.

O Calculo Diferencial e Integral constitui uma das mais importantes
disciplinas no ensino superior e, a partir das experiéncias na docéncia da
Matematica no ensino superior, tivemos conhecimento do alto indice de
dificuldades por parte dos alunos na compreensdo dos conceitos da referida
disciplina. Para uma compreensao satisfatéria dos conteddos que integram a
disciplina Calculo, sao exigidas habilidades estritamente relacionadas ao ato de
criar hipéteses, de mobilizar o raciocinio dedutivo, de manipular ideias abstratas e

de fazer generalizagdes. As dificuldades percebidas tanto no ensino quanto na
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aprendizagem dos contetdos em geral também estdo presentes no entendimento
do conceito de Integral, j& que ele pode fornecer aos estudantes, a ciéncia e a
sociedade um instrumental descritivo da realidade. Além disto, faz parte do
conteldo programdtico do ensino superior de alguns cursos, tais como:
Matematica, Engenharias, Economia, Ciéncias Biologicas e Tecnologias.
Sabemos que o ensino e a aprendizagem da Integral se constituiram em objetos
de investigacao por pesquisadores em Educacdo Matematica no Ensino Superior.
Sabemos, ainda, que no Brasil e no exterior, principalmente a partir da década de
1980, emergiram discussfes sobre o0 processo ensino e aprendizagem do Calculo
Diferencial e Integral e que continuam sendo focos de estudos de educadores e
pesquisadores. Isto se deve ao alto indice de reprovacdo na disciplina. Entre os
pesquisadores brasileiros que se preocuparam com baixo desempenho na
disciplina estdo Silva (2011), Rezende (2003) e Barufi (1999), mas sabemos,
também, que tal preocupacdo e os resultados obtidos ndo s&do prerrogativas
brasileiras. Nas préprias palavras de Rezende (2003), estes resultados ndo sao
exclusividade de paises subdesenvolvidos: ha uma preocupacdo mundial com o
fracasso do ensino e da aprendizagem do Céalculo, cujos estudos estédo voltados
para as dificuldades relacionadas as aprendizagens dos conceitos basicos do
Célculo, originando um movimento, nos Estados Unidos, na década de 80,
denominado “Calculus reform”. Este preconiza o uso de novas tecnologias:
softwares computacionais e calculadoras graficas, como ferramentas auxiliares no
aprendizado de conceitos e teoremas, de modo a favorecer a resolucdo de
problemas. Segundo Nasser (2007), outras pesquisas foram efetivadas com
relacéo ao fracasso de estudantes na disciplina de Célculo, como, dificuldades de
compreensao de limite e derivada (Giraldo, 2002; Tall, 1991; Leme e Igliori, 2003),
Teorema Fundamental do Célculo (Vianna, 1998); havendo, ainda, pesquisas
relacionadas a forma com que alunos estudam a disciplina (Frota, 2001). H4,
também, literaturas internacionais, por exemplo, David Tall (1976), “pensamento

matematico avangado”.

Nesse contexto, a relevancia de nossa pesquisa vai se moldando no
sentido de promover situacfes e condi¢cbes para que 0s estudantes possam
desenvolver competéncias e habilidades, a partir de suas capacidades cognitivas,

com a finalidade de construir um novo conhecimento, de maneira que possamos
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identificar e descrever as aproximacdes entre as estratégias de resolucédo de
problemas da Matematica, especificamente em Calculo Diferencial e Integral. A
Resolugcédo de Problemas propde esse cenario como estratégia de ensino e de
aprendizagem e, nessa investigacao, o ator principal — o estudante do curso de
Licenciatura em Matemética — esta nas duas pontas do processo: é aquele que se
apropria do processo para aprender e, mais tarde, se aproveita do processo

aprendido para ensinar.

A partir desta premissa, focamos nossa pesquisa em analisar o Ensino-
Aprendizagem da Integral por meio da Resolucdo de Problemas, sendo esta
fundamentacéo de tal relevancia que nos impulsionou a cursar o Doutorado em
Educacdo Matematica da PUC-SP, pois se efetivava, aqui, a necessidade em
investigar possibilidades de sucesso na docéncia com resultados qualitativos na

aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral no ensino superior.

A organizacdo desta tese, tanto em nivel tedrico, quanto em nivel
experimental, esta estruturada em quatro capitulos. No capitulo 1, descrevemos a
realizacdo da pesquisa bibliografica que de muito nos ajudou para percebermos
as varias alternativas e caminhos para iniciarmos nossa trajetoria. Desde a
problematica elaborada, voltamos nosso foco para as diversas formas
metodolégicas do ensino do Calculo; enfatizamos, também, a insercdo de
Tecnologias da Informacdo como instrumento de mediacdo na construcdo de
conceitos da disciplina. Ainda neste capitulo, discutimos os estudos de varios
pesquisadores que realizaram trabalhos neste contexto e, a partir dai, adotamos a

Resolucdo de Problemas como metodologia de ensino para nossa pesquisa.

No capitulo 2, apresentamos a fundamentacdo tedrica, assim como
discutimos a questédo do ensino por meio da Resolucéo de Problemas, a partir de
pesquisadores, como: Onuchic & Allevato (2004), Van de Walle (2001), bem como
de recomendacdes contidas nos PCNs (1998). Passamos a estudar e
compreender a existéncia de diferentes concepc¢es de Resolucédo de Problemas,
visto que a partir da década de 80 muitos aspectos foram se desenvolvendo,
focando as acdes em sala de aula, no que se destacaram, entre outros, Onuchic
(1999), Schroeder & Lester (1989). Estes dUltimos autores apontam trés

concepcodes diferentes na abordagem de Resolugéo de Problemas:
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(1) ensinar sobre resolugéo de problemas matematicos;
(2) ensinar para resolver problemas de matematica;

(3) ensinar matematica através de resolucao de problemas.

Expomos ainda o modelo de Polya (2006) para Resolugédo de
Problemas, dividido nas seguintes etapas, em ordem: a compreensao do
enunciado de um problema, a execucdo de um plano de resolucao e a andlise da
solucdo encontrada. Estas etapas foram elaboradas de forma a fazer com que os
alunos possam identificar partes importantes dos problemas a serem resolvidos e,
além disso, possam seguir uma sequéncia logica a ser executada. Ainda neste
capitulo, trazemos alguns resultados da leitura de Fischbein (1993), destacando
as trés categorias de conhecimento por ele elaboradas: o formal, o algoritmo e o

intuitivo.

No capitulo 3, expomos a metodologia e o0s procedimentos
metodologicos, como ferramenta fundamental para desenvolver a pesquisa. Ainda
neste capitulo, discorremos sobre metodologia de pesquisa, abordando a
pesquisa qualitativa, itens necessarios para a nossa tese. Em relacdo aos
procedimentos metodoldgicos, caracterizamos 0s sujeitos de nossa pesquisa:
ap0s a analise de situacdes que beneficiariam nossa proposta, preferimos
trabalhar com alunos que ainda ndo haviam estudado o conceito de Integral de
funcdo de uma variavel. Pois, acreditamos que os resultados obtidos com a
aplicacdo do instrumento de coleta de dados apontariam condi¢des para analisar
se houve aprendizagem ou ndo do conceito de Integral. Para a coleta nos
inspiramos na literatura de Bogdan e Biklen (1994) e Creswell (2010), levando-se
em conta a observacdo dos comportamentos dos sujeitos da pesquisa, a coleta

de documentos e a utilizacdo de recursos audiovisuais.

E, finalmente, no capitulo 4, apontamos os resultados alcancados. De
modo geral, os resultados foram satisfatérios, pois a maioria dos alunos
conseguiu superar 0s obstaculos que apresentavam nas dificuldades da
aprendizagem do conceito de Integral, enfatizando alguns aspectos interessantes
nas respostas obtidas. Entretanto, observamos por meio dos protocolos que 0s

aspectos de Fischebein estavam presentes em suas solucgoes.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 — Problemaética

BN

O interesse por questdes relativas ao ensino e a aprendizagem de
Integral surgiu a partir da nossa experiéncia de mais de quinze anos trabalhando
como docente da disciplina Céalculo Diferencial e Integral no curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade do Estado do Par4 — UEPA, ocasido em que
observamos as dificuldades que os graduandos demonstram na aprendizagem
desse conceito e na sua aplicacéo na resolucdo de problemas voltados a diversas
areas, como a prépria matematica, a fisica, a biologia, a estatistica, a economia,

entre outras.

A partir dai, passamos entdo a nos questionar. serd que tais
dificuldades sdo decorrentes da utilizacdo de uma acdo metodoldgica apropriada
ao ensino dos conceitos estudados no Calculo em geral e, em particular, da
Integral? Ou por que os alunos de Licenciatura em Matematica da UEPA néo dao
indicios de apelarem a intuicdo e de recorrerem ao rigor no estudo de ideias que
fazem parte da construcdo desse conceito? Ou, ainda, serd que a auséncia de
conhecimentos basicos e essenciais para a aprendizagem da integral € que causa

essas dificuldades?
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No ano de 2011, em algumas ocasides, houve a oportunidade de
participar das reunides do grupo de pesquisa “O elementar e o superior em
Matematica” da PUC-SP, do qual o nosso orientador Benedito Antonio da Silva é
integrante e vem trabalhando no projeto “Componentes do processo de ensino e
aprendizagem de Calculo: saber, aluno e professor’. Os participantes vém
desenvolvendo seus projetos de pesquisa, focalizando as tematicas
principalmente em quatro vertentes que envolvem o ensino e aprendizagem de
Célculo, a saber: o aluno ingressante nos cursos de exatas, o professor da
universidade, o professor da educacao basica e as dificuldades inerentes aos
proprios conteudos a serem estudados. Ai tivemos ocasido, ainda que por
relativamente curtos momentos, de vivenciar essa tematica na pratica, o que nos

incentivou ainda mais a continuar a busca de respostas as nossas indagacoes.

A partir dai, debrucamo-nos sobre trabalhos que tratam desta
problematica. A leitura e as reflexdes a respeito dos resultados alcancados
relativos ao ensino e a aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral
contribuiram consideravelmente para destacar elementos que pudessem
subsidiar a nossa pesquisa. Elencamos, a seguir, alguns desses elementos,

aliados a aspectos metodoldgicos.

Guimaraes (2002), em seu artigo, ressaltou que a acdo metodoldgica
usada no ensino de Calculo tem predominantemente um enfoque algébrico: o
aluno executa exercicios sobre limites, derivadas e integrais, na maioria das
vezes, semelhantes, baseados em palavras-chaves, tais como: calcule,
determine, obtenha, resolva, derive, integre. Esta acdo que estimula a
aprendizagem pela repeticdo de procedimentos leva o aluno a considerar que
“‘domina a matéria” ao fazer e refazer longas sequéncias de calculos e que é
‘incompetente” quando simplesmente erra uma operacao algébrica. Isto mostra
gue o ensino de Calculo, sob a forma dita “classica”, segue uma estrutura
puramente algébrica com poucas aplicacbes dos conceitos matematicos ao

cotidiano ou a realidade profissional do aluno.

Vaz (2010) estudou o tratamento dado aos conceitos de limite,
derivada e integral de uma funcao real por autores de livros didaticos e também

na perspectiva de professores de Calculo de cursos de Engenharia. Os resultados
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alcancados déo conta que os livros didaticos estudados dao énfase aos conceitos
de Calculo, utilizando as abordagens numeéricas, algébricas e gréficas, de modo
gue os professores que ministram Calculo trabalham com os conceitos usando as
abordagens dos livros-textos, mas com a tendéncia a procedimentos algébricos;
e, além disso, os professores de disciplinas especificas de Engenharia adotam
uma abordagem qualitativa dos conceitos tecnoldgicos advindos de uma maior
interpretacdo dos conceitos matematicos, implicitos nos modelos, em sua forma

algébrica.

Vidigal (2007) elegeu para sujeitos de sua pesquisa alunos que ja
haviam estudado Integral, na disciplina Calculo Diferencial e Integral. A
pesquisadora buscou investigar quais eram 0s conhecimentos mobilizados por
esses estudantes, decorridos alguns semestres letivos do estudo regular da
disciplina. O estudo nao evidenciou a crenca de alguns profissionais que afirmam
gue, o que fica para os alunos no final do estudo do conceito de integral, séo
somente as regras e técnicas operacionais. Na verdade, o que a autora percebeu
foi o contrario disso: as técnicas foram fonte de dificuldades para um pequeno
grupo de estudantes pesquisados. Observou, também, que para a maioria dos
alunos foi muito mais facil relacionarem integral com area do que com a

manipulacéo de técnicas no processo do calculo de integracao.

Rezende (2003) destacou que a situacao de desconforto em relacdo ao
ensino de Calculo ndo é regional e, sim, geral no pais e que isso tem provocado
por parte das InstituicGes de Ensino Superior do Brasil discussdes a respeito do
“fracasso do ensino de Calculo”. Segundo o autor, engana-se quem pensa que tal
problema é cultural e que se justifica pela condicdo socioecondmica da sociedade
brasileira; afirma que, afinal, a situacdo do ensino de Calculo nos paises ditos
desenvolvidos ndo é muito diferente, visto que trabalhos sobre esse tema tém
sido publicados e obtido merecido destaque por parte da literatura especializada
internacional. David Tall', por exemplo, tem sido um dos principais articuladores
da area de pesquisa “pensamento matematico avancado”, cujas questdes giram

em torno das dificuldades encontradas nas aprendizagens dos conceitos basicos

! Professor da Universidade de Londres e pesquisador em Educacao Matematica, com varios
artigos e livro publicado sobre o tema citado.
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do Calculo, tendo a psicologia cognitiva como pano de fundo para as suas
andlises epistemoldgicas.

Apresentamos o exemplo de Salleh e Zakaria (2012) que discutiram 0s
efeitos do uso de duas diferentes abordagens de aprendizagem para a
compreensao dos conceitos do Calculo, por meio de uma pesquisa desenvolvida
com dois grupos de alunos: um experimental, constituido por alunos que
utilizaram o software Maple nas aulas de Calculo; o outro chamado grupo de
controle, formado por alunos que ndo usaram o software. De modo geral, os
estudantes que usaram o software Maple conseguiram um melhor desempenho

em Calculo tanto no aspecto conceitual quanto no processual.

Além de elementos mais especificos a conteddos matematicos
estudados na disciplina de Céalculo, buscamos também alguns outros
direcionados a procedimentos metodologicos que possam promover acdes que
estimulem a autonomia e a iniciativa dos estudantes. Polya (2006) preconizou que
na experiéncia em sala de aula deve-se buscar o equilibrio no processo de

independéncia dos alunos:

Se o aluno for deixado sozinho, sem ajuda ou com auxilio insuficiente,
€ possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se o professor
ajudar demais, nada restara para o aluno fazer. O professor deve
auxiliar, nem demais, nem de menos, mas de tal modo que ao
estudante caiba uma parcela razoavel de trabalho. Se o aluno nao for
capaz de fazer muita coisa, o mestre devera deixar-lhe pelo menos
alguma ilusdo de trabalho independente. Para isto, deve auxilia-lo
discretamente, sem dar na vista. O melhor é, porém, ajudar o estudante
com naturalidade. O professor deve colocar-se no lugar do aluno,
perceber o ponto de vista deste, procurar compreender o que se passa
em sua cabeca e fazer uma pergunta ou indicar um passo que poderia
ter ocorrido ao préprio estudante. (Polya, 2006, p.1).

Motivados pelo contetdo de tal citagdo, procuramos subsidios no que
se refere a competéncias e habilidades? nas recomendacbes contidas nas
Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Bacharelado e Licenciatura

em Matematica. Destacamos quatro delas:

2 O MEC em seu documento de n°® CNE/CES 1.302/2001, que trata das Diretrizes Curriculares
Nacionais para os Cursos de Matemédtica, Bacharelado e Licenciatura, ndo estabelece
explicitamente distingdo entre os termos competéncias e habilidades.
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e Capacidade de compreender, criticar e utilizar novas ideias e
tecnologias para a resolucéao de problemas;

¢ Habilidade de identificar, formular e resolver problemas na sua area
de aplicacéo, utilizando rigor l6gico-cientifico na andlise da situacdo-problema;

e Desenvolver estratégias de ensino que favorecam a criatividade, a
autonomia e a flexibilidade do pensamento matematico dos educandos, buscando
trabalhar com mais énfase nos conceitos do que nas técnicas, formulas e
algoritmos;

e Perceber a pratica docente de Matematica como um processo
dinamico, carregado de incertezas e conflitos, um espaco de criacao e reflexao,

onde novos conhecimentos séo gerados e modificados continuamente.

As duas primeiras dizem respeito ao estudante, enquanto as outras
duas dizem respeito a pratica pedagoégica do professor. Estamos conscientes que
raramente se veem esses quatro itens mobilizados em uma atividade de sala de
aula, pois isso exige do professor, aléem do solido conhecimento dos contetudos
estudados, a competéncia de agir rapidamente em situacdes de imprevisto, de
propor e de gerenciar situacdes que favorecam o engajamento dos alunos no

processo de aprendizagem.

Ainda na busca de elementos que pudessem contribuir para a
delimitacdo da questdo de nossa pesquisa, buscamos subsidios em trabalhos de
Fishbein (1993) relativos a questdo da intuicdo. Esse autor enfatiza a Matematica
como uma atividade inventada por seres humanos por meio de um processo
criativo que envolve a hesitacdo, a aceitacdo e, a0 mesmo tempo, uma repulsa
desses processos quando surgem dificuldades. A partir do pensamento intuitivo,
tendemos a procurar outras argumentacdes para se chegar a respostas
concretas, considerando que a Matematica € um processo de acdes, reacoes,

analises, elaboracoes e, finalmente, afirmacdes matematicas tedricas e concretas.

Sendo Fischbein (1993) psicélogo e fundador do grupo de Pesquisa
Internacional de Psicologia Matematica, a sua pesquisa formulou os principais
conceitos sobre o ensino e aprendizagem da Matematica, sob a influéncia

piagetiana, de modo a poder relacionar os fendbmenos matematicos com 0s
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fendmenos da natureza cognitiva, ou seja, o raciocinio intuitivo € uma ponte para
0 raciocicio numérico na Resolucédo de Problemas matematicos, induzindo-se dai
um raciocinio l6gico-matematico. Tendo em vista que toda a aprendizagem é

gerada por um processo intelectual ativo.

A partir desse pensamento, Fischbein (1993) organizou uma teoria ao
analisar comportamento matematico de alunos, segundo a qual ha trés aspectos
basicos que devem ser considerados na atividade mateméatica: o formal, o
algoritmo e o intuitivo. Um exemplo que podemos citar sdao os limites de
sequencias. Podemos até “convencer” os alunos, por exemplo, de que a
sequéncia: 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,......, 1/n,.... tem 0 como limite, quando n aumenta
indefinidamente, mesmo que para isso apelemos para o auxilio de procedimentos
geométricos, do tipo:

-T-> |+~

T |

T Wl

N
|_\

Tal procedimento quase certamente trard a cena 0 aspecto intuitivo,

mas néo o aspecto formal, nem o algoritmo.

De posse da soma dos elementos que buscamos com o0 objetivo de
subsidiar nossa investigacao aliados a estratégia de se ensinar Matematica por
meio de Resolucdo de Problemas — sobre a qual discorreremos mais adiante —,
propomos a hipétese de que a introducdo do conceito de Integral, por meio da
Resolucdo de Problemas, para alunos do Curso de Licenciatura em Matematica,
da Universidade do Estado Pard, podera desvelar aspectos sobre no¢cfes que se

situam em torno desse conceito.
A partir dessas constatacdes, explicitamos 0s objetivos da pesquisa:

e Investigar o desempenho estratégico dos licenciandos em
matematica quando submetidos a Resolucdo de Problemas por meio de uma

sequéncia de ensino que visa o processo de introdugdo ao conceito de Integral.
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e |dentificar nessas estratégias escritas a manipulacao individual e/ou
simultanea dos aspectos basicos das atividades matematicas, segundo Fischbein,

guais sejam: a intuicao, o algoritmo e o formal.

Na procura por responder a questdo acima e por estabelecer os
procedimentos de cunho metodoldgicos, realizamos uma revisdo de literatura,

cujos resultados sdo apresentados na proxima secao.
1.2 — Revisao de Literatura

A fim de buscarmos mais indicacbes para atingir os objetivos
propostos, realizamos uma incursdo nos trabalhos (Teses, Dissertacdes e Artigos)
desenvolvidos e publicados sobre o ensino e a aprendizagem do Calculo
Diferencial e Integral. Dedicamos esta secdo a apontamentos sobre resultados
dessas pesquisas, de forma a analisar até que ponto o trabalho que estamos nos
propondo a desenvolver tem relevancia e apresenta aspectos pertinentes e

diferenciados dos que ja foram realizados.

Dividimos a secdo em dois eixos tematicos: 0 ensino e a aprendizagem
do Calculo Diferencial e Integral; e a utilizacdo da estratégia de Resolucédo de

Problemas no ensino dessa disciplina.
| — O ensino e a aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral.

A pesquisa realizada por Reis (2001) teve por objetivo compreender
como a relacdo tensional entre o rigor e a intuicAo se manifesta no ensino
universitario de Calculo e Analise. Esse estudo foi realizado mediante a analise de
manuais didaticos e de entrevistas semiestruturadas com quatro professores e
autores de livros didaticos das areas do Calculo e Analise, a saber: Roberto
Ribeiro Baldino, Geraldo Severo de Souza Avila, Djairo Guedes de Figueiredo e

Elon Lages Lima.

Reis constatou que a relacdo tensional entre rigor e intuicdo € sempre
desigual e dicotdbmica nos manuais didaticos e que 0 conjunto de posicées

defendidas pelos entrevistados mostrou que esses dois componentes caminham
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juntos, no ensino de qualquer conceito matemético e ambas tém papéis
igualmente importantes e complementares na formacéo do
pensamento/conhecimento matemético, tanto de um professor de matematica
guanto de um matematico. Portanto, cabe aos professores de matematica a
avaliacdo de qual nivel de rigor e de intuicdo € conveniente atingir sem que, com

isso, percamos o sentido e a real compreensao das ideias matematicas.

BN

Outro aspecto enfatizado em pesquisas refere-se a analise da
utilizacdo da ferramenta computacional no ensino do Calculo nas universidades
brasileiras. Machado (2008) dedicou um estudo voltado ao assunto e, para
entender a evolucao de tal utilizagdo, o autor pesquisou trabalhos realizados em
paises como a Gra-Bretanha, Estados Unidos, Alemanha, México, Espanha,
Colébmbia e Venezuela, verificando que neles havia estudos bastante avancados,
inclusive referentes a avaliacdes sobre o uso de tecnologias, como calculadoras

graficas e numeéricas, videos e softwares, em cursos de graduacgao.

Machado (2008) focou seus objetivos na analise da contribuicdo de um
aplicativo educacional no ensino Calculo. Destacou, em seu trabalho, a
necessidade, a importancia e os resultados da utilizacdo dessa ferramenta, que
vai aléem da manipulacéo de lapis e papel. Procurou analisar por meio de tarefas
realizadas o conhecimento matematico adquirido a partir da visualizacdo e da
representacao visuais descritas pelos estudantes, chegando a seguinte questao
de investigacdo: qual € a contribuicdo da visualizacdo das representacoes
graficas produzidas pela ferramenta computacional Mathematic Plotting Package-
MPP no aprendizado do Céalculo Diferencial e Integral para estudantes

ingressantes no curso de Quimica?

Como resultado, a referida autora enfatizou que essa ferramenta é
eficaz para o ensino de Céalculo, pois possibilitou a solucdo e a visualizacao
grafica e numérica dos problemas trabalhados de forma rapida e pratica. Além
disso, observou que os estudantes ficaram motivados e participativos na procura
de novos conhecimentos para conseguirem resolver problemas propostos pelos

professores.
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Ramos (2009), em seu artigo, apresentou uma experiéncia sobre a
utilizacdo de procedimentos midiaticos que promovessem a aprendizagem no
curso de Calculo Diferencial e Integral, enfatizando a preocupac¢do em apresentar,
sempre que possivel, os conteudos contextualizados e de acordo com a realidade
de seus alunos. Destacou que a utilizacao de softwares graficos proporciona uma
maior percepc¢do visual, bem como o desenvolvimento da capacidade de andlise e
de formalizacéo por parte do aluno, na sua relagdo com a Matematica.

A pesquisa de Escher (2011) fez referéncia a dois aspectos geralmente
considerados separadamente na academia: as relagdes historicas, neste caso,
referentes a génese dos conceitos e ao ensino e aprendizagem do Célculo e a
implementacgéo da tecnologia no contexto educacional. O autor justifica a escolha
desta disciplina por ela fazer parte de varios cursos académicos. A pesquisa
focou suas discussdes na pratica do professor de matematica e de suas a¢cdes no
ambito académico; utilizou alguns dados historicos para situar o0 cenario
professor/disciplina/pratica, mostrando alguns indicios do surgimento de conceitos
matematicos tratados no campo de estudo que se intitula Célculo Diferencial e

Integral e também sua integracédo com o ensino.

O objetivo da pesquisa de Escher (2011) consistia em investigar as
dimensdes tedrico-metodoldgicas presentes nas inter-relacdes do Calculo e as
Tecnologias da Informacdo e da Comunicacao (TIC). Focou a sua pesquisa na
discusséao de tais dimensdes presentes nas inter-relacdes do Calculo Diferencial e
as Tecnologias Informacionais e Comunicacionais, no contexto do ensino e da
aprendizagem de matematica. O autor concluiu que as TIC adquirem uma
caracteristica forte o bastante para alterar todas as dimensdes — linguagem,
formalista, sociocultural, metodoldgica ou epistemoldgica —; assumindo, logo, seu
carater epistémico, justificando assim sua caracteristica revolucionaria, estando

presente nas salas de aulas e assumindo uma importante dimensao.

Outra pesquisa que consideramos relevante foi a realizada por Lima
(2012), que analisou o desenvolvimento da disciplina inicial de Célculo Diferencial
e Integral do curso de graduacdo em matematica da Universidade de Séao Paulo,
desde 1934, ano em que tal Instituicdo foi fundada e nela foi implantado o

primeiro curso superior de matematica do pais, até 1994, momento em que a
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disciplina de Calculo | do curso de Licenciatura passou a ser oficialmente
diferente daquela oferecida no Bacharelado. Para essa analise, usou a
metodologia da Histéria Oral Tematica. Concluiu que o processo de transi¢cao de
uma disciplina inicialmente de Analise para outra efetivamente de Calculo — visto
com frequéncia como uma pré-Andlise — foi lento, gradual e repleto de idas e

vindas.

Constatou, também, que os professores nao concebiam a existéncia de
diferentes niveis de rigor e, portanto, ndo consideravam necessario adequa-lo ao
publico-alvo da disciplina que estava sendo ministrada. Mas com o decorrer do
tempo passou-se a defender a adequacéo da forma como 0s conceitos eram
apresentados, levando em conta a maturidade matematica dos estudantes, o
curso no qual a disciplina estava inserida e o perfil do profissional que se
desejava formar. Além disso, verificou que a distincdo entre a disciplina de
Célculo | da Licenciatura e do Bacharelado também se deu por razdes didaticas:
buscou-se oferecer aos licenciados um primeiro curso que |lhes possibilitassem
rever, com uma abordagem que fosse mais adequada aos objetivos do ensino
superior, conceitos ja trabalhados na Educacdo Basica e que usualmente nao
dominam ao ingressar na universidade, e, ao mesmo tempo, introduzir 0s
conteudos especificos do Célculo de forma mais apropriada ao futuro professor

de matematica.

Ja Imafuku (2008) e Marques (2009) realizaram estudos com foco em
guestdes relativas ao ensino e a aprendizagem de funcdes de duas variaveis. A
pesquisa do primeiro objetivou a investigacdo das dificuldades e dos saberes
manifestados por estudantes por ocasido da transicdo do estudo das funcdes de
uma variavel para o caso de duas, no que diz respeito as variaveis dependentes e
independentes e a interdependéncia entre elas, ao dominio e o grafico de funcéo,
a relacdo entre o grafico do dominio e o grafico da funcédo e, também, quais
manifestacdes sao reveladas no estudo das derivadas parciais de primeira ordem.
A analise dos dados fundamentou-se na teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Raymond Duval, que permitiu observar algumas dificuldades: a
maioria dos alunos pesquisados ndo compreende o sistema tridimensional, ou

seja, a representacdo grafica do R3; néo classifica uma funcdo de acordo com o
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namero de variaveis independentes; o0s estudantes apresentam grandes
dificuldades na conversdo do registro da lingua natural para o algébrico e na

determinacao do dominio das funcfes de duas variaveis.

O objetivo do estudo de Marques (2009) foi mostrar como estudantes
de um curso de Engenharia manipulam o livro didatico no estudo de derivadas
parciais. Para isso, elaborou um instrumento de coleta de dados com questbes
também fundamentadas na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de
Duval; o questionario foi aplicado a alunos em estagios distintos do curso de
engenharia mecanica de uma universidade particular da cidade de S&o Paulo. A
pesquisa revelou que os estudantes priorizaram o registro algébrico em suas
resolucdes das questbes e que somente esta representacdo € considerada como
resposta valida e que as outras sdo apenas “auxiliares”. Outra revelacédo foi a
dificuldade que os alunos demonstraram quando as funcdes de duas variaveis

sao expressas no registro da lingua natural.

Lira (2008), em sua tese, fez um estudo sobre o ensino e a
aprendizagem do conceito de limite, realizando também uma reflexdo sobre os
critérios cognitivos que envolvem a resolucdo de um problema sobre esse
contetdo. Realizou um minucioso levantamento da trajetria histérica desse
conceito matematico para que pudesse entender a importancia do apoio de
objetos digitais interativos em seu estudo. Destaca que o0s objetos digitais
interativos podem ser gerenciados como objetos de aprendizagem, contribuindo
para a melhoria das praticas de ensino por meio de um recurso digital, como, por
exemplo: imagens, fotografias, videos, textos, publicacbes via web. Como
referencial teérico para a analise epistemoldgica do conceito, Lira baseou-se na
Epistemologia Genética de Jean Piaget, especificamente no que se refere as

relacdes e operacdes infraldgicas, logicas e ao pensamento formal.

A principal questdo, objeto de pesquisa neste estudo, foi: que objetos
digitais e como utiliza-los para investigar o desenvolvimento de mecanismos
cognitivos presentes no processo de construcdo do conceito matematico de limite

(de uma fungcédo com dominio e imagem no conjunto dos reais) em aprendizes?
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O autor concluiu sua tese afirmando que os mecanismos cognitivos do
conceito de limite podem ser evidenciados pelo uso de objetos digitais interativos.
Entretanto, para que tal evidéncia seja possivel é necessaria uma teoria
epistemoldgica que possibilite este processo de investigacado. Defende que essa
teoria € a Epistemologia Genética de Jean Piaget, que modela o pensamento
humano utilizando estruturas matematicas do tipo conjuntos, agrupamentos,
grupos e redes, ja que quando o sujeito também é capaz de fazer composicoes
entre operacdes (que comportam a reversibilidade) que mostra se ele construiu o
pensamento formal. O autor enfatizou que o conceito de limite coordena
operacdes de natureza espacial (topoldgicas) e logica (relacdes logicas
envolvidas no conceito de nimero inteiro e real). Concluiu, ainda, que o0 conceito
de limite engloba muito mais que a definicdo. Ele envolve mecanismos cognitivos,
0S quais exercitamos desde crianca, tais como ordenar seriar encaixar, separatr,

recompor e realizar envolvimentos.

Sobre o conceito de derivada, destacamos a pesquisa de Dall’Anese
(2006) que teve como objetivo identificar e analisar argumentos e metaforas
conceituais utilizadas por um grupo de alunos de pds-graduacdo em Educacao
Matematica em relacédo a taxa de variacdo, ao se estudar derivada de funcéo de
uma variavel real. O pesquisador criou um cenario de aprendizagem em que
privilegiou o diadlogo entre professor, alunos e tecnologia. Para estabelecer esse
didlogo, foram criadas tarefas em que os alunos interagiram com o computador,
como, por exemplo, a reta secante a uma curva “virava” reta tangente por
sucessivas aproximacdes ou quando a reta tangente a curva num ponto ao se
mover, a0 mesmo tempo os valores dos coeficientes angulares das retas, em
cada instante, podiam ser vistos na tela do computador; em outros momentos,
usavam uma canaleta feita de PVC, bola de ténis, bola de pingue-pongue,
cronbmetro e trena para calcular a velocidade média e a velocidade instantanea
de um objeto em movimento. O autor se prop6s a investigar, a partir dos
argumentos dos alunos, quais metaforas podem ser levantadas e qual o papel
das mesmas na compreensao da taxa de variacdo; além disso, procurar identificar
os argumentos dos alunos relativos aos aspectos visuais — algébricos e estaticos

— e dindmicos nas atividades mediadas pelo uso do computador.
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ApoOs o desenvolvimento das tarefas e a andlise dos resultados, o autor
pdde concluir que, para 0s sujeitos, o processo de compreender a taxa média e a
taxa instantanea de variacdo ndo € o caso apenas da passagem de uma formula
analitica a outra ou de um grafico para uma férmula. Salienta que existe uma
diferenca entre os mecanismos cognitivos para compreender o gréfico e a férmula
analitica, diferenca esta que acentua as dificuldades dos procedimentos de

aprendizagem dos alunos.

Concluiu, também, que com o auxilio da tecnologia da informética foi
possivel criar um ambiente em que o movimento ficticio, intrinseco da linguagem,
se transformou em um movimento factivo. Isto €, quando retas secantes
“coincidiam” com a reta tangente por sucessivas aproximagdes e quando a reta
tangente a curva num ponto podia se mover, ao mesmo tempo que os valores dos

coeficientes angulares dessas retas podiam ser vistos na tela.

Apresentamos na sequéncia comentarios sobre algumas pesquisas

realizadas especificamente sobre o ensino e a aprendizagem da Integral.

Em seu trabalho, Melo (2002) pesquisou se o0s alunos sao capazes de
construir o conceito de Integral, por meio de atividades que levem em conta a sua
génese, com a utilizacdo um software matematico. Desenvolveu atividades com
estudantes de um curso de Licenciatura em Matematica, com o auxilio do
computador, por meio do software Maple. Constatou, ao comparar
as respostas escritas dadas pelos alunos com os comentarios  orais,
gue eles apresentam grandes dificuldades em expressar seus argumentos

por escrito, utilizando a linguagem matematica.

Além disso, o autor salientou outras dificuldades dos alunos envolvidas
no processo de aprendizagem de integral, tais como: a identificacdo de dominio e
de imagem de uma funcdo em situacdes-problema. A maioria dos alunos teve
dificuldade de relacionar a definicdo de integral a um limite, além de ndo associar

um numero obtido por procedimentos algébricos a area de uma regido plana.

Ja em seu trabalho, Oliveira (2004) teve como objetivo mostrar como o

conceito de Integral € abordado em dois livros didaticos, apontando em que
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medida a abordagem de cada um deles € “mais” operacional ou “mais” estrutural,

segundo a classificacao de Sfard.

No livro de Spivak, a Integral é definida por meio de uma
construcao bastante refinada gue usa definicdes e teoremas e

€ guiada pela nocdo de area.

Os teoremas fundamentais de Calculo sdo demonstrados com todo
rigor e algumas aplicacdes sao dadas, por exemplo, no célculo de areas. A

transicdo entre as concepcdes é da estrutural para a operacional®.

No livro de Stewart, o autor definiu integral como limite de soma
de Riemann. Antes, porém, fez uma longa introducdo calculando a area da
regido delimitada pela parabola y = x? inserindo retangulos “acima e abaixo” dela,
calculando a area de cada um e somando-as. Definiu area da regido limitada pelo
grafico de uma funcdo continua como o limite dessa soma, quando o namero de
retangulos tende ao infinito. Também, resolveu o problema da distancia percorrida
por um carro, tratando a questdio como a do calculo de é&rea. A

transicdo entre as concepcdes é da operacional para a estrutural.

A tese defendida por Henriqgues (2006) teve como objetivo
compreender as dificuldades encontradas pelos alunos, com o célculo de areas e
de volumes por Integrais Multiplas, bem como estudar em que medida a utilizacdo
de um Software de Calculos Avancados como o Maple péde ajudar a superar
essas dificuldades, favorecendo as interacbes entre Representacdo Grafica e
Representacdo Analitica de sdélidos nos problemas de célculo de volumes por

meio de integrais multiplas, utilizando-se do sofware Maple.

O estudo foi realizado com estudantes universitarios do Brasil e das
classes preparatérias tecnolégicas da Franca, apoiou-se na teoria de

Instrumentacdo, proposta por Rabardel (1995), na Teoria Antropoldgica do

3 A teoria de Sfard, segundo a qual as no¢Ges matematicas sdo tratadas inicialmente como
processo, em que sdo evidenciadas as suas caracteristicas (concepcdo operacinal) e depois como
objetos (concepgdo estrutural). A passagem da primeira para a segunda se da por meio de trés
estagios hierarquizados: interiorizagdo, condensacao e reificacdo.
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Didéatico, proposto de Chevallard (1991), e nos Registros e Representacdes

Semidticas, proposto por Duval (1993).

O autor concluiu que o Software “permite um trabalho especifico em
que a interacdo entre o usuario e a maquina faz aparecer elementos de

articulagao entre o grafico e o analitico”.

A pesquisa de Dietrich (2009) teve como foco a andlise das
possibilidades de aquisicdo dos conceitos basicos de integral definida, por meio
da metodologia da Engenharia Didatica, sob a o6tica da teoria da imagem do
conceito e da definigdo do conceito, proposta por Tall e Vinner (1981). O
pesquisador realizou a analise de alguns cadernos de alunos, que tinham cursado
a disciplina de Célculo Il. Observou que a sequéncia de ensino foi sempre a
mesma, ou seja, 0s professores partiam do estudo da antiderivada e
apresentavam o Teorema Fundamental do Calculo e, apds isso, apresentavam
uma lista de exercicios para a fixacdo dos conteddos. Assim, o0 conceito de
Integral era apresentado como o inverso da derivada e, apds os alunos estarem
familiarizados com os calculos de integrais, era apresentada a definicdo como

soma de Riemann, em um processo contrario ao surgimento historico da Integral.

A conclusdo que obteve em seu trabalho foi a de que o
desenvolvimento de uma sequéncia didatica, baseada na metodologia da
Engenharia Didatica, mostrou-se eficaz no entendimento do conceito de integral e
de suas propriedades. Os alunos, em sua maioria, mostraram-se motivados e
participantes durante todo o trabalho. A metodologia proposta propiciou um
ambiente rico de discussdes entre as duplas e entre todos os estudantes da
classe, no momento da formalizacdo do conteddo em questdo. O diferencial é que
0 conceito nao foi exposto pelo professor, mas foi construido pelos alunos, passo
a passo, por meio da resolucdo de situacBes-problema, em cada sessédo. Neste
sentido, os pressupostos de imagem do conceito e de definicdo do conceito de
Tall e Vinner (1981) deram sustentacdo ao processo de constru¢cdo do conceito

de integral.

Andersen (2011), em sua dissertacdo, teve como objetivo investigar

guais 0s processos do pensamento matematico que podem intervir e ser
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combinados por alunos no desenvolvimento de atividades envolvendo a

expressao F(x) = j f(t)dt. Além disso, verificar se o tipo de atividades propostas

favorece a compreensao das ideias centrais envolvidas no Teorema Fundamental
do Calculo. A pesquisa fundamentou-se nos Processos de Pensamento
Matematico Avancado de Tommy Dreyfus, que privilegia o ensino por descoberta,
por tentativa e erro. O resultado alcancado foi o surgimento de certa facilidade
dos alunos quanto a visualizacao, representacdo e mudanca entre diferentes
representacdes, a sintese, a andlise e a generalizacao. Além disso, foi observado
gue a maioria das duplas conseguiu conjecturar que a Derivada é a inversa da
Integral. No entanto, nenhum dos alunos observou a necessidade de que a
funcdo f envolvida no Teorema Fundamental do Calculo e que figura na

representacao acima fosse continua.

Os estudos referenciados, muitos dos quais versando sobre os
beneficios do emprego de softwares como mais um elemento auxiliar no ensino
do Calculo, nos levaram a considerar a possibilidade de recorrermos a utilizacao

de algum tipo de ferramenta da informéatica em nosso trabalho.

Il — A resolucédo de problema e o ensino de Calculo Diferencial e

Integral

Nesse item, destacaremos quatro pesquisas de autores que utilizaram
a Resolucdo de Problemas como metodologia de ensino. A primeira, de Sangoi
(2010), teve como objetivo encontrar vestigios de aprendizagem significativa no
ensino de derivada, suas propriedades e aplicacdes por meio da resolucdo de
problemas associada ao emprego software Maple. O autor afirma acreditar que a
resolucdo de problemas e tal software séo aliados do professor no ensino e na
aprendizagem significativa de conceitos do Calculo. Buscou elementos na teoria
da aprendizagem significativa de Ausubel (1989) e concluiu sua pesquisa
afirmando que quando ensinamos Calculo por meio da resolugcédo de problemas,
estamos dando aos estudantes, subsidios para desenvolverem a sua
compreensao e entendimento das nocdes que compdem essa disciplina,

contribuindo para que o processo de aprendizagem seja significativo gracas as
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relagdes: aluno-aluno, aluno-professor, professor-aluno e aluno-computador, pois

cada um contribuiu a seu modo para a aprendizagem dos conceitos.

A segunda pesquisa, cujos resultados analisamos, foi a de Pinto
(2010), que investigou as contribuicbes da metodologia de resolucdo de
problemas para o ensino e a aprendizagem e aplicagdes de derivada, construgéo
de graficos de uma funcéo e o da funcdo derivada, em um ambiente virtual de
aprendizagem, com alunos do curso de licenciatura em matematica a distancia. A
conclusédo a que chegou é a de que a metodologia de resolucdo de problemas
contribuiu para a criacdo de um ambiente de aprendizagem propicio para o

desenvolvimento das atividades, mesmo com as limitagdes de tempo e distancia.

A terceira pesquisa € a de Ribeiro (2010) que definiu seu trabalho a
partir de uma situagéo vivida no Grupo de Trabalho e Estudos em Resolucédo de
Problemas — GTERP/UNESP, em que o autor relata as estratégias utilizadas para

a resolucao do seguinte problema:

Trés um-quarto de circulo e um trés-quartos de circulo — todos de raio igual

a 10 cm — compdem esta atraente forma de jarro. Qual é sua area?

Para resolver este problema, o grupo passou por uma sequéncia de
acles: a leitura do enunciado, a interpretacdo, a compreensdo do que se pedia,
principalmente a busca de uma figura geométrica para entender o que o problema
pedia e, entdo, a busca de uma estratégia para resolvé-lo. Depois que Varios
passos haviam sido dados, constatou-se que 0s componentes do grupo

procuravam sua solugéo por meio de diferentes caminhos.

Uma das solucdes apresentadas por um dos membros do grupo estava
errada, pois, ao ler o enunciado precipitadamente, ndo soube transportar seus
dados para a forma do jarro. Apoiado apenas nos dados numéricos do problema,

escreveu.
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3><% decirculo +1x§ decirculo =6x% decirculo =g decirculo

E, empregando expressdo z r’para o calculo da area do circulo, com r

= 10 cm, obteve, como resposta, 150 r cm? e fazendo » = 3,14, concluiu que a
area do jarro mediria aproximadamente 471 cm?. Mas foi percebido pelo grupo
gue isso ndo parecia muito coerente com a figura desenhada. A partir deste
momento a coordenadora do grupo, com intuito de provocar os participantes
acerca de outras possiveis solucdes, perguntou: de que outras maneiras se

poderiam calcular a &rea dessa figura?

Prontamente, responderam que seria por meio de integrais. Foi
sugerido que se poderia utilizar integrais simples ou duplas. A coordenadora
pediu, entdo, que os participantes levassem o problema para casa para ser
trabalhado por cada membro e para que as resolu¢cdes fossem discutidas na
Ultima reunidao do GTERP, daquele ano. Para essa reunido, foram levadas quatro
resolucdes possiveis para o problema, trabalhadas com integrais duplas, uma
resolucdo geométrica generalizando a resolucdo e, também, um trabalho com
dobraduras elaboradas para facilitar a visualizacdo dos trabalhos feitos. Em
outras palavras, esse problema chamou muito a atencdo dos componentes do
Grupo. Ele os desafiou. O que ai aconteceu colaborou para a definicdo da
pesquisa do autor, usando a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de
Matematica por meio da Resolucdo de Problemas em um trabalho envolvendo o

tema Integrais.

O seu trabalho foi desenvolvido em trés eixos: histdria da Integral como
parte da Histéria da Matematica, de sua origem até sua formalizacdo por
Riemann; resolucdo de problemas; sala de aula na Engenharia. Tais eixos foram
organizados para responder a seguinte questdo: como se pode construir um
projeto de ensino-aprendizagem destinado a trabalhar Integrais com alunos de um
Curso de Engenharia, em um ambiente de resolucdo de problemas, fazendo uso
de uma nova metodologia, com recursos da histéria da mateméatica e com 0s
alunos, em grupos, em um trabalho cooperativo e colaborativo, sendo

coconstrutores de um conhecimento autogerado?
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Em sua concluséo, o autor observou que ficou evidente no trabalho de
sala de aula a grande responsabilidade do professor ao se trabalhar com Célculo
Diferencial e Integral direcionado a futuros engenheiros, despertando-lhes o
interesse por investigacdo e pesquisa e deixando-o0s atentos a necessidade dessa
Matematica em sua vida profissional, caso eles pretendam ser engenheiros
criativos. Assim, se quiserem ser engenheiros que trabalham apenas como
tecndlogos, bastam as féormulas. Entretanto, se quisermos formar engenheiros
criativos e ndo apenas seguidores dos projetos de outros, € preciso que o Calculo
Diferencial e Integral seja bem entendido e suas ideias possam ser transferidas a

outras situacdes encontradas em seu trabalho.

Essas evidéncias todas que se pbdde constatar, ao longo da
implementacdo do projeto, nas plenarias de participacdo e de discussdo, nos
trabalhos entregues pelos alunos e nos momentos em que fora da sala de aula
alguns alunos procuraram continuar discussdes de sala de aula, podem atestar

que:

e A Histéria da Matematica foi importante, uma vez que por meio dela os
alunos puderam adquirir o conhecimento de como as ideias surgiram, evoluiram e
de como fazer a transposicao deste conhecimento para as atividades em sala de
aula, olhando os obstaculos e os caminhos encontrados durante a evolugdo do
conceito da integral.

e A Resolucao de Problemas mostrou-se um caminho eficiente para o
trabalho em sala de aula, tanto para o professor quanto para os alunos, na busca
pela solucdo de um problema, por investigar e na consequente compreensao dos
conceitos, agora formulados pelo proprio aluno. Esta metodologia de trabalho
permitiu muitas vezes ao aluno colocar-se no lugar dos desbravadores de novos
conceitos de Mateméatica e do Calculo. Permitiu que vivenciasse a tensdo e o
prazer na busca pela resposta certa de um problema, o que contribui para o

fortalecimento da autoestima.

A quarta pesquisa é a de Abdelmalack (2011) que teve como objetivo
averiguar como se da a aprendizagem de derivadas quando se utliza a
metodologia ensino-aprendizagem-avaliacdo da matematica, por meio de

Resolucdo de Problemas.
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Em sua pesquisa, foram propostos problemas geradores de varios
conteudos relacionados ao conceito de derivada. Nesse contexto, o ensino e a
aprendizagem ocorreram simultaneamente durante a construgdo do
conhecimento, tendo o professor como guia e 0s alunos como coconstrutores
desse conhecimento. Os alunos mostraram-se questionadores, com iniciativas
préprias na formulacdo de hipoteses, na interpretacdo de dados, na busca por
estratégias para a resolucdo de problemas, mais participativos e independentes
do professor. Com isso, conseguiram aprender os conteados de forma
significativa, estabelecendo relagbes entre diversos aspectos importantes para

esse estudo.

Os trabalhos analisados contribuiram para a delimitacdo do tema e o
estabelecimento da questdo de nossa pesquisa, bem como para o fornecimento
de elementos que direcionem a escolha dos embasamentos tedrico-

metodoldgicos.

A pesquisa de Reis nos remeteu a uma procura de trabalhos de
Fischbein, principalmente os relacionados com a interacdo entre o formal, o

algoritmico e a componente intuitiva, em matematica.

Por outro lado, os trabalhos que se referem a introducéo do conceito de
integral, aliados aqueles em que foi utilizada a estratégia de resolucdo de

problemas nos indicaram possibilidades de encaminhamentos de nosso trabalho.

Esses elementos permitiram que pudéssemos formular a questdo de

nossa pesquisa:

Como se da o processo de introducdo ao conceito de Integral para
alunos de Licenciatura em Matematica, utilizando-se a metodologia da
Resolucédo de Problemas, na perspectiva dos aspectos basicos presentes na

atividade matematica, segundo Fischbein?

Nesse sentido, estamos interessados em investigar como os futuros
professores de Matematica combinam o0s aspectos intuitivos, formais e
algoritmicos em seu contato inicial com as noc¢des envolvidas no conceito de

Integral, utilizando-se da estratégia de Resolug¢édo de Problemas.
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Por outro lado, varios trabalhos da revisédo de literatura, como, por
exemplo, as de Melo (2002), Machado (2008), Ramos (2009) e Escher (2011)
utilizaram um software matemético em suas pesquisas, indicando que esse
recurso poderia ajudar os alunos a construir conceitos do Célculo Diferencial e
Integral. Motivados pelas constatacbes das vantagens da utlizacdo de
ferramentas computacionais feitas pelos autores, optamos em trabalhar em nossa
pesquisa com o software GeoGebra, ferramenta auxiliar no desenvolvimento de

uma sequéncia de ensino.

Nos préoximos capitulos passaremos a descrever a fundamentacao

tedrica e a metodologia da pesquisa.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

O trabalho esta embasado em principios tedricos relativos ao ensino, a
aprendizagem da mateméatica por meio da Resolucdo de Problemas e as trés
categorias presentes nas atividades matematicas, a saber: o formal, o algoritmo e
0 intuitivo, segundo Fischbein (1993). A seguir apresentamos consideracdes
sobre essas duas vertentes. Iniciamos com a exposi¢cao de algumas concepc¢des
sobre o significado de problema para depois levantar alguns elementos sobre a

teoria de Fischbein, para dar suporte a nossa investigacao.
2.1 -0 que € um problema?

Sao variadas as concepcoes de problema, algumas sdo convergentes
e outras apresentam ligeiras distincbes, segundo o ponto de vista de diferentes

pesquisadores.

Para Onuchic (1999, p. 215), problema refere-se “a tudo aquilo que néo
se sabe fazer, mas que se esta interessado em resolver”’. No entanto, segundo
D’Ambrésio, o que se percebe é que é muito comum no momento do
desenvolvimento de uma atividade surgirem manifestacdes reiterando que
‘problema é uma situacao, real ou abstrata, ainda nao resolvida, em qualquer
campo do conhecimento e de acdo”. (D’AMBROSIO, 2008, p. 2).

De acordo com Van de Walle, um problema é “qualquer tarefa ou

atividade para a qual os estudantes ndo tém métodos ou regras prescritas ou
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memorizadas, nem a percep¢ao de que haja um método especifico para chegar a
solugao correta” (VAN de WALLE, 2001, p. 42).

Nos PCN, pode-se ler que “um problema matematico é uma situacéo
gue demanda a realizacdo de uma sequéncia de acdes ou operacdes para obter
um resultado. Ou seja, a solucdo ndo esta disponivel de inicio, no entanto, é
possivel construi-la” (BRASIL, 1998, p. 41).

Todas essas concepcdes de problema tém algumas caracteristicas em
comum. O aluno precisa ter interesse, precisa estar seduzido pelo problema,
precisa estar motivado para resolvé-lo e precisa promover o desenvolvimento de

sua intuicdo e criatividade, a fim de exercitar o seu pensar matematico.
2.2 — A Resolucéo de Problemas

Na primeira metade do XX, a aprendizagem da matematica era
caracterizada por um trabalho de repeticéo, enfatizando-se a memorizacdo como
forma de aprender e de resolver problemas matematicos. Com o passar do
tempo, pesquisadores perceberam que as dificuldades em resolver problemas
impunham a necessidade de estudos mais direcionados a essa questdo. Alguns
estavam convencidos que tais dificuldades residiam somente na falta de
entendimento dos enunciados por parte dos alunos. Recomendavam, entdo, que
0os estudantes deveriam exercitar mais suas potencialidades, estudando
previamente conteldos neles presentes. Atualmente, € sabido que apenas
estudar conteudos e desenvolver habilidades para resolver problemas néao

representam a solucao para se aprender matematica.

Ja na segunda metade do século, mais precisamente na década de
1960, o Movimento de Matematica Moderna surge preconizando um ensino de
matematica estrutural, com base na teoria dos conjuntos. No final da década
seguinte, era patente que esse modelo ndo estava dando os resultados
esperados. Em resposta ao fracasso desse movimento, aquela concepc¢ao de
resolucdo de problemas evoluiu para uma percepc¢ao mais ampla, segundo a qual
se aprende a medida que se compreende. (ONUCHIC E ALLEVATO, 2009, p.
213).
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Principalmente nos Estados Unidos, as discussbes acerca da
Resolucdo de Problemas comecaram a se expandir ficando cada vez mais
patente a necessidade de um ajuste aos trabalhos para que se adequassem aos
problemas surgidos. Isto €, questdes relativas a aprendizagem e ao ensino da
matematica exigiam novas tendéncias para o seu aprimoramento. A partir dos
anos 1970, buscavam-se questionamentos a respeito do ensino da matemética,
no sentido de se entender até onde as reformas puderam influenciar no sucesso
da aprendizagem e resolucdo de problemas matematicos. A partir deste periodo,
as investigacbes comecaram a ganhar mais espaco entre educadores

matematicos.

Ja nos anos 1980, as pesquisas sobre a Resolucdo de Problemas
avancavam. Os trabalhos em salas de aulas foram mais observados e
experimentados a partir de novas estratégias, mas, segundo Schroeder & Lester
(1989), devido a tantos pesquisadores interessados em avaliar o bom
desempenho dos alunos, comecaram a surgir algumas divergéncias sobre
diferentes concepcdes. Esses autores apresentaram trés possiveis indicacbes
para abordagem do tema, de forma a refletir a respeito de tais diferencas: teorizar
sobre Resolucdo de Problemas, ensinar a resolver problemas e ensinar
matematica por meio da Resolucdo de Problemas. Esses enfoques indicam e
encaminham varias combinacdes para se trabalhar em sala de aula com

Resolucdes de Problemas.

Apesar de diferentes concepcodes e analises acerca de Resolucdo de
Problemas, até o final daquela década, ainda ndo se obtinham resultados
julgados eficazes para o assunto. Somente apos o final dela, nos Estados Unidos,
uma reforma no ensino de matematica foi bem sucedida. Por essa ocasido e
durante os anos 1990, o NCTM#* — National Council of Teachers of Mathematics
(Conselho Nacional de Professores de Matematica), criado naquele pais, publicou

trés diretrizes para se trabalhar com a resolucdo de problemas:

4O NCTM é uma organizacg&o profissional, sem fins lucrativos. E a principal organizag&o para
professores de Matemética desde K-12 (Pré-primario até a Escola Secundaria).
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e Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics, em
1989, que estabeleceu o envolvimento de professores, supervisores e promotores
de materiais instrucionais ao curriculo da matematica; pela proposta todos sédo
capazes de aprender, fazer e resolver problemas;

e Professional Standards for Teaching Mathematics, em 1991, que
estabeleceu caminhos para que professores pudessem estruturar atividades em
sala de aula e;

e Assessment Standards for School Mathematics, em 1995,
estabelecendo principios para que professores e educadores pudessem ter apoio
para construcdo de praticas de avaliagdo em favor de uma matematica acessivel

para a aprendizagem de todos.

Ressaltamos que esses documentos ndo se configuravam como uma
teoria final, que pudesse, enfim, trabalhar a Resolucdo de Problemas. Pelo
contrario, segundo Onuchic e Allevato (2009, p. 217-218), “esses Standards
gueriam apresentar objetivos e principios em defesa das praticas curriculares, de
ensino e de avaliacdo que pudessem ser examinadas”. No entanto, entendemos
gue este foi um instrumento que abriu caminho para a reflexdo acerca do ensino

da matematica, utilizando-se da resolucéo de problemas.

A partir dai, outras propostas foram surgindo. Ainda no ano 2000,
foram publicados outros Standards caracterizados por alguns pesquisadores
COmo outros passos para novas compreensfes matematicas. Estes estabeleciam
fundamentalmente seis principios, os quais sao Equidade, Curriculo, Ensino,
Aprendizagem, Avaliacdo e Tecnologia, enfatizando que estes principios
deveriam estar profundamente ligados aos programas de matematica escolar.
Respeitando esses principios, eram apresentados cinco padrdes de conteudos:

Numeros e Operacdes, Algebra, Medida, Anélise de Dados e Probabilidade.

Baseados nas ideias dos Standards, no Brasil, iniciou-se o processo
de elaboracdo dos Parametros Curriculares Nacionais — PCN (1995) e, a partir de
2001, ja se estabeleciam ideias para exploracdo de Resolucdo de Problemas, em
gue vérias concepcdes sobre o ensino de matematica se evidenciavam, mas
convergindo quanto a recomendacdes de criacdo de situacdes para fazer com

que os alunos pudessem pensar matematicamente. Comecavam ai as propostas
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no sentido de contextualizar os problemas, de forma que os alunos pudessem
entendé-los e partir para uma resolucdo consciente. Contudo, surgia uma
preocupacao: a pratica docente. Isto é, de que forma os docentes poderiam
enfrentar as mudancas ja estabelecidas? A questdo esta em discutir o ensino e a
aprendizagem da matematica por meio de uma eficiente Resolucdo de

Problemas.

Nesse sentido, Van de Walle preconiza que os professores devem
estar completamente envolvidos numa ideia construtivista de aprendizagem.
Recomenda que sejam apresentadas aos alunos atividades possiveis de resolver,

ou seja, aprender a resolver problemas mateméaticos de maneira prazerosa.

O autor acrescenta, ainda, algumas consideracées sobre o ambiente
onde se aprende matematica por meio da resolugcdo de problemas. Segundo
Walle, o professor é responsavel por criar uma atmosfera para o bom
funcionamento da aula. O antes, o durante e o depois devem servir de base e
como roteiro para o ensino da matematica. O antes é o ponto de partida para que
o professor possa pensar e elaborar suas propostas de ensino, de forma coesa e
segura; o durante é a fase em que os alunos poderdo manusear 0s conceitos
prévios, relacionando-os as suas realidades, seguindo diretrizes e transformando-
as em habilidades para uma aprendizagem logica e necessaria a sua vida; o
depois seria a construcao produtiva de conhecimentos trabalhados na matematica

por meio da resolucéo de problemas.

Segundo Onuchic e Allevato (2009, p. 222), ensinar matematica por
meio da Resolucédo de Problemas esta nas recomendacdes do NTCM e dos PCN,
gue enfatizam que conceitos e habilidades matematicas sao, também, aprendidos

no contexto de experiéncias da Resolucdo de Problemas.
2.3 — Diferentes abordagens de Resolucao de Problemas

De acordo com Onuchic (1999, p. 206), durante a década de 1980,
muitos recursos em resolucdo de problemas foram desenvolvidos, visando ao
trabalho em sala de aula, tais como: listas de estratégias, sugestbes de

atividades, orientacbes para avaliar o desempenho em resolucdo de problemas.
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Esse material passou a ajudar os professores a fazerem da Resolucdo de
Problemas o ponto central de seu trabalho. Porém, todo esse desenvolvimento
ndo deu a coeréncia e a direcdo necessaria a um bom resultado, porque havia
pouca concordancia na forma pela qual os objetivos da introducéo de ensinar
matematica por meio de Resolucdo de Problemas eram encarados. Esse fato
gerou uma situacao de pouca aceitacdo dessa estratégia de ensino. Essa falta de
aceitacao ocorreu, possivelmente, pelas grandes diferencas existentes entre as
concepcdes que pessoas e grupos tinham sobre o significado de “resolugéo de

problemas ser o foco da matematica escolar”.

Na busca de explicacdo para a falta de concordancia sobre a
resolucdo de problemas, Schroeder & Lester (1989) apresentam trés caminhos
diferentes de abordar a questéao, que ajudam a refletir sobre essas diferengas: (1)
ensinar sobre resolucdo de problemas matematicos; (2) ensinar para resolver
problemas de matematica; e (3) ensinar matematica por meio da resolucdo de
problemas. Os autores ressaltam que, embora na teoria esses trés caminhos de
trabalhar Resolucédo de Problemas possam ser separados, na pratica eles se

superpdem e podem acontecer em varias combinacdes e sequéncias.
2.3.1 — Ensinar sobre Resolucédo de Problemas

Ensinar a partir da Resolucdo de Problemas significa trabalhar esse
assunto como um novo conteudo, adicionando a esse trabalho muitas heuristicas
ou estratégias e, enfim, teorizando sobre o assunto. O professor que pauta o seu
ensino na Resolucdo de Problemas realca o modelo de Polya (2006) ou variacdes
dele, dividido em quatro etapas: compreender o problema, criar um plano,
executar o plano e olhar de volta ao problema original no intuito de analisar a

validade da solucéo encontrada.

Na primeira etapa, o aluno precisa compreender o problema e desejar
resolvé-lo. Nao podem lhe faltar compreenséao e interesse. O problema deve ser
bem escolhido e bem entendido. O aluno deve identificar as partes importantes,
como as incégnitas, os dados e a condicionante. Ja o professor ndo pode
dispensar as seguintes indagacdes, sob pena de ndo atingir o seu objetivo: Quais

sdo as incognitas? Quais sao os dados? Qual a condicionante? A compreensao
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do problema esta subdividida em dois estagios: familiarizagdo e aperfeicoamento

da compreensao.

Na segunda etapa, deve haver o estabelecimento de um plano, isto é,
tracar um caminho para chegar ao valor da incognita. Para isso, € preciso se valer
de alguns questionamentos, tais como: Quais as operacdes a serem realizadas?
Quais os calculos? Quais os desenhos que se precisa vislumbrar para chegar a
incégnita? A concepcgdo da ideia de um plano pode surgir gradualmente por
experiéncias passadas ou por conhecimentos adquiridos. Procurar pensar em um
problema conhecido, que tenha uma incognita semelhante, € uma boa sugestéo.
Se as indagac¢des forem bem compreendidas, podem contribuir para uma correta
sequéncia de ideias da resolucao desse problema, de modo que havera um plano
para seguir. Se ndo conseguir, € necessario procurar resolver um problema
auxiliar adequado para uma possivel correlagéo. O plano é a base da solucao do

problema, pois ele propicia uma sequéncia l6gica a ser executada.

Na terceira etapa, ocorre a execucdo do plano. Para conseguir a ideia
de resolucéao, precisa-se de conhecimentos anteriores, concentracao no objetivo e
paciéncia. Executar o plano é colocar em pratica a sua sequéncia de ideias.
Verificar tudo para que nada fique obscuro, erradicando o erro. O professor deve
insistir para que o aluno verifique cada passo de sua sequéncia. O fundamental é

gue o aluno fique convicto da correcéo de cada etapa.

Na quarta etapa, ha um retrospecto. Se o0s alunos revisarem a
resolucdo completa para reconsiderar e reexaminar o resultado final e o caminho
gue levou até este, eles poderdo consolidar o seu conhecimento e aperfeicoar a
sua capacidade de resolver problemas, pois € sempre possivel melhorar a

compreensao da resolucéo.

Aos estudantes, sob esse ponto de vista, sdo ensinadas claramente as
etapas que, de acordo com Polya, um esperto resolvedor de problemas as utiliza
guando esta resolvendo problemas matematicos; assim, eles sdo encorajados a
tomar conhecimento de seu proprio progresso, por meio dessas fases, enquanto

resolve o problema.
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O professor, ao ensinar a partir da Resolugdo de Problemas, devera
sempre fazer comentarios a respeito do processo de resolucdo: etapas do
processo, estratégias utilizadas, quais atitudes se deve ter para conseguir
resolver os problemas propostos.

2.3.2 — Ensinar para resolver problemas

Segundo Schroeder e Lester (1989), quando o professor ensina para
resolver problemas, ele se concentra na maneira como a matematica é ensinada
e 0 que dela pode ser aplicado. Da-se importancia ao uso do conhecimento

adquirido anteriormente em problemas rotineiros e néo rotineiros®.

Embora a aquisicdo do conhecimento matematico seja muito
importante, a maior finalidade para aprender matematica € a de ser capaz de usa-
la. Assim, devem ser dados muitos exemplos de conceitos e de procedimentos
aos estudantes e diversas oportunidades para aplicar essas competéncias na
resolucdo de problema. Além disso, o professor que ensina para resolver
problemas esta preocupado em fazer com que os estudantes tenham a habilidade
de transferir aquilo que eles ja aprenderam no contexto de um problema para
outros. Uma forte justificativa dessa abordagem é a de que a Unica razdo para
aprender matematica é a de ser capaz de usar o conhecimento obtido em sala de

aula para resolver problemas e transp6-los para outros contextos.
2.3.3 — Ensinar por meio daresolucéo de problemas

Ensinar mateméatica por meio de resolucédo de problemas compreende
todo o processo, do comeco ao fim, ao longo da resolucéo do problema dado e
nao simplesmente um recurso para se resolvé-lo. Portanto, a expressao ‘por meio
de’ aqui empregada tem o significado de ensinar e, consequentemente, aprender
e, durante o processo, fazer matematica, visto que os alunos diante do problema

devem se mostrar como um coconstrutores de seus préprios conhecimentos.

> Os problemas sdo considerados rotineiros quando, no processo de resolugcdo, podem ser
encontrados 0s caminhos de solugdo, de uma maneira direta, a partir do préprio contetdo da
matéria que se aborda na escola e, neles, se empregam procedimentos que ndo chegam a ser
propriamente algoritmos, nem tampouco chegam a ser procedimentos heuristicos.
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Segundo essa abordagem, o objetivo primeiro € apresentar para os alunos

problemas que gerardo novos conceitos ou conteudos. Essa visdo é, de certa

forma, compartilhada por varios pesquisadores anteriormente mencionados.

Van de Walle, em seu livro Elementary and Middle School Mathematics
— Teaching Developmentaslly, propde um trabalho de ensino-aprendizagem de
Matematica por meio da resolucdo de problemas. Ele avalia que esse
procedimento deveria ser o foco do curriculo de matemética e afirma que o ensino
dessa disciplina por meio da Resolugdo de Problemas deve ser visto como a
principal estratégia de ensino. Além disso, chama a atenc¢éo para que o trabalho
de ensinar comece sempre no ponto em que estdo os alunos, ao contrario da
forma tradicional em que o ensino comeca no ponto onde estdo os professores;
ignorando-se, muitas vezes, 0 que os estudantes trazem consigo para a sala de

aula.

Segundo o autor, ndo ha duvida de que ensinar Matematica por meio
da Resolucdo de Problemas néo é tarefa facil. Diz, ainda, que o professor deve
estar bem preparado para trabalhar, usando esse caminho, no sentido que as
tarefas devem ser selecionadas e planejadas a cada dia, levando em
consideracdo o conhecimento prévio dos estudantes e as necessidades de
atender ao curriculo. Assim, apresenta algumas razdes que justificam o esforco e

dentre elas estao:

e A resolucao de problemas coloca o foco da atencdo dos estudantes
sobre as ideias e sobre o0 "dar sentido”;

e A resolucdo de problemas envolve os estudantes nos cinco padrbes
de processo descritos nos Standards 2000, a saber: resolucdo de problemas,
raciocinio e prova, comunicacao, conexdes e representacao;

e A resolucdo de problemas desenvolve nos estudantes a crenca de
gue eles sdo capazes de fazer matematica e de que ela faz sentido, isto €,
aumenta a confianca e a autoestima dos estudantes;

e A resolucéo de problemas fornece, ao professor, dados de avaliacéo
gue lIhe permite tomar decisdes sobre o ensino e ajudar os estudantes a ter

sucesso com a aprendizagem; e
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e Os alunos se entusiasmam com o desenvolvimento da capacidade

de compreensao que experimentam por meio de seu préprio raciocinio.

Sobre o ambiente de uma sala de aula quando se utliza essa

estratégia para ensinar matematica, o autor afirma que:

Ensinar matematica por meio da resolucdo e problemas nao significa
simplesmente apresentar um problema, sentar-se e esperar que uma
magica aconteca. O professor é responsavel pela criagcdo e manutencao
de um ambiente matematico, motivador e estimulante, no qual a aula
deve transcorrer. (van de Walle, 2001, p. 44).

Van de Walle diz que para que isso ocorra € preciso que, ao planejar-
se uma aula, esta seja vista como composta por trés importantes partes: antes,
durante e depois. Cada uma dessas partes carrega uma programacao especifica
e requer acoes especificas do professor, que sdo necessarias para tornar a aula

eficiente:

e Antes: Neste momento, como parte da aula, o professor deve
preparar os estudantes mentalmente para trabalhar sobre o problema e pensar
sobre os tipos de ideias que mais os ajudardo. Precisa estar seguro de que 0s
alunos compreenderdo a tarefa a ser proposta e que eles compreenderdo suas
responsabilidades. No fim deste planejamento ndo devera haver duvidas sobre a
tarefa ou sobre aquilo que deve ser feito. Os alunos deverdo sempre comecar a
pensar sobre as ideias relevantes e estar prontos para trabalhar.

e Durante: Nesta fase, deve-se dar oportunidade aos alunos de
trabalharem sem a direcdo do professor. Este deve dar-lhes a chance de usarem
as suas proprias ideias e ndo simplesmente de seguirem diretrizes, acreditando
na sua habilidade. Um segundo ponto € saber ouvir, procurando descobrir como
diferentes alunos ou grupos estdo pensando, que ideias estdo usando e como
eles estdo abordando o problema.

e Depois: O professor aceita as resolucdes dos grupos e conduz uma
discussdo que leva os alunos a justificarem e avaliarem os resultados e os
métodos de cada grupo. Depois € de sua total responsabilidade formalizar o que
de novo em matematica foi construido, relatando com notacdo e terminologia

corretas tudo o que foi trabalhado.
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Por sua vez, Schroeder e Lester ressaltam que o ensino de matematica

por meio da resolugdo de problemas é a abordagem mais coerente com as
recomendacdes do NCTM, no que diz respeito a:

e Habilidades e conceitos matematicos devem ser aprendidos no
contexto da resolucéao de problemas;

e O desenvolvimento de processos de pensamento de nivel superior
deve ser estimulado através de experiéncias em resolucao de problemas;

e O ensino de mateméatica deve ocorrer, por investigacao orientada,

em um ambiente de resolucdo de problemas.

J4 para Onuchic (1999) trabalhar o ensino-aprendizagem de
matematica por meio da resolucédo de problemas baseia-se na crenca de que a
razao mais importante para esse tipo de ensino é a de ajudar os alunos a
compreenderem 0s conceitos, 0S processos e as técnicas operatorias necessarias
para realizar o trabalho feito em cada unidade tematica. A utilizacdo dessa
metodologia podera beneficiar o aluno na construcdo do seu préprio
conhecimento por meio de situacdes em que ele seja capaz de criar e de ampliar
sua capacidade de resolver problemas. Para tanto, € importante que o professor
crie, em sua sala de aula, um ambiente motivador e que instigue o aluno a

interpretar tais situacées. Enfatiza que:

[...] os problemas sdo importantes ndo somente como um propdsito de
se aprender matematica, mas, também, como um primeiro passo para se
fazer isso. O ensino-aprendizagem de um tépico matemético comeca
com uma situacao-problema que expressa aspectos-chave desse tdpico
e sdo desenvolvidas técnicas matematicas como respostas razoaveis
para problemas razoaveis. Um objetivo de se aprender matemética é o
de poder transformar certos problemas né&o rotineiros em rotineiros. O
aprendizado, deste modo, pode ser visto como um movimento do
concreto (um problema do mundo real que serve como exemplo do
conceito ou da técnica operatéria) para o abstrato (uma representacao
simbdlica de uma classe de problemas e técnicas para operar com esses
simbolos). (Onuchic, 1999, p. 207).
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Nessa perspectiva, o problema é gerador do processo de ensino-
aprendizagem, pois por meio de um problema-desafio pode ocorrer uma

construgao interiorizada do conhecimento a ser adquirido.

Ao finalizar esta secao, entendo que ha alguns pontos, relativos a esta
concepcao, que merecem ser destacados. Primeiramente, o fato de que o ensino
por meio da resolugcdo de problemas n&o exclui as demais concepcgoes;
constituindo-se, assim, uma abordagem mais completa e abrangente que as
demais. Acreditamos, além disso, que favorecendo um trabalho mais auténomo,
no qual o conhecimento construido fara mais sentido para o aluno. Ele perceberd,
por si sO, suas reais condi¢des e dificuldades. Isso aumenta a confianca em suas
préprias capacidades e, tanto por parte dos alunos como do professor, possibilita
uma avaliacdo mais efetiva e individualizada e um consequente realinhamento

das atividades de ensino.

Ressaltamos que baseamos nossa pesquisa nesta concepcéo, pois
acreditamos que “ensinar por meio da resolucdo de problemas” pode facilitar o
caminho da aprendizagem da Matematica de forma qualitativa. Partindo desta
premissa, optamos em trabalhar com a metodologia de ensino-aprendizagem-
avaliacdo de matematica por meio da resolucdo de problemas proposta por

Onuchic e Allevato.

24 - A Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagcdo de

Matematica por meio da Resolucédo de Problemas

Pensar Resolucdo de Problemas como metodologia de ensino, em
nossa pesquisa, se tornou consistente a partir da leitura de Onuchic e Allevato
(2004), considerando as recomendacdes dos PCN e do NCTM. Segundo esses
autores, a construcdo de conceitos e o0 desenvolvimento de habilidades
matematicas sdo favorecidos no contexto de tal estratégia. O grupo de trabalho
coordenado por Onuchic desde 1992, na UNESP de Rio Claro, denominado
Grupo de Trabalho e Estudos sobre Resolucdo de Problemas, adota a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo por meio da Resolucdo de
Problemas. Os trabalhos desenvolvidos pelo grupo e os resultados obtidos nos

demonstram ser acertada a decisdo de adotarmos essa metodologia de ensino
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para a pesquisa desenvolvida por nés, pois entendemos que a resolucdo de
problemas pode ser considerada o ponto de partida e um meio para 0 ensino e a

aprendizagem de conceitos matematicos.

No decorrer dos tempos, varias metodologias foram experimentadas
em sala de aula, porém pelas novas formas de se ensinar mateméatica
compreende-se que a participagédo efetiva do aluno deve ser estimulada para a
sua compreensao e vivéncia de mundo. Assim, hoje o papel do professor ndo
deve ser considerado apenas como repassador de conceitos. Antes de tudo, ao
trabalhar com a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo por meio da
Resolucdo de Problemas, o professor deve ter plena consciéncia de seu papel,
precisa ter clareza de suas préaticas, ou seja, precisa ser critico, reflexivo,
contextualizado. Pois, ao escolher problemas a serem trabalhados, deve ter o
cuidado para fazer com que os alunos reflitam e procurem investigar as melhores

estratégias para as resolucdes possiveis do problema dado.

O professor tem um papel fundamental, segundo Marincek (2001, p.
16), para “garantir que os alunos construam um conhecimento adequado de
matematica, que faca sentido, € necessario que o professor reflita, investigue e
venha a formular ou escolher cuidadosamente os problemas que ira propor”. Ou
seja, os problemas propostos precisam despertar os interesses dos alunos em
sua resolucdo; ndo podemos pensar, simplesmente, em problemas matematicos
gue apenas envolvam o conhecimento basico e, sim, um problema que seja
desafiador para o aluno, porém nao tdo dificil a ponto de fazé-los desistir da

resolucao.

Em 1998, Onuchic elencou algumas questfes para auxiliar o professor

a refletir e escolher de forma minuciosa os problemas a serem trabalhados:

e Isso é um problema? Por qué?

e Que topicos de matematica podem ser iniciados com esse
problema?

e Havera necessidade de se considerar problemas menores
(secundarios) associados a ele?

e Para que séries este problema é adequado?
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e Que caminhos poderiam ser percorridos para se chegar a sua
solugcao?

e Como avaliar se as respostas obtidas sédo razoaveis?

e Que grau de dificuldade acredita que seu aluno possa ter diante

desse problema?

A partir dessas questdes, € relevante que o professor pesquise 0
problema que vai trabalhar. Como j& citamos anteriormente, o problema deve
envolver o aluno e o0 seu interesse em resolvé-lo e, por meio dessa acgao, a
pesquisa serd uma grande aliada ao processo ensino-aprendizagem-avaliagéo,
visando a aprimorar as estratégias de ensino, transformando os conceitos
matematicos acessiveis aos alunos de maneira que tanto professor quanto o

estudante possam interagir satisfatoriamente nas resolucdes de problemas.

Ao desenvolver seu Projeto intitulado Ensinando Matematica através
da Resolucao de Problemas na Secretaria de Estado de Educacéao de Sao Paulo,
a referida autora deu os primeiros passos para trabalhar a metodologia de ensino-
aprendizagem-avaliacdo por meio da resolucdo de problemas, pela qual o foco
principal dado o problema seria um meio para que os alunos pudessem chegar a
conceitos e definicbes matematicas e, ndo, um ponto de partida para se chegar a
respostas de exercicios mecanicamente resolvidos e de conceitos previamente
dados. As resolucdes partiiam de um conhecimento da realidade e de uma
compreensao da mesma de forma consciente para construcdo de um novo
conhecimento. Visando a essa significacdo do conhecimento, a autora,
juntamente com quarenta e cinco professores participantes do Projeto, propds um
roteiro que pudesse efetivar um objeto matematico, bem como pudesse ser

trabalhado em sala de aula por meio da resolucéo de problemas.
Apresentamos, a seguir, o roteiro de atividades proposto:

e Formar grupos: entregar aos alunos uma situacdo-problema;
Onuchic (1998) afirmava que seria mais facil trabalhar com determinado ndamero
de grupos a trabalhar com, por exemplo, quarenta alunos individualmente. O

objetivo seria o de estimular o trabalho cooperativo, ressaltando o perfil do grupo
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e 0 seu nivel de aprendizagem, sendo fundamental que o professor conheca
todos do grupo;

e O papel do professor: precisa ter conhecimento e consciéncia do
gue espera deste grupo, para que possa trabalhar como mediador, organizador,
interventor, consultor, incentivador da aprendizagem;

e Resultado na lousa: ap6s a resolucdo dos problemas, seria de
fundamental importancia que o professor possibilitasse a visualizagdo dos
resultados (certos, errados, feitos por diferentes caminhos) de todos os grupos,
com o objetivo de que todos os alunos pudessem analisar as diversas formas de
resolucdes utilizadas;

e Plendria: participagdo de todos para socializacdo das respostas
encontradas;

e Analise dos resultados: as dificuldades encontradas séo trabalhadas
de maneira conjunta e a medida que surgirem outros problemas sédo explorados
outros resultados e conceitos;

e Consenso: retiram-se as duvidas para um consenso sobre o
resultado pretendido;

e Formalizacdo: com o resultado do trabalho conjunto, professor e
alunos sintetizam o que aprenderam. O professor, a partir dai, coloca as devidas
definicbes, os principios e os procedimentos construidos por meio da resolucéo
do problema, destacando as diferentes técnicas operatorias e as demonstracdes

das propriedades sobre o assunto.

Com o passar o tempo, algumas alteracbes neste roteiro foram
necessarias, levando em conta outras dificuldades apresentadas pelos alunos,
como, por exemplo, dificuldades em leitura, interpretacdo de textos e, até mesmo,
matematica basica. Aqui, entra a importancia da observacdo e da diagnose do
grupo, pois conhecendo suas dificuldades e caracteristicas o professor podera
propor problemas de acordo com o0 grupo a em que um conceito vai ser
trabalhado. Tentando atender a demanda de prover os alunos de conhecimentos
prévios necessarios ao desenvolvimento mais produtivo da metodologia, Onuchic
e Allevato (2011, p. 83) realizaram algumas modificacbes no primeiro roteiro,
incluindo novos elementos; criando, assim, o segundo roteiro, que transcrevemos

na sequéncia:

58



e Preparacdo do problema: selecionar um problema, visando a
construcdo de um novo conceito, principio ou procedimento. Esse problema sera
chamado problema gerador. E bom ressaltar que o contetdo matematico
necessario para a resolucdo do problema néo foi, ainda, trabalhado em sala de
aula.

e Leitura individual: Entregar uma cépia do problema para cada aluno
e solicitar que seja feita sua leitura.

e Leitura em conjunto: formar grupos e solicitar uma nova leitura do

problema, agora nos grupos.

v' Se houver dificuldade na leitura do texto, o préprio professor pode
auxiliar os alunos, lendo o problema.

v Se houver, no texto do problema, palavras desconhecidas, surge um
problema secundario. Busca-se uma forma de poder esclarecer as duvidas e, se

necessario, pode-se com os alunos consultar um dicionario.

e Resolucdo do problema: a partir do entendimento do problema, sem
duvidas quanto ao enunciado, os alunos, em seus grupos, em um trabalho
cooperativo e colaborativo, buscam resolvé-lo. Considerando os alunos como
coconstrutores da matematica nova que se quer abordar, o problema gerador é
aquele que, ao logo de sua resolucdo, conduzira os alunos a construcdo do
conteudo planejado pelo professor para aquela aula.

e Observar e incentivar: nessa etapa, o professor ndo tem o papel de
transmissor de conhecimento. Enquanto os alunos, em grupo, buscam resolver o
problema, ele observa, analisa 0 comportamento dos estudantes e estimula o
trabalho colaborativo. Ainda, o professor como mediador, leva os alunos a pensar,

dando-lhes tempo e incentivando a troca de ideias entre eles.

v' O professor incentiva os alunos a utilizarem seus conhecimentos
prévios e técnicas operatorias, jA conhecidas e necesséarias a resolucdo do
problema proposto. Estimula-os a escolher diferentes caminhos (métodos) a partir
dos proéprios recursos de que dispdem. Entretanto, é necessario que o professor
atenda os alunos em suas dificuldades, colocando-se como interventor e

guestionador. Acompanha suas exploracdes e, a fim de possibilitar a continuacao
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do trabalho, ajuda-os, quando necessério, a resolver problemas secundarios que
podem surgir no decurso da resolucdo: notagdo, passagem da linguagem
vernicula para linguagem mateméatica, conceitos relacionados e técnicas

operatérias.

e Registro das resolugcdes na lousa: representantes dos grupos séo
convidados a registrar, na lousa, suas resolucdes. Resolucdes certas, erradas ou
feitas por diferentes processos devem ser apresentadas para que todos os alunos
as analisem e discutam.

e Plenaria: para esta etapa sédo convidados todos os alunos, a fim de
discutirem as diferentes resolugbes registradas na lousa pelos colegas,
defenderem seus pontos de vista e esclarecerem suas duvidas. O professor se
coloca como guia e mediador das discussdes, incentivando a participagéo ativa e
efetiva de todos os alunos. Este € um momento bastante rico para a
aprendizagem.

e Busca do consenso: depois de sanadas as duvidas e analisadas as
resolucdes e solucdes obtidas para o problema, o professor tenta, com toda a
classe, chegar a um consenso sobre o resultado correto.

e Formalizacdo do conteddo: neste momento, denominado
formalizacdo, o professor registra na lousa uma apresentacéo formal — organizada
e estruturada em linguagem matematica — padronizando 0s conceitos, 0S
principios e os procedimentos construidos por meio da Resolucdo do Problema,
bem como destacando as diferentes técnicas operatorias e as demonstracdes das

propriedades qualificadas sobre o assunto.

Discorremos sobre a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacéo
por meio da resolucdo de problemas como forma de propor uma ressignificacdo
da aprendizagem da matematica, mais especificamente no que se refere ao
problema de nossa pesquisa “O ensino-aprendizagem das ideias preliminares
envolvidas no conceito de Integral”, tentando fazer do problema, um ponto de
partida para a aprendizagem da matematica, sobretudo em relacdo aos

conteudos introdutdrios ao conceito de Integral, o foco de nossa pesquisa.
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Continuando a busca de suporte tedrico que possa se somar ao do
ensino de matematica por meio de resolu¢cdo de problemas, encontramos em
Fiscbein (1993) caracteristicas envolvidas nas atividades matematicas, referentes
aos aspectos intuitivo, l6gico e formal.

2.5 — Elementos da teoria de Efrain Fischbein

Nesta secdo, apresentaremos as trés categorias de Fischbein (1993),
presentes numa atividade matemdtica, a saber, o formal, o algoritmo, e o intuitivo.
Anteriormente, tratando do papel da intuicdo, o autor ja havia destacado que “a
completa independéncia da matematica, como um mundo fechado de entidades

formalmente postuladas, mostrou-se impossivel” (FISCHBEIN, 1987, p. 16).

No campo do ensino, podem-se encontrar, sem muito esforco,
professores que parecem estar numa realidade paralela a do estudante. Suas
predilecdes, crencas, concepcgdes e habitos platdnicos e/ou formalistas produzem
um saber matematico de carater universal e que elimina a dimensao subjetiva, a
dimensdo mundana do conhecimento que ele professa. Este quadro de ensino
proporciona sérios entraves a aprendizagem. Tal situacdo € analisada

cuidadosamente por Fischbein ao mencionar que:

De fato, o modelo de ensino dessa natureza € que dificulta a

aprendizagem dos estudantes. No entendimento de Souza (2008, p. 48),

A matemadtica precisa ser mostrada, ndo sé6 como um encadeamento
I6gico de definicdes, axiomas, proposicbes e teoremas, mas
principalmente como um processo de tentativas, erros, correcoes,
refinamentos, com espago para produzir conjecturas, elaborar
justificativas, avaliar formalmente e intuitvamente uma afirmacao
matematica (SOUZA, 2008, p. 48).

Em seu artigo “The interaction between the formal, the algorithmic, and
the intuitive components in a mathematical activity”, Fischbein afirma que a

matematica deveria ser considerada a partir de dois pontos de vista:

e Matematica como um corpo rigoroso, dedutivo-formal do

conhecimento como exposto nos tratados e livros didaticos de alto-nivel;
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e Matematica como uma atividade humana.

O fato de que o ideal de um matematico seja a obtencdo de algo
estritamente coerente, logicamente estruturado, ndo exclui a necessidade de se
considerar a matematica também como um processo criativo. Queremos que 0s
alunos compreendam que a matematica € essencialmente uma atividade humana,
que ela é inventada por seres humanos. O processo de criacdo da matematica
implica momentos de iluminacao, hesitacdo, aceitacao e regulagcéo; muitas vezes,
por séculos de tentativas sucessivas, correcdes e aperfeicoamentos. Queremos
gue os estudantes aprendam ndo so6 formalmente, mas também intuitivamente a

validade das demonstracGes matematicas.

No artigo citado, o autor faz uma exposicéo, apresentando argumentos
e exemplos para expor uma teoria, segundo a qual, ao analisar o0 comportamento
matematico de um estudante, € preciso levar em conta trés aspectos basicos, que
estdo presentes em toda atividade matematica: o formal, o algoritmico e o

intuitivo.
1 - O aspecto formal

O aspecto formal esta relacionado a axiomas, definicbes, teoremas e
demonstracdes. Mesmo sabendo que nem todo aluno tendera a ser um
matematico no futuro, mas, considerando que a matematica sempre fara parte de
seu cotidiano, como atividade humana, fica explicito que os componentes formais
dessa ciéncia deverdo ser bem entendidos por meio de um processo cognitivo,
baseado num raciocinio l6gico, uma vez que necessariamente a matematica
precisa ser aprendida, sistematizada, confrontada e concretamente utilizada pelo
sujeito. Desse modo, contribui para o desenvolvimento do sentimento de
coeréncia e consisténcia, revelando a sua capacidade de pensar, de forma que
esse sujeito possa entender a importancia da aprendizagem formal da

matematica, em um processo educacional contextualizado.

Mas, quando trabalhamos o0s conceitos matematicos utilizando
somente procedimentos, estaremos correndo o risco de criar individuos cujo

raciocinio fica “travado” diante de situagbes nao usuais, e vice-versa. Se 0
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trabalho for todo baseado em aspectos formais, o individuo pode chegar ao
exemplo citado por Kline (1973), em seu livro “Why Jonnhy can't add: The failure
of the new Mathematics, quando o pai pergunta ao seu filho quanto é 5 + 3?°

A resposta que recebeu foi que 5 + 3 = 3 + 5 pela lei
comutativa. Espantado, ele reformula a pergunta: "Mas quantas macas sao 5
macas e 3 macgas?". O seu filho ndo entendeu muito bem que o “e” significa mais

e entdo perguntou: vocé quer dizer 5 magas mais 3 magas?

O pai apressou-se em dizer que sim e esperou ansiosamente. Oh,
disse a criang¢a, "ndo importa se vocé esta falando de macas, peras ou livros; 5 +

3 =3+ 5 emtodos os casos".

Percebemos, a partir deste exemplo, que ndo devemos trabalhar
somente com o aspecto formal, pois compreendemos que precisamos de outros
aspectos para que 0 processo cognitivo da matematica seja entendido pelo

individuo.
2 - O aspecto algoritmico

O aspecto algoritmico esta ligado as técnicas de resolugdo e
estratégias do tipo padrédo. Sabemos, baseados em pesquisas e em nossa pratica
docente, que a compreensdo de axiomas, teoremas, provas e definicdes da forma
como sao expostas formalmente nos livros didaticos ndo € suficiente para aplicar
esses conhecimentos a resolucdo de um problema matematico. Por outro lado, se
for usado s6 o aspecto algoritmico, apds algum tempo ou até mesmo
imediatamente, o aluno sera incapaz de aplicar o algoritmo em uma situacdo nao
usual. Torna-se necessario desenvolver tanto as habilidades como o
entendimento dos “porqués”, isto s6 se tornara possivel quando conseguir aplicar

os algoritmos aprendidos por meio dos aspectos formais.

Como exemplo, podemos citar uma pessoa que sabe a definicdo de

integral, mas ndo é capaz de resolver, espontaneamente, uma questdo do tipo

6 “One parente asked his eight-year-old child, ‘How much is 5+3?" The answer he received was
that 5+3=3+5 by the commutative law.” (KLINE, 1973, cap.l). (Acessivel em: www.marco-
learningsystems.com/pages/kline/johnny.html. Acesso em: 12/08/2014 as 22h15).
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X . ~ . , .
j s dx, pois, ndo foi desenvolvida nela uma habilidade para resolver o
X+

problema.
3 - O aspecto intuitivo

Este aspecto se caracteriza por uma cognigao intuitiva, um
entendimento intuitivo ou uma solucao intuitiva. Fischbein considera a aceitacao
direta de uma nocéao, teorema ou de uma solugéo, por parte do aluno, sem que
este tenha necessidade de qualquer demonstracdo, como sendo uma cognicéo
intuitiva, que é entdo caracterizada por ser autoevidente. A cogni¢do autoevidente
significa que intuicdes sdo aceitas sem que o individuo manifeste a necessidade
de uma checagem ou prova a posteriori. Como exemplos dados pelo autor,

podem ser citados:

e O todo é maior do que qualquer uma das partes;

e Por um ponto fora de uma reta podemos tracar uma e uma so reta
paralela a primeira;

e Dois pontos distintos determinam uma dnica reta,

e O caminho mais curto entre dois pontos é uma linha reta.

A intuicdo pode também trazer dificuldades para o processo de
aprendizagem. Pois, segundo Fischbein, a interpretacao intuitiva, baseada numa
experiéncia individual primitiva e limitada, porém fortemente enraizada, anula o
controle formal ou os pressupostos da resolucédo algoritmica e, assim, distorce ou

bloqueia a reacdo matematica correta.

Como exemplo disso, podemos citar o fato da incomensurabilidade do
lado e da diagonal de um quadrado. Imaginando-se que sempre poderemos
diminuir o comprimento de um segmento de reta quanto quisermos, parece
razoavel supor que o lado e a diagonal do quadrado iriam sempre admitir um
submultiplo comum e, portanto, seriam comensuraveis. Ai a intuicdo leva a

enganaos.
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O referido autor afirma que as interagcdes e os conflitos entre os
componentes formais, algoritmicos e intuitivos de uma atividade matemética séo
muito complexos e precisam ser identificados e entendidos. Exemplifica afirmando
que, quando os aspectos formais e algoritmicos ndo estdo bem sedimentados e
relacionados, podem surgir erros do tipo:

e Jatb=va+b

e (a+b)’=a’+b?

Observamos, pela experiéncia adquirida lecionando a disciplina Célculo
Diferencial e Integral, que esse tipo de interacdo e conflito entre o formal e o
algoritmico ndo se restringe ao ensino basico. No ensino superior, particularmente
em um curso de Calculo, testemunhamos o surgimento de erros como 0s que

seguem:

e A regra da derivada do produto, em que se tem 0 emprego incorreto

df (x) dg(x)

d
d —(f(x). =—",
aregra — (f(0).00)) == == =

PX) dx:j@dx de
(x— a).(x= /) X—a Jx-p

e Na técnica de integracdo do tipoJ.
No exemplo seguinte, os aspectos intuitivo e formal foram bloqueados

pelo esquema rigido da resolucao algoritmica.

e Calcule a area da regiéo limitada pelo gréafico de f(x) = x3, pelo eixo x

e pelas retas x = -1 e x = 1. (Guidorizzi, 1987, p. 311).

1
O aluno resolve algebricamente da seguinte forma: J'x3dx:0(aspecto
-1

algoritmico néo inter-relacionado ao formal). O aluno da a resposta zero, mas
percebe que ha alguma coisa errada, porque observou que pelos dados do
problema existe uma regido plana e que o objetivo do problema € calcular a area
dessa regido, mas ndo vé explicacdo para o resultado obtido. Neste caso, 0s
aspectos intuitivo e formal foram blogueados pelo esquema rigido da solucéo

algoritmica, porque o aluno sabe que existe uma regido cuja area deve calculada;
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erra no algoritmo e percebe algo errado, porque intuitivamente esta convencido

de que a &rea dessa regido deve ser diferente de zero.

Estes exemplos mostram, no nosso entender, 0 quanto € importante o
trabalho do professor com os teoremas e definicdes (aspecto formal), bem como

com 0s aspectos algoritmicos e 0s intuitivos.

No proximo capitulo, sédo apresentados a metodologia e 0s processos

metodoldgicos. O quarto e ultimo capitulo séo destinados a analise dos dados.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, apresentaremos consideracbes da metodologia de
pesquisa empregada no nosso trabalho, bem como descreveremos o0s
procedimentos metodoldgicos adotados com o objetivo de responder a seguinte

guestéao:

Como se da o processo de introducdo ao conceito de Integral para
alunos de Licenciatura utilizando-se a metodologia da Resolucdo de
Problemas, na perspectiva dos aspectos basicos presentes na atividade

matematica, segundo Fischbein?
3.1 — Pesquisa Qualitativa

Com o presente estudo, pretendemos investigar como 0s grupos de
estudantes manipulam os conhecimentos necessarios a compreensao das no¢oes
envolvidas na introducdo do conceito de Integral por meio da estratégia de
Resolucdo de Problemas e, além disso, investigar se os estudantes conseguem
inter-relacionar os aspectos formais, algoritmicos e intuitivos, segundo Fischbein,
em tal estudo. Neste contexto, a opcdo metodolégica adotada para o
desenvolvimento deste trabalho é a Pesquisa Qualitativa, focalizando o conceito e

0s trés aspectos de Fischbein na Integral.
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Sao muitas as interpretaces que se tem dado a expressao pesquisa
gualitativa ou abordagem qualitativa. Dentre as mais comumente referidas nos

trabalhos da area de Educacédo Matemética, listamos as que virdo a seguir.

Bogdan e Biklen (1994, p. 11) referem-se a abordagem qualitativa
como “‘uma metodologia de investigagdo que enfatiza a descri¢do, a inducgéo, a
teoria fundamentada e o estudo das percepc¢des pessoais”. Os autores salientam

que:

Embora os dados quantitativos recolhidos por outras pessoas
(avaliadores, administradores e outros investigadores) possam ser
convencionalmente Uteis tal como foram descritos, os investigadores
qualitativos dispbem-se a recolha de dados quantitativos de forma
critica. Nao é que os numeros por si ndo tenham valor. Em vez disso,
o investigador qualitativo tende a virar o processo de compilacdo na
sua cabeca perguntando-se 0 que o0s numeros dizem acerca das
suposicbes das pessoas que 0s usam e os compilam. [..] Os
investigadores qualitativos s&o inflexiveis em ndo tomar os dados
guantitativos por seu valor facial. (Bogdan e Biklen, 1994, p.195).

Para Creswell (2010, p. 26), “a pesquisa qualitativa € um meio para
explorar e para entender o significado que os individuos ou os grupos atribuem a

um problema social ou humano”.

Por seu turno, Oliveira (2010, p. 37) conceitua a abordagem qualitativa
ou a pesquisa qualitativa “como sendo um processo de reflexdo e analise da
realidade através da utilizacdo de métodos e técnicas para compreensao
detalhada do objeto de estudo em seu contexto historico e/ ou segundo sua

estruturagao”.

Borba (2004) apresenta um levantamento que resume as contribuices
da pesquisa qualitativa para diversas linhas de pesquisa da Educacdo
Matematica: Formacdo de Professores (Fiorentini et al.,, 2002), Ethomateméatica
(Knijnik, 2002), Historia da Matematica (Miguel & Miorim, 2002), Psicologia da
Educacdo Matematica (Falcdo, 2002), Tecnologias da Inteligéncia (Borba e
Penteado, 2002) e Educacdo Matematica no Ensino Superior (Pinto, 2002). Além

disto, Borba (2004) enfatiza que:
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O que se convencionou chamar de pesquisa qualitativa prioriza
procedimentos descritivos a medida em que sua visdo de conhecimento
explicitamente admite a interferéncia subjetiva, o conhecimento como
compreensdo que & sempre contingente, negociada e nao é verdade

7

rigida. O que é considerado "verdadeiro", dentro desta concepgéo, €
sempre dinamico e passivel de ser mudado. Isso ndo quer dizer que se
deva ignorar qualquer dado do tipo quantitativo ou mesmo qualquer
pesquisa que seja feita baseada em outra nog¢do de conhecimento.
(Borba, 2004, p. 2).

Retomando as ideias de Bogdan e Biklen, para os quais a pesquisa
gualitativa envolve a obtencdo de dados descritivos, preocupada em retratar a
perspectiva dos participantes, salientamos que esses aspectos sdo considerados
no presente estudo. Por esse motivo, tecemos mais algumas consideragfes que
julgamos relevantes na busca pelos procedimentos metodologicos empregados

em nosso trabalho.

Segundo estes Ultimos autores, uma pesquisa qualitativa apresenta

cinco caracteristicas, a saber:

e O ambiente natural como fonte direta de dados e o pesquisador
como instrumento principal — Os pesquisadores tendem a coletar dados em
escolas, familias, bairros e outros locais, ou seja, no local em que os participantes
vivenciam a questdo ou problema que esta sendo estudado. “Os pesquisadores
gualitativos frequentam os locais de estudo porque se preocupam com o contexto.
Entendem que as acbes podem ser melhor compreendidas quando séo
observadas no seu ambiente habitual de ocorréncia”.

e A pesquisa qualitativa é descritiva — Os dados recolhidos séo na sua
esséncia descritivos, pois incluem transcricbes de entrevistas, notas de campo,
fotografias, videos, documentos pessoais e outros registros oficiais. Esses dados
sdo analisados pelos investigadores, respeitando tanto quanto o possivel a forma
em que estes foram registrados ou transcritos.

e Os pesquisadores qualitativos interessam-se mais pelos processos
do que pelos resultados ou produtos — O interesse do pesquisador qualitativo ao

estudar o problema é verificar como ele se manifesta nas atividades, nos

procedimentos e nas interagdes cotidianas, mais do que providenciar solucdes.
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e Os pesquisadores qualitativos tendem a analisar os dados de forma
indutiva — Os pesquisadores ndo se preocupam em buscar evidéncias que
comprovem hipoteses definidas antes do inicio dos estudos. As abstracfes se
formam ou se consolidam a partir da inspecao dos dados num processo de baixo
para cima. O fato de nao existirem hipéteses ou questdes especificas formuladas
a priori ndo implica a inexisténcia de um quadro tedrico que oriente a coleta e a
analise dos dados. O desenvolvimento do estudo aproxima-se a um funil: no inicio
h& questdes ou focos de interesse muito amplos, que no final se tornam mais
diretos e especificos a medida que a pesquisa se desenvolve.

e O significado que as pessoas dao as coisas e a sua vida, que deve
ser uma preocupacao do pesquisador — Nesse estudo, “os investigadores
gualitativos estdo continuamente a questionar os sujeitos de investigagdo, com o
objetivo de perceber aquilo que eles experimentam, o modo como eles
interpretam as suas experiéncias e o0 modo como eles préprios estruturam o

mundo social em que vivem”.

Com base nessa caracterizacdo descrita pelos autores, podemos
observar que na pesquisa qualitativa o pesquisador possui um contato direto com
0 ambiente e o0s sujeitos da pesquisa e os dados coletados sdo descritivos,
destacando-se os instrumentos de coleta, 0os questionarios, as entrevistas, as
notas de campo, as fotografias, os videos e outros instrumentos, uma vez que o
objetivo do pesquisador, em sua analise, € procurar compreender por meio dos
dados o significado expresso pelos participantes. O pesquisador nesse tipo de
estudo deve se preocupar como 0 seu objeto de pesquisa é evidenciado nas
atividades elaboradas, dado que a analise e a interpretacdo dos resultados
seguem um processo indutivo, em que se criam categorias de analise a partir dos
resultados obtidos, no sentido de se generalizarem tais dados, uma vez que

estes, em geral, sdo influenciados pelas concepc¢des dos sujeitos.

Essas caracteristicas foram norteadoras na realizacdo desta pesquisa.
Os dados foram coletados em uma universidade publica, no estado do Para. As
atividades foram elaboradas e analisadas pelo pesquisador, de modo que os dados
colhidos por meio delas constituiram o instrumento fundamental de andlise. Os

dados gerados forneceram informagodes para ilustrar e substanciar os resultados da
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pesquisa, evidenciando o que indicam Bogdan e Biklen (1994, p. 49): “.. A palavra
escrita assume particular importancia na abordagem qualitativa, tanto para o registro

dos dados como para a disseminag¢éo dos resultados”.

Neste trabalho, os dados tém uma natureza descritiva e estdo apoiados
nas estratégias adotadas pelas duplas de estudantes na solucao dos problemas,
nas discussdes ocorridas entre seus componentes e nas plenarias, em que houve a
participacdo de todos para a socializacdo das respostas encontradas pelas

duplas.

Na fase experimental de nossa pesquisa, procuramos propiciar que as
duplas tivessem sempre a chance de usar as suas proprias ideias na busca de
estratégias para a resolucao dos problemas e néo, simplesmente, seguir diretrizes
geradas pelo pesquisador. Com isto, pretendiamos desenvolver nas duplas a
crenca de que sao capazes de fazer Matematica e de que seu caminho de
resolucdo faz sentido, isto €, aumentar a confianca e a autoestima dos alunos no

momento de resolver problemas.

Nesse sentido, acreditamos ter criado com a nossa pesquisa um
ambiente motivador e, também, sempre estimulando as duplas a interpretar as
situacbes obtidas e, com isso, ampliar suas capacidades de resolver o0s
problemas. Com isto, o papel do pesquisador neste trabalho foi o de mediador, de
organizador, de interventor, de consultor, de incentivador da aprendizagem,

embora esta Gltima ndo seja o foco principal desta pesquisa.

Para andlise dos dados dessa pesquisa, fundamentamo-nos em trés
eixos: as estratégias desenvolvidas pelas duplas na solu¢cdo dos problemas que,
acreditamos, iriam contribuir para o entendimento das ideias envolvidas na
introducdo do conceito de Integral; as proposi¢cOes articuladas pelas atividades
escritas mediadas pela resolucdo de problemas; e, por fim, a existéncia ou ndo, nas
respostas das duplas, de aspectos formais, algoritmicos e intuitivos em algumas

guestdes da sequéncia de ensino que foi desenvolvida.
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3.2 - Procedimentos Metodolégicos

O principal instrumento de coleta de dados foi uma sequéncia de
ensino, que sera apresentada mais adiante. A seguir, descrevemos 0S outros

componentes dos procedimentos metodoldgicos.
3.2.1 — Sujeitos da Pesquisa

A parte experimental da pesquisa foi realizada no curso de Licenciatura
em Matematica, da Universidade do Estado do Para — UEPA, instituicdo criada
pela Lei n°. 5.747, de 18 de maio de 1993.

Os participantes escolhidos para essa pesquisa sdo alunos que ainda
nao haviam estudado o conceito de Integral, uma vez que nossa investigacao
esta focada na introducdo desse conceito. Entendemos que, com o0s resultados
do desenvolvimento das atividades propostas, teriamos condi¢des de analisar os
elementos reveladores concernentes a aprendizagem das principais ideias
envolvidas no conceito de Integral. Os participantes foram convidados por meio
de divulgacdo em sala de aula, em que informamos sobre a importancia da
colaboracdo dos alunos nesta pesquisa, bem como enfatizamos 0s objetivos
desta, de maneira que foi esperado que todos participassem tendo consciéncia da
ajuda que estariam dando para a finalizacdo de nossa pesquisa e da sua
contribuicdo para a busca de elementos que poderdo concorrer para tentar

diminuir os problemas enfrentados no ensino e aprendizagem da Integral.

Apés a divulgacdo em sala de aula, compareceram para 0 primeiro
encontro 32 alunos matriculados no curso de Matematica. Neste primeiro
encontro, foi apresentada a metodologia com que iriamos trabalhar para a coleta
de dados, que é a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo através da
Resolucdo de Problemas, e propusemos que os estudantes trabalhassem em

duplas.

Enfatizamos que, pelo nosso entendimento, a resolucdo de problemas
pode ser considerada o ponto de partida e um meio para se iniciar o estudo do

conceito de Integral, embora na analise das respostas dadas pelas duplas,
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buscamos verificar a presenca de aspectos formais, algoritmicos e intuitivos.
Como pesquisadores, acreditamos que o uso dessa metodologia de ensino possa
favorecer a desejada interacao e a inter-relacao entre tais aspectos.

Ap6s a apresentacdo das etapas da metodologia com que iriamos
trabalhar, os 32 alunos participantes concordaram com 0s termos propostos e
assinaram um termo de compromisso que se encontra no ANEXO 1. A seguir
pedimos que os participantes se organizassem em 16 duplas. A deciséo de
trabalhar em duplas se deveu ao fato de acreditamos que a formacdo de
pequenos grupos contribui para um melhor didlogo entre os participantes.
Deixamos por conta deles a constituicdo dessas duplas.

3.2.2 — Recurso Computacional

Para a realizagéo das atividades do 32 encontro, foi usado o programa
GeoGebra, um software de geometria dindmica, livre, escrito na linguagem JAVA
e disponivel em portugués, que pode ser instalado em qualquer computador a
partir do endereco http://www.geogebra.org. O GeoGebra permite ao usuario a
realizacdo de transformacfes graficas. Por apresentar uma interface simples e
facil de utilizar, o programa pode contribuir para facilitar o desenvolvimento dos
conhecimentos matematicos de maneira uniforme, vinculando e interligando

aspectos algébricos e geométricos.

Esse software oferece a possibilidade de construir graficos, partices
do intervalo de integracdo, bem como realizar calculos de somas inferiores e de
somas superiores de uma funcdo, além da visualizacdo dos retangulos, cujas
somas inferiores ou superiores sdo componentes de somas de Riemann
relacionadas a funcdo que se deseja integrar. Desse modo, em nosso estudo, 0
uso do GeoGebra esta ligado a construcdo desses elementos com o intuito de
dinamizar o desenvolvimento das atividades, no sentido de promover a
visualizacdo de elementos que possam contribuir para a introducdo do conceito

de Integral.
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3.2.3 — Recursos utilizados na Coleta de Dados

Os tipos de coletas de dados envolvidos na nossa pesquisa foram: a

observacgéo, os documentos (protocolos dos alunos) e os audiovisuais.
Embasamo-nos em Creswell (2010, p. 214) que afirma que

e ObservacgOes sao aquelas em que o pesquisador faz anotagbes de
campo sobre o comportamento e o desenvolvimento das atividades pelos
individuos no local de pesquisa;

e Durante o processo de pesquisa, 0 investigador pode coletar
documentos publicos (p. ex., jornais, minutas de reunides, relatérios oficiais e
outros) ou privados (p. ex., diarios pessoais, cartas, e-mails e outros);

e Audiovisuais podem assumir a forma de fotografias, objetos de arte,

videoteipes ou quaisquer formas de som.

Esses tipos de instrumentos utilizados na coleta foram muito Uteis na
analise dos dados obtidos, pois pela observacdo se podem obter informacdes
sobre o desconforto ou nédo dos participantes, causado por ocasido da exposicao
de topicos especificos em uma plenaria, pois, para algumas pessoas, € mais
viavel exporem suas ideias em uma conversa interpessoal do que por meio de
uma discussdo coletiva. Além disso, as evidéncias escritas poupam tempo e
gastos ao pesquisador para transcrevé-los e as audiovisuais proporcionam uma
oportunidade para se ter o registro dos participantes, compartilhando diretamente

suas ideias nas duplas e na socializacdo dos resultados.

Em nossa pesquisa, foram adotados os seguintes procedimentos de
coleta de dados: em termos de observacéo, trabalhamos com diario de campo,
com o objetivo de anotar as falas e/ou intervencbes dos alunos, julgados
relevantes para enriquecer a coleta de dados; nos documentos, fizemos analise
dos protocolos dos alunos resultantes do desenvolvimento das atividades; e, no
audiovisual, utilizamos as midias (audio e video), ja que essas técnicas registram
comportamentos e interacdes entre 0s pesquisados que poderiam passar
desapercebidos, caso nos restringissemos somente a registrar e descrever

observacgoes.
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3.2.4 - A sequéncia de ensino

As atividades propostas tém como objetivo principal a introdugéo do
conceito de Integral. Assim, as atividades foram elaboradas com a intencdo de
propiciar aos estudantes elementos para iniciar a construgdo gradativa desse

conceito.

Ao concebermos as situagdes que compdem a sequéncia de ensino,
tivemos sempre presente a preocupacao de propor problemas cuja resolucao
possa ajudar as duplas a se tornarem o elemento principal do processo de
aprendizagem, levando-as a agir de forma autbnoma. Para tanto,
convencionamos que o professor-pesquisador deveria atuar apenas no
acompanhamento e na observacdo e interferir apenas quando extremamente
necessario para o desenvolvimento das atividades, a menos que a sua nao
interferéncia pudesse barrar a continuidade do trabalho, comprometendo o

processo da aprendizagem.

Foram elaboradas sete atividades a serem desenvolvidas em quatro
encontros com a duracao de trés horas. No primeiro, foram trabalhadas a 12 e 22
atividades; no segundo, a 32 atividade, que é composta por duas partes; no
terceiro encontro, foi desenvolvida a 42 atividade, que é dividida em trés partes e
gue foi realizada com auxilio do software GeoGebra; no quarto encontro, foram

trabalhadas a 52, a 62 e a 72 atividades.

A seguir, sdo apresentadas cada uma das atividades com seus

respectivos objetivos e analise a priori.
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1° Encontro
Atividade 1

1) O gréfico abaixo representa uma viagem realizada por uma pessoa em seu
carro, durante 5 horas. Observando o gréafico, descubra qual foi a distancia total
percorrida por essa pessoa?

Gréfico 1: Velocidade x Tempo

VeItzcidade (quildmetros/hora)

80 1

» Tempo (horas)
Fonte: Autor, 2014

2) Uma pessoa em seu carro viajou a 50 km/h durante 3 horas, depois a 75 km/h

por 2 horas, depois a 90 km/h por 4 horas.
a) Esboce um unico grafico ilustrando as trés situacdes para a viagem descrita.

b) Determine a distancia percorrida para cada intervalo de tempo, apenas

observando o grafico.

c) Determine, de acordo com o que foi feito no item (b), a distancia total

percorrida.

3) Os resultados encontrados nas questdes 1 e 2-c representam a medida da
distancia total percorrida pelo movel. Esses resultados podem representar uma

outra medida? Justifique sua resposta.

O objetivo principal desta atividade, composta por trés questdes, é
verificar se os estudantes conseguem descobrir intuitivamente, com o recurso da
visualizacao principalmente, a distancia percorrida para cada intervalo de tempo e

a distancia total, bem como fazer o esboc¢o do grafico da funcéo velocidade.
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Na primeira questéo, esperamos que as duplas consigam mostrar que
a érea do retangulo pode ser interpretada como uma distancia, pois a altura
representa a velocidade e a largura € o tempo. A questdo pode contribuir para
gue o aluno ndo vincule sempre a Integral a area de uma figura geométrica; neste
caso, estdo envolvidos conceitos da Fisica, mais diretamente a distancia
percorrida por um movel com determinada velocidade, em um tempo

determinado.

No item (a) da questédo dois, € preciso primeiramente construir o gréafico
para visualizar as regides que serdo criadas e, em seguida, determinar o que se
pede. Esperamos que as duplas consigam mostrar quais procedimentos poderiam
ser utilizados para determinar a distancia percorrida para cada intervalo de tempo
e a distancia total, bem como para tracar o esbo¢o do grafico.

Acreditamos que esta primeira atividade possa contribuir para que cada

grupo inter-relacione os aspectos intuitivos e algoritmicos do assunto.
Atividade 2

1) Faca um esboco do grafico da funcéo velocidade dada por V(t) = -t> + 6t em
km/h, em que t representa o tempo em horas. llustre a regido do plano limitada

pelo grafico da funcao V, pelos eixos coordenados e pela reta vertical t = 3.

2) E possivel usar férmulas da geometria para calcular a distancia total exata,

usando a area da regido acima ilustrada? Justifique sua resposta.

3) Se ndo encontrou uma maneira de efetuar o célculo exato da distancia total
usando a area da regido ilustrada na questéo (1), ache uma aproximacao para a

mesma.

4) Vocé acha que é possivel melhorar a estimativa feita na questéo (3)? Justifique

sua resposta.

Esta atividade constituida por quatro questées tem por objetivo verificar

se as duplas conseguem fazer o esboco grafico da funcéo velocidade, bem como
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investigar quais procedimentos matematicos que os alunos indicam que poderiam

ser utilizados para melhorar o célculo da distancia total.

7

Na questdo 1, € preciso primeiramente construir o grafico para
visualizar a regido que sera representada e, em seguida, determinar o que se
pede. A area da regido em questdo ndo pode ser calculada diretamente por
formulas elementares da geometria plana. Esperamos que as duplas consigam
mostrar uma maneira de fazer o célculo aproximado da distancia total,
manipulando conhecimentos de geometria plana, tais como: area de retangulo,

guadrado, triangulos e outras.

Assim como a atividade 1, acreditamos que esta também possa
contribuir para que cada grupo inter-relacione os aspectos intuitivos e algoritmicos

do assunto.

As duas atividades seguintes sdo adaptacbes de propostas do livro
“Célculo e Aplicagdes” dos autores HUGHES-HALLETT et al (2009), do capitulo
3; 0 objetivo do [0 qué?] € oferecer ao estudante uma situacdo que favoreca o
entendimento de ideias envolvidas no conceito de Integral, definida como limite de

somas de Riemann, bem como ilustrar tais ideias em varios contextos.
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2° Encontro

Atividade 3

Parte |

A figura abaixo mostra o gréafico da velocidade, V, de um objeto (em
km/h), representada pela fungdo f. A area dos retdngulos escuros representa a
estimativa inferior para distancia total percorrida pelo objeto durante as 8 horas, e
a area dos retangulos escuros e brancos, juntos, representa a estimativa superior

para distancia total percorrida nas mesmas 8 horas.

Figura 1: Grafico da velocidade.

Velocidade
A

o O

Tempo

2 4 6

Fonte: Autor, 2014

1) Qual a variacao do tempo nos intervalos [0,2]; [2,4]; [4,6]; [6,8]?

2) Como vocé representaria essas variacdes?

3) No gréfico acima calcule f(0), f(2), f(4), f(6) e f(8)

4) Os valores de f(0), f(2), f(4), f(6) e f(8) podem ser identificados das seguintes

formas:
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a) No campo da funcéo esses valores sao identificados como:

b) No campo da fisica eles sao identificados como:

¢) No campo da geometria séao identificados como:

5) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?
6) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

7) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questdes (5) e

(6).
8) Qual a diferenca entre a estimativa superior e a inferior nas questdes (6) e (5)

9) Vocé acha que é possivel melhorar as estimativas feitas nas questbes (5) e

(6)? Justifique sua resposta.
Parte Il

O grafico abaixo mostra medidas mais frequentes da velocidade.

Figura 2: Gréfico da velocidade

Velocidade (V)
A

> Tem po (t)

Fonte: Autor 2014
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10) Qual a variacdo do tempo nos intervalos [0,1]; [1,2]; [2,3]; [3.4]; [4,5]; [5,6];
[6,7]; [7,8]?

11) Como vocé representaria essas variagoes?

12) No grafico acima calcule f(0), f(1), f(2), f(3), f(4), f(5), f(6), f(7) e (8).
13) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?
14) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

15) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questdes (13)
e (14).

16) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questdes 5 e
(13).

17) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa inferior),
se a variacdo do tempo for ainda menor em relacdo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.

18) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questes 6 e
(14).

19) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa superior),
se a variacdo do tempo for ainda menor em relacdo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.

20) Qual a diferenca entre a estimativa superior e a inferior nas questbes (14) e
(13)

21) Compare (maior ou menor) os resultados encontrados nas questdes 8 e (20)

22) O que vocé acha que vai acontecer com a diferenca entre a estimativa
superior e a inferior, se a variacdo do tempo for ainda menor em relacédo as que

foram trabalhadas? Justifique sua resposta.
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Esta atividade esta dividida em duas partes com um total de vinte e
duas perguntas. Os objetivos delas sé@o verificar se as duplas séo capazes de
identificar a particdo de um intervalo; entender e calcular a distancia total
(estimativa inferior e estimativa superior), utilizando area de retdngulo; comparar e
analisar dados da distancia total. A atividade apresenta varias regides
retangulares escuras e brancas, de forma que apresente uma melhor visualizacéo

da distancia total (estimativa inferior e estimativa superior).

Nas questdes (1) e (10), o objetivo € que 0s grupos consigam perceber
gue, em cada intervalo, a variagdo do tempo € igual e que o intervalo de tempo de
0 a 8 foi subdividido em quatro e depois em oito. J4 nas questdes (2) e (11) é
estimular 0os grupos a escrever uma representacdo para essas variagdes. Nas
guestdes (3) e (12), apesar das figuras mostrarem o grafico da velocidade em
funcdo do tempo, a ideia € a de que o0s grupos consigam transferir o
conhecimento ja adquirido por eles de funcdo para o contexto das questdes.
Assim, como a questao (4) que tem como ac¢éo de associar o contexto da questao

a outra area de conhecimento.

Segundo HUGHES-HALLETT et al (2009, p. 116), quando né&o
sabemos a velocidade do carro a cada momento, ndo podemos calcular
exatamente a distancia, mas podemos fazer uma estimativa. E com esta ideia que
esperamos que as duplas, usando o célculo de area, consigam determinar a

distancia total (estimativa inferior e estimativa superior), no periodo de 8 horas.

Também, desejamos verificar se as duplas, por meio da analise dos
dados da distancia total, consigam perceber que a distancia total (estimativa
inferior) aumenta e a distancia total (estimativa superior) diminui & medida que a
variacdo do tempo for ainda menor e, respectivamente, que a diferenca entre elas
seja cada vez menor. Assim, esperamos uma resposta do tipo: a verdadeira
distancia total estd em algum lugar entre a distancia total (estimativa inferior) e a

distancia total (estimativa superior) ou uma resposta similar a esta.

A atividade é uma adaptacdo do livro “Célculo e Aplicagbes” dos
autores HUGHES-HALLETT et al (2009), visto que o objetivo deste “capitulo 3” ja

foi mencionado no 12 encontro.
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3° Encontro
Atividade 4

Utilize o Geogebra para construir o grafico da funcéo velocidade de um
movel, dada por V(t) = 0,2t> + 1 em km/h, com o tempo t em horas. llustre a regiéo
do plano limitada pelo grafico da funcéo V, pelos eixos coordenados e pela reta

vertical t = 6.
Parte |

Execute no GeoGebra as seguintes acdes para construcao do grafico:

Figura 3: Soma inferior

Fungédo[0.2x"2 + 1, 0, 6]
n=150
A=(0,0) e B=(6,0)

SomaRetangulos [f, X(A), x(B), n, 0]

g € W] « 3 o [+ 3 2 @[ BB - n e

Fonte: Autor 2014
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1) Preencha a tabela abaixo, usando as informac¢@es do gréfico

Retanaulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de Medida da Medida da
g P tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
Distancia total (Dy)
At1=t1 - to =----------—---

2) Repita o procedimento da questdo 2, alterando o numero de subintervalos para

2.
N . Medida do intervalo de Medida da Medida da
Retangulo Medida do tempo (t) tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
10 to= 1=
20 t1= to=
Distancia total (D)
At1=t1 - to =-------mmmmm- ; Ato=t2 — tg =---mmmmmmmeee
3) altere o numero de subintervalos para 6.
A . Medida do intervalo de | Medida da Medida da
Retangulo Medida do tempo (t) tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
20 t1= to=
3° o= 3=
40 3= [ V=
50 [ V= t5=
6° t5= te=
Distancia total (D)
At1= 1ty - tg =------m--m--- AN e R ; Ats= t3 — tp =-----mmmmmme- ;
Ate= te — t5 =------------
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4) altere o numero de subintervalos para 12.

S pre— il e R
1° to= t1=

20 ti= to=

30 to= t3=

40 t3= ta=

50 ta= ts=

6° ts= te=

7° te= t7=

8° t7= ts=

9o ts= to=

10° to= ti0=

11° t10= ti=

12° t11= tio=

Distancia total (D)

At1=t1 - to =-------mmmmm- ; Ato=to — tg =----m-mmm e ; Atz=t3 — tp =----mmmmmme- ;

5) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 24, qual sera a distancia total?

6) Se alterarmos o numero de subintervalos para 48, qual ser& a distancia total?

7) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 96, qual ser& a distancia total?

8) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 120, qual sera a distancia total?

9) Se alterarmos 0 numero de subintervalos para 150, qual sera a distancia total?

10) Baseadas nas questdes anteriores, como vocé poderia formalizar a distancia

total, sabendo que to t1, to, t3,....... , th sdo as extremidades dos subintervalos?
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11) A tabela seguinte representa o valor aproximado da distancia total em funcao

do tempo. Preencha a tabela com as informacgdes das questdes anteriores.

N 1 2 6 12 24 48 96 120 150

Distancia total
aproximada

12) Com o crescimento de n na tabela acima, a distancia total tende a chegar um

valor exato. Qual é esse valor?

13) Como vocé expressaria formalmente esse valor da distancia total quando n se

torna arbitrariamente grande?
Parte Il

Execute no GeoGebra as seguintes acdes para construcao do grafico:

Figura 4: Soma superior

Func&o[0.2x"2 + 1, 0, 6]

n=150

A=(0,0), B=(6,0) e C=(1,0)
SomaRetangulos|f, X(A), X(B), n, x(C)]

SamaSuperior.ggh -8

Fonte: Autor 2014
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1) Preencha a tabela abaixo, usando as informacdes do gréafico

Retangulo | Medida do tempo (1) Medida do intervalo de | Medida da Medida da
g P tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
Distancia total (Dy)
At1=t1 - to =----------—---

2) Repita o procedimento da questdo 2, alterando o numero de subintervalos para
2.

Retangulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de MediQa da M.edAida.da
tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= ti=
20 ti= to=
Distancia total (D)
At1=t1 - to =-------mmmmm- ; Ato=to — tg =------m -

3) altere o numero de subintervalos para 6.

Retangulo Medida do tempo (t) t'ﬁ;d;ga(ztc)) intervalo de \(%?g::cij:a?jz I\Dﬂies?;iiiga(D)
1° to= t1=
2° t1= to=
3° to= t3=
40 t3= ta=
5° t4= ts=
6° ts= te=
Distancia total (D)
Ati=t; - to =----mmmmmmee- A e e R ; Atz= t3 — to =-----mmmmme- ;
Ate= te — t5 =-------------
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4) altere o numero de subintervalos para 12.

Retangulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de Medi(_ja da M.edﬁida_da
tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= ti=
20 ti= to=
3° to= ts=
40 ts= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
7° te= tr=
8° tr= ts=
9o ts= to=
10° to= ti0=
11° t10= tua=
120 tu= tio=
Distancia total (D)
Ati=t; - to =-------mmmme- A e e R ; Ats= t3 — to =-----mm-m-m- ;
Aty=tg — t3 =-----mmmmmmme ; Atio= t12 — t1g =------mm-m--

5) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 24, qual sera a distancia total?

6) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 48, qual sera a distancia total?

7) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 96, qual ser& a distancia total?

8) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 120, qual sera a distancia total?

9) Se alterarmos 0 numero de subintervalos para 150, qual sera a distancia total?

10) Baseados nas questdes anteriores, como vocé poderia formalizar a distancia

total, sabendo que to t1, to, t3,....... , th sdo as extremidades dos subintervalos?
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11) A tabela seguinte representa o valor aproximado da distancia total em funcéo

do tempo. Preencha a tabela com as informagdes das questdes anteriores.

N 1 2 6 12 24 48 96 120 150

Distancia total
aproximada

12) Com o crescimento de n na tabela acima, a distancia total tende a chegar um

valor exato. Qual é esse valor?

13) Como vocé expressaria formalmente esse valor da distancia total quando n se

torna arbitrariamente grande?

14) Comparando a questédo 11 da parte | com a questédo 11 da parte Il, o que vocé
acha que vai acontecer com essas distancias quando n se torna arbitrariamente

grande?
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Parte Il

Execute no GeoGebra as seguintes acdes para constru¢ao do grafico:

Figura 5: Soma dos pontos médios

Funcao[0.2x"2 + 1, 0, 6]

n=150

A=(0,0), B=(6,0) e D=(0.5,0)
SomaRetangulosff, x(A), x(B), n, x(D)]

Soma Ponto sentro do Itenvaloggt - olEN|
ek,

Fonte: Autor 2014

1) Apos a construcao do grafico, altere o nimero de subintervalos para 6 e

responda os itens abaixo.

a) A distancia total é

b) Observe o 5° retangulo.

O intervalo de tempo é

A velocidade nesse intervalo é f(t4)?

A velocidade nesse intervalo é f(ts)?

Existe um valor t, com t4 <t < ts, tal que a velocidade nesse intervalo é f(t)?

2) Altere o numero de subintervalos para 12 e responda os itens abaixo.



a) A distancia total €

b) Observe o 5° retangulo.

O intervalo de tempo €

A velocidade nesse intervalo € f(t4)?

A velocidade nesse intervalo € f(ts)?

Existe um valor t, com t4 < t < ts, tal que a velocidade nesse intervalo é f(t)?

O valor de t desta questdo € o mesmo encontrado na questdo (1)?

3) Altere o nimero de subintervalos para 24 e responda os itens abaixo.

a) A distancia total €

b) Observe o 5° retangulo.

O intervalo de tempo &

A velocidade nesse intervalo é f(t4)?

A velocidade nesse intervalo é f(ts)?

Existe um valor t, com t4 <t < t5, tal que a velocidade nesse intervalo é f(t)?

O valor de t desta questdo € o mesmo encontrado na questdo (1) e na questao
(2)?

4) De guantas maneiras vocé acha que € possivel escolher o valor de t, com

t4 < t < ts? Justifique sua resposta.

5) O que vocé observa em relagcdo a distancia total quando n se torna

arbitrariamente grande?
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6) Baseada nas questbes (1), (2) e (3) da parte Ill, como vocé expressaria
formalmente esse valor da distancia total quando n se torna arbitrariamente

grande?

7) Analisando as partes I, Il e Il da atividade 4, a distancia total depende do ponto

t escolhido para construir os retangulos? Justifique sua resposta.

8) Comparando as partes I, Il e Ill da atividade 4, o que vocé acha que vai

acontecer com essas distancias quando n se torna arbitrariamente grande?

Neste encontro, foi desenvolvida uma atividade dividida em trés partes.
A primeira parte com treze questdes, a segunda com quatorze e a terceira com
oito. As trés situacdes apresentam funcéo crescente. Os objetivos sdo comparar a
construcéo de retangulos, utilizando, respectivamente, os extremos inferiores, 0s
extremos superiores e 0s pontos médios dos intervalos da particdo do intervalo de
integracdo, para o calculo de area; formalizar as somas de Riemann, visando a

introducéo do conceito de Integral.

Na primeira parte, o calculo da distancia total é feito a partir do
cOmputo da area de um numero cada vez maior de retangulos, cujas alturas séo
valores da funcéo velocidade no extremo inferior de cada intervalo da particdo e
as bases sdo os intervalos de tempo, que, neste caso, todos tém a mesma

medida.

J4 na segunda parte, o procedimento € o mesmo executado na
primeira parte para o calculo da distancia total. Neste caso, as alturas dos
retangulos sdo valores da funcdo velocidade no extremo superior de cada
intervalo da particdo e as bases sdo os intervalos de tempo cujas essas medidas

sdo todas iguais.

Na terceira parte, o procedimento para o calculo da distancia total foi o
mesmo que o0 usado na primeira e na segunda parte, uma vez que, neste caso, as
alturas dos retangulos séo os valores da funcéo velocidade nos pontos médios de

cada intervalo da particao.
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No que tange as partes | e |l da atividade, esperamos que as duplas
consigam perceber que as medidas das alturas dos retangulos sdo calculadas
pelos extremos do intervalo da particdo, bem como na parte Il esperamos que
elas percebam que a medida da altura dos retangulos ndo é nem o valor de f(t;)

nem o de f(ti+1), mas sim do ponto médio do i-ésimo intervalo.

Esperamos que as duplas consigam perceber que quanto maior a
frequéncia com que medimos a velocidade, mais precisa ficara nossa estimativa
para a distancia total, ou seja, conforme aumentamos o numero de retangulos
utilizados para fazer o célculo da distancia total, melhor sera a aproximacao
obtida para a distancia total desejada. Além disso, esperamos que as duplas
consigam formalizar o limite da soma das areas dos n retangulos, com n

tendendo para o infinito.

A atividade é uma adaptacdo da atividade 3 da dissertacdo Andersen
(2011, p. 40).

4° Encontro

Atividade 5

1) Como vocé acharia a area sob o grafico de y = x? entre x=0 e x=47? Justifique

sua resposta.

2) Se usarmos a particdo do intervalo [0,4], cujos sub-intervalos tenham medida
Ax; = 1, qual sera o valor do numero de subintervalos n e a medida da area da

regido sob o grafico de y = x2 entre x=0 e x=47?

3) Responda a mesma pergunta utilizando o procedimento da questéo 2, tomando

agora Ax; = 0,5.

4) Vocé teria como melhorar o resultado da medida da area dessa regido?

Justifique sua resposta.

Antes da realizacdo da Atividade 6, os participantes receberam um

texto para leitura que reproduzimos a seguir.
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TEXTO PARA LEITURA

Se f representa a taxa de variacdo de alguma quantidade, entdo a
soma inferior e a soma superior sao aproximacdoes da variacdo total da
guantidade. Para procurar exatamente a variagao total, tomamos n cada vez

maior e olhamos os valores a que se aproximam as somas a esquerda e a direita.

Se f for continua para a =t = b. A integral de f entre a e b, denotada

b , . . . . e~
por fﬂ f(t)dt, é o limite da soma inferior ou da soma superior, com n subdivisGes

de [a, b], quando n se torna arbitrariamente grande.

n-1

jb f (t)dt =lim (soma inferior) = lim (3 f (t;)At
a n—o n—owo iZo
e

Ib f (t)dt =lim (soma superior)=lim (Z f(t;)At
a n—oo n—oo i1

Cada uma destas somas chama-se uma soma de Riemann, f se chama
funcao integranda, a e b chamam-se limites de integracdo. (HUGHES-HALLETT
et al, 2009, p. 121).
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Atividade 6
1) O gréfico da funcéo f é dado na figura abaixo. Avalie a integral f; flx)dx

Figura 6: Gréfico da fungéo f.

20

3 4 5 6

Fonte: Extraido do livio HUGHES-HALLETT et al, 2009, p. 123

a) Represente no grafico acima a soma inferior de Riemann e superior,com n=
3.

b) Escreva os termos da soma, mas néo a calcule.
c) Podemos melhorar a preciséo da area? Justifique sua resposta.

2) Usando uma calculadora, determine as somas inferior e superior, comn =4

para ff idx :

3) Baseado na questéo (2) como se comparam estas somas com o0 valor exato da

integral?

4) Represente a integral ff idx como area
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5) Explique, com suas palavras, o que significa a integral da funcao f no intervalo

[a, b], ou seja, f: Flx)dx .

Atividade 7

1) Suponha que uma populacao de bactérias cresca a taxa de f(t) = 2! milh6es de
bactérias por hora.

a) Dé “uma integral” que represente a variagao total na populagdo de bactérias

durante as duas horas, det=0at=2.

b) Faca uma representacdo de como vocé calcularia a variacdo total na
populacdo de bactérias durante as duas horasdet=0at= 2.

Neste encontro, foram apresentadas trés atividades. A atividade cinco
com quatro questbes, a seis com cinco e, a sete, com uma questdao que esta
dividida em (a) e (b). Os objetivos com essas atividades sao utilizar a
formalizacdo da definicdo de Integral, como limite da soma das areas dos n
retangulos, quando n tende ao infinito; avaliar uma Integral, apd6s a
institucionalizacdo da soma de Riemann; e aplicar o conceito de Integral em

algumas outras areas de conhecimentos.

Na atividade cinco, a intencdo € que as duplas possam compreender a
relacdo entre a area de uma regidao plana sob uma curva e calcular a medida

dessa area.

Na primeira questdo da atividade seis, a intencdo é fazer com que as

6
duplas avaliem a integral I f (x)dx, representando-a no grafico e escrevendo uma
0

descricdo para ela, baseada no grafico.

Ja na segunda, terceira, quarta e quinta questdes da atividade seis, a

intencdo é verificar se as duplas conseguem calcular, com o auxilio das somas
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2
inferior e superior, a integral I dx ; além disso, explicar o que significa a integral
1

X | =

b
da funcéo f no intervalo [a,b] ou seja, If(x)dx.

Na atividade sete, a intencdo € instigar os estudantes a realizar uma

transferéncia do conhecimento j& adquirido para outra &rea de conhecimento.

BN

No que diz respeito a atividade cinco, esperamos que as duplas
determinem n que € o numero de partes em que o intervalo fora dividido;
esperamos que elas compreendam as parcelas f(x).1 e f(x).0,5 como a area de
retangulos, em que as medidas da base sdo 1 e 0,5 e f(xj) € a altura de um
retangulo e que descrevam como método de calculo de area a divisdo da regido
em retangulos e considerem a area sob a curva como a soma da area dos

retangulos considerados.

Na primeira questdo da atividade seis, esperamos que as duplas
consigam representar no grafico a soma de Riemann, bem como escrevé-la com

base no gréfico.

Nas outras questdes da atividade seis, espera-se que as duplas

2
consigam calcular, com o auxilio da soma Riemann, a integral j dx e que
1

X | =

percebam que valor encontrado € a medida da area da regido sob o gréfico

de f(x) = 1 no intervalo [1,2].
X

Ja4 na atividade sete, esperamos que as duplas consigam usar 0O

conceito de integral em outra area de conhecimento.

Na proxima secdo, relatamos como se deram 0S encontros,

ressaltando os principais eventos ocorridos em cada um deles.
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3.2.5 - O experimento

Como mencionado anteriormente, 0s participantes desta pesquisa séo
32 estudantes, organizados em 16 duplas, do curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade do Estado do Para (UEPA), que ndo haviam
estudado o conceito de Integral.

A sequéncia de ensino compostas por sete atividades tem a intengao
de oferecer a possibilidade de experimentacdo, observacdo, andlise e
compreensao do conceito de Integral por parte dos alunos, pois acreditamos que
essas atividades possam ajudar as duplas a se tornarem o elemento principal do
processo de aprendizagem, levando-os a agir de forma auténoma. Nesse sentido,
procuramos atuar apenas no acompanhamento e na observacdo durante o
desenvolvimento das atividades e interferir apenas quando fosse extremamente
necessario. Articulamos a funcdo de pesquisador com a de mediador, de
consultor e de incentivador da aprendizagem, sem que iSso comprometa o0

processo de aprendizagem das duplas.

Essas atividades se realizaram no turno vespertino, fora do horario de
aula. Cada encontro teve duracdo de trés horas e ocorreu em sala de aula
comum, com excecao do terceiro [encontro], que foi realizado no laboratério de
informatica e durou quatro horas. Esse acréscimo de tempo se deveu a
necessidade de se realizar um trabalho de familiarizacdo com o Geogebra antes

da implementacao das atividades.

Foram usados os gravadores dos celulares dos proprios alunos para
captarem as discussdes geradas entre cada dupla a respeito da resolucdo das
guestdes e, também, foi usada uma filmadora para registrar os comportamentos e
as interacdes entre 0s pesquisados e a socializacao das solucdes dos problemas

na lousa feitas pelas duplas.

Ao primeiro encontro, compareceram 32 alunos, 0s quais, por livre
escolha, dividiram-se em duplas. Para fins de andalise dos protocolos, as duplas
foram representadas pelos codigos Da, Dg, D¢, Dp, Dk,....., Dq. Foi apresentado e

discutido um roteiro dos procedimentos norteadores dos trabalhos em todos os
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encontros, que € a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo por meio da

Resolucdo de Problemas.

Em seguida, foram entregues a cada dupla as questdes que constituem
as atividades 1 e 2 para que fossem lidas e depois discutidas entre os alunos de
cada dupla. A maioria das duplas respondeu todas as questbes, somente cinco
delas realizaram, no tempo disponivel, até a terceira questdo da atividade 2.
Durante todo esse encontro, os alunos mostraram-se interessados na solucdo das
guestbes, discutindo entre si cada davida surgida. Constatamos o que
consideramos natural, um pouco de timidez por parte dos estudantes, no
momento de socializa¢do das suas solucdes na lousa e na plenéaria para discutir

as respectivas solucdes dadas pelas duplas.

No segundo encontro estiveram presentes apenas 13 duplas. Ele se
iniciou com a retomada dos principais resultados atingidos no encontro anterior.
Os patrticipantes desenvolveram a atividade 3; a maioria das duplas respondeu
todas as questdes, apenas uma delas trabalhou até a questdo 17 e outra néo
respondeu nenhuma questdo. Durante esse encontro, algumas duplas estavam
com dificuldade para entender as questbes: 2, 5, 6, 7 e 9. Foi necessaria a
intervencdo do pesquisador para o esclarecimento dessas questdes, levando em

conta que ele é um mediador, consultor e incentivador da aprendizagem.

No terceiro encontro, também se iniciou retomando o0s principais
resultados alcancados no encontro anterior. Estiveram presentes as mesmas 13
duplas do segundo encontro e, em seguida, foi solicitado que os alunos
acessassem 0 GeoGebra para uma breve apresentagédo dos recursos que seriam
utilizados por eles. Neste encontro foi desenvolvida a atividade 4 e a maioria das
duplas ndo respondeu a questdo 13 da parte | e Il e a questdo 6 da parte lll,
apenas duas duplas ndo responderam a parte Ill e duas ndo responderam as
partes Il e Ill. Durante o encontro, algumas duplas estavam com dificuldade para
responder a questdo 1 da parte | e para utilizar os comandos do GeoGebra,
principalmente no que se refere aqueles destinados as operacfes basicas para a

construcédo do grafico.
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O quarto encontro iniciou-se com uma sintese de tudo que foi
produzido nos encontros anteriores e, em seguida, foram realizadas as atividades
5, 6 e 7. Cinco duplas ndo responderam a atividade 7 e seis deixaram de
responder a questdo 5 da atividade 6. No final desse encontro, foi realizado um
debate para avaliarmos a sequéncia de ensino e a metodologia utilizada para o

processo de introducdo do conceito de Integral.

BN

O proximo capitulo sera dedicado a andlise e a apresentacdo dos

resultados alcancados.
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CAPITULO 4

ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, apresentamos a analise de dados relativos ao
desempenho de trés duplas durante o desenvolvimento da sequéncia de ensino.
Os critérios utilizados para essa escolha foram a producéo, a participacdo e a

frequéncia, dos componentes das duplas.

Por um lado, a producado diz respeito ao fato de essas duplas terem
fornecido uma quantidade maior de dados nos protocolos examinados; por outro
lado, a participacdo diz respeito a quantidade e a qualidade dos dialogos
mantidos no binémio pesquisador/dupla; por fim, a frequéncia diz respeito ao fato
dessas duplas terem atingido 100% de presenca, participando, portanto, de todas

as atividades.

Em funcédo da adocéo desses trés critérios — producédo, participacdo e
frequéncia —, consideramos o material fornecido por essas trés duplas suficiente
para identificar as evidéncias de aprendizagens mediadas pela Resolucdo de

Problemas.

A analise foi produzida considerando 0s pressupostos tedricos e 0s
objetivos de cada uma das atividades propostas, escolhendo aqueles itens que,

em cada uma delas, foram consideradas mais relevantes para nossa pesquisa.

O que fazemos efetivamente nessa analise de dados foi cruzar os
indicios de aprendizagens (mobilizados e em processo de mobilizacdo), observados

a partir de trés campos analiticos, quais sejam :
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e As proposic¢des articuladas pelas atividades escritas e mediadas pela
resolucao de problemas;

e As estratégias desenvolvidas pelas duplas na solugdo dos problemas
gue irdo contribuir para introducéo do conceito de Integral;

e A verificacdo da existéncia ou ndo de aspectos formais, algoritmicos
e intuitivos nas respostas das duplas nos protocolos, presentes em algumas

guestdes da sequéncia de ensino.

Durante a realizacdo das atividades, orientamos as duplas quanto a

realizacdo das mesmas e procuramos esclarecer as possiveis davidas.

Apos todas as duplas terem finalizado as atividades, realizamos as
socializagcbes de suas respostas no quadro com o intuito de fazermos uma analise

de suas respostas. As duplas que foram analisadas sé&o Dr, D. e Dp.
4.1 - PRIMEIRO ENCONTRO

No dia 15/5/2014, ocorreu o primeiro encontro; aplicamos as atividades
1 e 2, subdivididas, a primeira em trés questbes e a segunda em quatro, que

detalharemos a seguir:
Atividade 1
A questédo 1 dessa atividade tem como enunciado:

1) O grafico abaixo representa uma viagem realizada por uma pessoa em seu
carro durante 5 horas. Observando-o, descubra qual foi a distancia total

percorrida por essa pessoa?
Gréfico 1: Velocidade x Tempo

Velgpidade (quildmetros/hora)

80 1

» Tempo (horas)

(&)

Fonte: Autor, 2014
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7

O objetivo da questdao é verificar se o0s estudantes identificam

intuitivamente, com o recurso da visualizacdo a distancia percorrida.

A expectativa era que eles conseguissem associar a area do retangulo
com a distancia total, pois a altura representa a medida da velocidade, a largura é
a medida do intervalo do tempo. O conhecimento matemético necessério para o
entendimento da questao € o de leitura e interpretacéo de grafico e o de conceito
de area. Apresentamos, abaixo, dois protocolos produzidos pelas duplas:

Figura 7: Producéo da dupla Dr para questédo 1

Vel?i:idade (quildmetros/hora)

[oo 5 - palls
» MM =
> e
T o b /“,\/
80 va DK 0O
ot
/ ~ K v
4l £ = Hoa™
- :’7 - \

—» Tempo (horas)

Fonte: Autor 2014.

Figura 8: Producgé&o da dupla Dp para questaol

Velefidade (quilometros/hora)

» Tempo (horas)

Fonte: Autor 2014

A estratégia utilizada pelas duplas Dr e Dp foi 0 uso do significado de
area para encontrar a distancia total, pois, como que estavam diante de uma
regido plana, optaram por utilizar o algoritmo para o célculo da area de um
retangulo, determinando a distancia total.
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Na socializagdo da sua resposta no quadro, a dupla Dr, mostrou como
pensou na sua solucdo. Apresentamos o trecho da socializagdo do procedimento
Dr:

Dr. Toda vez que tivermos um grafico da velocidade pelo tempo

podemos encontrar a distancia por meio da formula da area.

Observamos, na sua defesa oral, que houve uma coeréncia entre os
registros escritos e as suas argumentacdes orais. A dupla Dp utilizou essa mesma

justificativa no momento da socializagao.

Figura 9: Producdo da dupla D. para questéo 1.

80 J ———y

U T Tempo (horas)

Fonte: Autor 2014.

Ja a dupla D¢ utilizou como estratégia uma relagéo hora por distancia

percorrida para o calculo da distancia total.

Na socializacdo da sua resposta no quadro esta dupla mostrou como

pensou na sua solucao. Apresentamos o trecho da socializacéo da resposta dada:

DL A questdo mostra uma velocidade constante de 80 km/h em um
tempo de 5 horas, vamos dividir o grafico em cada hora. Pois, em cada hora sua
distancia € de 80 km, entdo na 12 hora, 80 km, na 22 hora 80 km, na 32 hora 80
km, na 42 hora 80 km e 52 hora 80 km. Depois somamos todos, e deu um total de

400 km, representando assim a distancia total.
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Observamos, também, na defesa oral desta dupla, que houve uma
coeréncia entre 0s registros escritos e as suas argumentacdes orais. Além disso,
percebemos uma ideia intuitiva de particio no momento em que a dupla

representa no seu protocolo a regiao dividida em cinco partes.

Nos protocolos das duplas Dr e Dp, percebemos que a componente
formal e algoritmica contribui para as suas respostas. J& no protocolo da dupla D,

percebemos que a componente intuitiva contribuiu para a sua resposta.

A questédo 2 dessa atividade tem o enunciado:

2) Uma pessoa em seu carro viajou a 50 km/h durante 3 horas, depois a 75 km/h

por 2 horas, depois a 90 km/h por 4 horas.

a) Esboce um unico grafico ilustrando as trés situacdes da velocidade para a

viagem descrita

b) Determine a distancia percorrida para cada intervalo de tempo, apenas

observando o grafico.

c) Determine de acordo com o que foi feito no item (b) a distancia total percorrida.

O objetivo da questdo era verificar se os alunos conseguiam esbocar
grafico da funcdo velocidade e determinar a distancia percorrida para cada

intervalo de tempo e a distancia total.

Esperavamos que as duplas conseguissem construir o grafico da
funcdo velocidade, bem como que determinassem, por meio do procedimento
utilizado na questdo 1, a medida da distancia percorrida para cada intervalo de
tempo e a distancia total. O conhecimento matematico necessario para o
entendimento da questdo é saber esbocar um grafico de funcdo constante por

partes e usar os conhecimentos matematicos utilizados na questéo 1.
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Figura 10: Producédo da Dupla Dr, para o item (a)
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Fonte: Autor 2014.

Figura 11: Producéo da dupla Dp, para o item (a)
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Fonte: Autor 2014
Figura 12: Producéo da dupla D, para o item (a)
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Fonte: Autor 2014
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As trés duplas utilizaram como estratégia o gréfico de funcéo
constante, por partes, sendo que a Dp uniu os pontos indevidamente,
caracterizando um gréfico que nao representa funcdo. Possivelmente isso tenha
ocorrido dada a preocupacao de indicar que o grafico representaria um percurso
continuo do veiculo. Ja a D aparentemente demonstrou o cuidado de nao atribuir

dois valores para um mesmo ponto, para garantir que se tratava de uma funcéo.

No entanto, quando questionados, os estudantes desta Ultima dupla

apresentaram argumentos que nao condizem com o protocolo.

P: Porque vocés representaram no grafico alguns pontos ‘cheios’ e

outros nao?

D.: E para mostrar que no intervalo de 50km/h até 75km/h a velocidade

varia.
P: Como assim?

D.: Neste intervalo podemos ter a velocidade de 60km/h, 70km/h e
outras. Assim, como no intervalo de 75km/h até 90km/h, podemos ter as

velocidades de 80km/h, 85km/h e outras.

O que deu para perceber no dialogo foi que esses estudantes estavam
interpretando que a velocidade variava no intervalo de 50km/k até 75km/h, assim

como 75km/h até 90km/h, numa clara contradicdo com o grafico apresentado.

No protocolo das duplas Dr e Dp, percebemos que as componentes
formal e intuitiva contribuiram para a sua resposta. Ja a dupla D., apesar de
esbocarem o gréfico corretamente, a sua argumentacdo foi diametralmente

oposta ao que registraram no protocolo.

Nos itens (b) e (c), em que se pedia para determinar as distancias
percorridas em cada intervalo e também a distancia total, as trés duplas
apresentam respostas corretas. Observamos que toda elas apresentaram aquelas

mesmas estratégias da questdo 1. O componente algoritmico se revelou nas
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respostas dadas duplas Dr e Dp, € 0 componente intuitivo foi predominante na

resposta da dupla D, conforme mostram as producdes a seguir:

Figura 13: Producé&o da dupla Dr

Item (b)
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Item (c)
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Fonte: Autor 2014.
Figura 14: Producgdo da dupla D.
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Fonte: Autor 2014.
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A questdo 3 assim se enunciava: Os resultados encontrados nas
questdes 1 e 2-c, representam a medida da distancia total percorrida pelo mével.

Esses resultados podem representar uma outra medida? Justifique sua resposta

O objetivo era observar se os alunos percebiam a relagdo entre a

distancia total e a area de uma regiéo plana.

As duplas Dr e Dp relacionaram suas respostas a medida de area de
uma regido. Isto mostrou que, por meio de um processo intuitivo, essas duplas
conseguiram chegar a essa relacdo. Ja a dupla D, teve dificuldade em perceber

tal relagcdo, como se pode verificar em sua producao.

Figura 15: Producéo da dupla Dr.

Fonte: Autor 2014.

Figura 16: Producédo da dupla Dp
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Fonte: Autor 2014.

Figura 17: Producéo da dupla D.

Atividado')

Fonte: Autor 2014.
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Apresentamos o didlogo que ocorreu entre a dupla DL e 0 pesquisador

na socializagcéo da questéao:
P: Gostaria que vocés explicassem melhor as suas respostas.
D.. Como professor?

P: Vocés estdo relacionando a medida da distancia total ao

comprimento do muro ou a area dele?
D.: Ao comprimento do muro.

Esse dialogo evidencia que a dupla ndo conseguiu relacionar a medida
da distancia total com a medida da area da regiao plana fechada e limitada.

Atividade 2

Com a atividade 2, trabalhando-se com o grafico de uma funcéo
(velocidade) continua ‘limitando’ uma regidao plana nao poligonal, pretendia-se
investigar quais procedimentos matematicos poderiam ser utilizados para buscar
um valor aproximado da area da regiao e que estratégias seriam usadas para

melhorar o célculo da distancia total.
A questédo 1 dessa atividade tem como enunciado:

1) Faca um esboco do gréafico da funcdo velocidade dada por V(t) = -t> + 6t, em
km/h, em que t representa o tempo em horas. llustre a regido do plano limitada

pelo grafico da funcéo V, pelos eixos coordenados e pela reta vertical t = 3.

O objetivo com essa questdo era verificar se as duplas conseguiam
esbocar o esboco do grafico da funcao velocidade, identificar a regido plana. Além
disso, disso pretendia-se que 0s proprios estudantes construissem subsidios para

0 posterior calculo de areas aproximadas.

Seguem os protocolos apresentados pelas duplas.
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Figura 18: Producéo da dupla Dp

S

Fonte: Autor 2014.

A estratégia trabalhada pela dupla Dp para o esboco do gréafico da
funcdo foi, percebendo que se tratava de uma parabola, utilizar férmulas
conhecidas para encontrar as raizes da funcéo e o vértice da parabola. Revela-se
aqui a componente algoritmica, associada a conhecimentos algébricos anteriores.
Isto se explicita com muita forca ao observar que as variaveis V e t foram

substituidas por x e y em suas notacoes.

A dupla D, utilizou a mesma estratégia para o esbogo do gréafico da
funcdo que a Dp, porém mantendo as variaveis t e V, salvo nas notacdes das
coordenadas do veértice da pardbola. A dupla Dr também utilizou a mesma

estratégia.

Pelos protocolos das trés duplas, percebemos que a componente
formal e a componente algoritmico prevaleceu na construcdo do esboco do

grafico.

Na questdo 2 perguntava-se se é possivel usar férmulas da geometria
para calcular a distancia total exata usando a area da regido assinalada na

primeira questao.

Como era esperado, as trés duplas responderam gue nao era possivel
calcular a distancia total exata utilizando féormulas da geometria. llustramos, a

titulo de exemplo, a producéo da dupla Dp.

111



Figura 19: Producéo da dupla Dp
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Fonte: Autor 2014.

Na socializagdo da sua resposta no quadro, a dupla Dp relatou como

pensou para dar a sua resposta:

Dp: N&o da para usar uma férmula da geometria, mas se usarmos uma

formula da geometria teriamos uma area aproximada.

Observamos, na sua defesa oral, que houve uma diferenca entre os
registros escritos e as suas argumentacdes. Acreditamos que essa diferenca se

deu por influéncia do enunciado da terceira questao, que é:

3) Se ndo encontrou uma maneira de efetuar o calculo exato da
distancia total usando a area da regido ilustrada, ache uma aproximacao para a

mesma.

O objetivo da questao é investigar quais procedimentos matematicos os
alunos indicam que poderiam ser utilizados para melhorar o calculo da distancia
total. Esperavamos que, para isso, as duplas conseguissem utilizar formulas que

permitissem calcular a area de regifes conhecidas.

Apresentamos as producfes desenvolvidas pelas duplas:

112



Figura 20: Producéao da dupla D
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Fonte: Autor 2014.

Esta dupla néo apresentou qualquer explicacao discursiva recorrendo
apenas ao aspecto algoritmico, mas teve o cuidado de grafar sempre o sinal
indicando ‘aproximadamente’. Ja as outras duas acrescentaram algum tipo de

texto, como se pode observar em seus protocolos.

Figura 21: Producéo da dupla Dp
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Fonte: Autor 2014

Figura 22: Producéo da dupla Dr

Fonte: Autor 2014

Observamos que a dupla Dr, apesar de indicar a utilizagdo da area do

triangulo, ndo conseguiu encontrar corretamente a medida.
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As trés duplas utilizaram a mesma estratégia para o célculo

aproximado da distancia total que foi a utilizacdo da formula da area do triangulo.

Percebemos que a componente intuitiva e a componente algoritmico

estiveram presentes nas respostas as trés duplas.

A quarta questéo objetivava investigar como 0s sujeitos poderiam
buscar estratégias para melhorar a estimativa feita na questao (3).

Observamos que das trés duplas, apenas duas responderam a essa
guestdo. Nos protocolos e na socializacdo da questéo, elas compararam a regiao
gerada pelo grafico como sendo uma aproximacao de uma regido circular, como

se V&, por exemplo, na resposta reproduzida a seguir:

Figura 23: Producéo da dupla Dr
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Fonte: Autor 2014

Apés a realizacdo dessas atividades, analisamos juntamente com 0s
estudantes as respostas que estavam no quadro, identificando os acertos e 0s
erros que as duplas tiveram em suas resolucdes e esses erros foram corrigidos.
ApoOs essa etapa de socializacdo, foi feita a formalizacdo do conteudo presente
nas atividades, pois, 0s mesmos constituem o primeiro passo para a introducao

do conceito de Integral.

Nesse primeiro encontro, no desenvolvimento das atividades, fomos
percebendo algumas indicacdes sobre o processo de aprendizagem dos alunos,
gue se mostrou lento no inicio, pois os alunos sentiam dificuldades em expressar
as conclusfes nos protocolos e na socializacdo das respostas. Isso é explicitado
por Melo (2002) que em sua pesquisa constatou, ao comparar

as respostas escritas dadas pelos alunos com os comentarios  orais,
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gue eles apresentam grandes dificuldades em expressar seus argumentos

por escrito, utilizando-se da linguagem matematica.

4.2 - SEGUNDO ENCONTRO

No dia 16/05/2014, ocorreu o segundo encontro; estiveram presentes
13 duplas, o pesquisador iniciou retomando os principais resultados atingidos no

encontro anterior.

Neste encontro, foi realizada a atividade 3 cujo objetivo é iniciar a
introducdo, ainda que de maneira intuitiva, de procedimentos que poderao
conduzir ao conceito de particdo de um intervalo e encaminhar para o célculo de

soma de Riemann.

A atividade apresenta duas situacdes para o calculo de area de
retangulos, na busca de uma aproximacao do valor da velocidade de um movel
em um intervalo de tempo, cujo grafico é dado. A parte | apresenta o referido
grafico com uma particdo do intervalo em quatro subintervalos e a parte I, com

oito. As duas partes sdo compostas por questdes, num total de vinte e duas.

Destacamos as respostas das questdes que consideramos mais

relevantes para nossa analise.

A questao 1 (parte I) e a questdo 10 (parte Il) encerram a mesma ideia.

As questdes tém como enunciados:

1) Qual a variacao do tempo nos intervalos [0,2]; [2,4]; [4,6]; [6,8]?

10) Qual a variacdo do tempo nos intervalos [0,1]; [1,2]; [2,3]; [3.,4]; [4,5]; [5.6];
[6,7]; [7,8]?

Com essas questdes, o objetivo € que as duplas consigam perceber
gue em cada intervalo, a variacao do tempo € igual e que o intervalo de tempo de
0 a 8 foi subdividido em quatro (na parte 1) e em oito (na parte Il). O conhecimento

matematico necessario para a resolucdo da questdo é o de particdo de um

intervalo.
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Observamos as duplas conseguiram perceber que a variagdo do tempo
€ a mesma em cada intervalo. Mas nenhuma delas conseguiu perceber que
estavam realizando uma particdo de um intervalo. Apresentamos o protocolo de

uma delas:

Figura 24: Producédo da dupla D, para as questdes 1 (parte I) e 10 (parte II)

1) Qual a variacao do tempo nos intervalos [0,2]; {2»,4]_ [4.6]; [6.8]?

—

“~o

==

10) Qual a variagao do tempo nos intervalos [0,1]; [1.2]; [2.3] [3.4]; [4,5]: [5.6]
6.7} [7.8]?

Fonte: Autor 2014.

A questdo 2 (parte 1) e a questdao 11 (parte Il) tratam da mesma

situacao, variando apenas quanto a particdo do intervalo. Seus enunciados sao:
2) Como vocé representaria essas variagdes?
11) Como vocé representaria essas variacoes?

Observamos, conforme o esperado, que todas as trés duplas criaram
uma representacdo para essa variacdo. Apresentamos a producdo desenvolvida

pela dupla Dr:

Figura 25: Producéo da dupla Dr, para as questdes 2 (parte 1) e 11 (parte Il)

2) Como vocd reprosoentaria ossas varincoSes?

11) CoMmo vooc® represantaris ossas variaeoSoes7?

Fonte: Autor 2014.
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Na socializagdo da sua resposta no quadro, essa dupla relatou como

pensou na sua resposta.

Dr: Como a questdo é de fisica, me lembrei que na fisica

representamos a variagao do tempo dessa forma.

Observamos esses estudantes mobilizaram conceitos estudados na
Fisica para responder a essa questdo. Também percebemos que a componente

intuitiva estava presente nas respostas das trés duplas.

As questdes 5 (parte 1) e 13 (parte II) ttm como enunciados:
5) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?
13) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?

O objetivo é usar o célculo de area de retangulos para determinar a
distancia total por meio da estimativa inferior. Esperavamos que as duplas

mobilizassem os conhecimentos ja adquiridos nas atividades anteriores.

llustramos com as respostas dadas por duas duplas

Figura 26: Producéo da dupla Dr

Wom

Fonte: Autor 2014.

Observamos que a dupla Dr mobilizou conhecimentos ja adquiridos
nessa atividade que € o caso da representacdo de intervalo, bem como nas

atividades anteriores que € o caso do calculo de area e o da soma de areas. Ja a
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dupla Dp assim como a DL mobilizaram conhecimento de atividades anteriores

que foi o célculo de area e soma de areas para determinar a distancia total.

Figura 27: Producéo da dupla Dp

5) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?
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Fonte: Autor 2014.

Nas questdes 6 (parte 1) e 14 (parte II) era solicitado:

6) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

14) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

O objetivo é usar o calculo de areas de retangulos para determinar a
distancia total por meio da estimativa superior. Esperavamos que as duplas

mobilizassem os conhecimentos ja adquiridos nas atividades anteriores.

A seguir transcrevemos duas respostas apresentadas:

Figura 28: Producédo da dupla Dr

Fonte: Autor 2014.

118



Figura 29: Producéo da dupla Dp

6) Que distancia total percorreu © objeto, usando a estimativa supenocr?

&

14) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

Fonte: Autor 2014.

Observamos que a dupla Drf mobilizou conhecimento ja adquirido
nessa atividade que € o caso da representacdo de intervalo, bem como nas
atividades anteriores que € o caso do calculo de area e o da soma de areas. Ja as
duplas Dp e DL mobilizaram conhecimento de atividades anteriores que foi o

céalculo de area e a soma de areas para determinar a distancia total.

De modo geral, nas questdes 5 (parte 1) e 13 (parte Il) e nas questdes 6
(parte 1) e 14 (parte 1) foi mobilizado o conhecimento de questdes e de atividades
anteriores em suas respostas. Podemos, também, observar que prevaleceram
nas suas solucdes apresentadas a componente formal e a componente

algoritmico.
As questdes 17 e 19 da parte Il ttm como enunciado:

17) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa inferior),
se a variacao do tempo for ainda menor em relacdo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.

19) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa superior),
se a variacao do tempo for ainda menor em relacéo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.

O objetivo é verificar se as duplas por meio da analise dos dados da

distancia total conseguem perceber que a distancia total (estimativa inferior)
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aumenta e a distancia total (estimativa superior) diminui a medida que a variacao

do tempo for ainda menor.

Expomos a seguir as respostas de duas duplas.

Figura 30: Producéo da dupla Dr

Fonte: Autor 2014.

No protocolo desta dupla, percebemos que na justificativa da questéo

17 a dupla errou em sua resposta, mas na questdo 19 sua justificativa ja foi

coerente com aquilo que se pedia.

Na socializacdo da sua resposta no quadro, a mesma dupla relatou

COmMo pensou a sua resposta da questdo 17.

Dr: Como a distancia total (usando a estimativa inferior) € sempre

menor quando comparamos com a distancia total (usando a estimativa superior),

chegamos a concluséo que ela ira diminuir.

Observamos uma generalizacdo do componente intuitivo, levando ao

erro a sua resposta.
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Figura 31: Producéo da dupla Dp

17) O que vocé acha que vai acontecer com a Histéncia total (estimativa inferior),
se a variagdo do tempo for ainda menor em relagéo as que foram trabalhadas?
Justifique sua resposta.
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19) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa
superior),se a variagao do tempo for ainda menor em relagdo as que foram
trabalhadas? Justifique sua resposta.

Fonte: Autor 2014.

Figura 32: Producéo da dupla D..

17) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa inferior),
se a variagao do tempo for ainda menor em relagéo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.

19) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa
superior),se a variagdo do tempo for ainda menor em relagdo as que foram

trabalhadas? Justifique sua resposta.

Fonte: Autor 2014.

Observamos que as duplas Dp, assim com a D., em suas respostas,
mobilizaram o conhecimento intuitivo de limite no momento que usaram as
palavras “tende” e “aproxima-se”. Lira (2008) sustenta que o conceito de limite
engloba muito mais que a definicdo. Ele envolve mecanismos cognitivos, que
exercitamos desde crianca tais como vizinhanca, ordem, envolvimento e o
continuo. As producbes dessas duplas ‘confiram’ o pensamento de Lira.

Percebemos, assim, que o componente intuitivo esta presente em suas respostas.
A questdo 22 da parte Il pedia:

O gue vocé acha que vai acontecer com a diferenca entre a estimativa superior e
a inferior, se a variacdo do tempo for ainda menor em relacdo as que foram
trabalhadas? Justifique sua resposta.
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O objetivo era verificar se 0s estudantes conseguem perceber que a
diferenca entre a estimativa superior e a inferior € cada vez menor a medida que a

variacdo do tempo for ainda menor. Apresentamos as producdes desenvolvidas
pelas duplas:

Figura 33: Producéo da dupla Dp

22) O que voce acha que vai acontecer com a diferenga entre a estimativa

superior e a inferior, se a variaao do tempo for ainda menor em relagdo as que
foram trabalhadas? Justifique sua resposta.

Fonte: Autor 2014.

Figura 34: Producéo da dupla Dr
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Fonte: Autor 2014.
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Figura 35: Producéo da dupla D.

22) 0 que vocé acha que vai acontecer com a diferenca entre a estimativa
superior e  inferior, se a variagdo do tempo for ainda menor em relacéo as que

foram trabalhadas? Justifique sua resposta.

Fonte: Autor 2014.

Observamos que as trés duplas atenderam ao objetivo da questéo. A
dupla DL mostra que essa diferenca de estimativa depende da variagdo do tempo,
guanto menor essa variacdo do tempo, menor a diferenca entre as estimativas.

Isto mostrou que a dupla mobilizou uma ideia intuitiva de limite.

Por meio dessa atividade e da socializacdo das solu¢gées no quadro,
percebemos que as duplas conseguiram mobilizar alguns elementos ja
trabalhados nas atividades anteriores e nas atuais para responder as suas
guestdes, como, por exemplo: calculo de area, somatdria de areas, ideia intuitiva
de limite, isto é, elementos que s&o essenciais para a introducdo do conceito de

Integral.

Percebemos um avanco na comparacao do primeiro encontro para o
segundo. Os alunos, em sua maioria, mostraram-se muito mais motivados e
participantes durante a realizacdo da atividade. Isto reforca o que Onuchic (1999)
e Pinto (2010) dizem a respeito da metodologia de ensino-aprendizagem de
matematica por meio da Resolucédo de Problemas: Ela contribui para a criacdo de
um ambiente de aprendizagem propicio para o desenvolvimento das atividades,
deixando os alunos usarem as suas proprias ideias e ndo simplesmente seguir

diretrizes, bem como passarem a acredita em suas proprias habilidades.
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4.3 - TERCEIRO ENCONTRO

No dia 29/5/2014, ocorreu o terceiro encontro; estiveram presentes 13
duplas, o pesquisador iniciou retomando 0s principais resultados atingidos no
encontro anterior e, em seguida, solicitou que as duplas abrissem o GeoGebra e
fez uma breve apresentacdo dos recursos que seriam utilizados por eles. Neste

encontro foi aplicado a atividade 4 que esta dividida em trés partes.

Na atividade 4, as trés partes consistem no trabalho de comparar a
construcao de retangulos, utilizando os pontos inferiores, superiores e médios dos
intervalos de particdo, no célculo de area; de formalizar o limite da soma das

areas dos n retangulos, com n tendendo para o infinito.

Escolheremos aquelas questbes que, consideramos relevantes para

nossa analise.

A guestdo 3 (parte 1) e a questdo 3 (parte Il) possui a mesma ideia. As

guestdes tém como enunciados:
Parte | — questao 3

3) altere o numero de subintervalos para 6.

Medida do intervalo de Medida da Medida da

Retangulo Medida do tempo (t) tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)

1° to= ti=

20 t1= to=

30 to= ts=

40 t3= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
Distancia total (Dv)
Ati=t; - to =----mmmmmmee- A e e R ; Atz= t3 — to =-----mmmmme- ;
Ate= te — t5 =--------------
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Parte Il — questdo 3

3) altere o numero de subintervalos para 6.

Medida do intervalo de Medida da Medida da

Retangulo Medida do tempo (t) tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)

1° to= th=

20 ti= to=

3° to= t3=

40 ts= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
Distéancia total (Dv)
Ati=t; - to =-------mmmme- ; Ato=t2 — t1 =---mmmmmmee- ; Atz=t3 — tp =----mmmmmm- ;
Ate= te — t5 =--------m-----

Os objetivos sdo comparar a construcdo de retangulos, utilizando,
respectivamente, os extremos inferiores, 0os extremos superiores dos intervalos da

particdo do intervalo de integracao, para o céalculo de area.

Esperamos que as duplas consigam mostrar que a somatéria das
areas dos retangulos pode ser interpretada como uma distancia total, pois a altura
representa a medida da velocidade, a largura € a medida do intervalo de tempo. O
conhecimento matematico necessario para o entendimento da questéo € leitura e
interpretacdo de grafico e o conceito de area. Apresentamos as producdes
desenvolvidas pelas duplas. Apresentamos as producdes desenvolvidas pelas

duplas.

O pesquisador solicitou para as duplas que lessem o comando da
guestdo. ApoOs a leitura do comando e a simulagcdo no GeoGebra, obtiveram o

seguinte grafico:
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Figura 36: Grafico obtido no GeoGebra da parte | — questao 3

Fonte: Autor 2014.

Figura 37: Produgéo da dupla D., para a questéo 3 (parte I)

3) altere o nimero de subintervalos para 6.
[ Retangulo Medida do Medida do Medida da | Medida da
tempo (t) intervalo de tempo | velocidade | Distancia
(at) V) (D)
12 = 0 |t=1 f-0: 4 f 1
20 ti= 4 [t=2 2} N 2 A
3° = 2 |t=3 2200 ~ 3 T
4° = 2 (=g [ 454 < 27 ~ 2.3
50 = 7 [te= < - 4- | ~ A1 = 4R
6° = ¢ = G Gtz G £
Distancia total (Dy) 1%
Atetto==0s a=t—ty=2ls U at g c el
A 6-o-1

Fonte: Autor 2014.

Figura 38: Producgédo da dupla Dr, para a questéo 3 (parte I)

3) altere o nimero de subintervalos para 6.

[ Retangulo Medida do Medida do Medida da [ Medida da
tempo (t) intervalo de tempo | velocidade | Distancia
(at) V) (D)
i = 0 [t= ) 1 { pd ] =
2° b= ) [t= 4 \ 1. L.
3° = 4 |ts= 2 1 L2 o 1, 8
40 =i Bilte A 1 23 g L2
5° = 4 s O ! 4, 2 4,0 |
& = 5 [te= © 1 b 6
Distancia total (Dy) 7
( 4 { q
Aty= ty - tg = A=ty — ty =) Al -ty T

A
A= tg —ts =————

Fonte: Autor 2014.
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Figura 39: Producéo da dupla Dp, para a questdo 3 (parte 1)

3) altere o nimero de subintervalos para 6.

Retéangulo Medida do Medida do Medida da | Medida da l
tempo (t) intervalo de tempo | velocidade | Distancia
(at) V) (D)

1° [t=0 Jt= 4 1 0

2 h=d [t=10 1 1,26 1,26

3 =gl =5 /it 1.2 1,8

4 t= 3 |t= Y A 2,76

5° = U [t=5 A Y2z Y, 2¢

6° =ebilt= 5 At CRNE Y
~__ Distancia total (D) 1]

TV T SR BET L

Atg= tg — t5 =t

Fonte: Autor 2014.

As estratégias que essas duplas utilizaram para preencher as colunas
“‘medida do tempo”, “medida do intervalo de tempo” e “medida da velocidade” da
tabela da questdo 3 (parte 1), foram as informacdes contidas no grafico. Bem
como, para preencher a coluna “medida da distancia”, as duplas utilizaram a
multiplicagao dos valores contidos na coluna “medida do intervalo de tempo” pelos
valores contidos na coluna “medida da velocidade”. Por outro lado, para
preencher a linha “distancia total”, as duplas somaram todos os valores da coluna

“medida da distancia”.

Todas as trés duplas preencheram a tabela da questdo 3 (parte I).
Observamos que as duplas utilizaram informacfes contidas no grafico para
preencher as colunas “medida do tempo”, “medida do intervalo de tempo” e

“‘medida da velocidade”. Por outro lado, observamos também que as duplas

utilizaram o algoritmico At.v para preencher a coluna “medida da distancia” e para

preencher a linha “distancia total” realizaram a soma de todas os valores
encontrados na coluna “medida da distancia”. Isto mostra o conhecimento das
duplas em trabalhar com andlise gréfica e percebemos também, que elas
mobilizaram conhecimentos adquiridos das atividades anteriores no
preenchimento da tabela, tipo: medidas dos intervalos da particdo do intervalo de

integracao, calculo de area e somatéria de areas.
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As duplas fizeram o que era solicitado na questédo 3 (parte Il) e obtiveram
0 seguinte grafico:

Figura 40: Grafico obtido no GeoGebra da parte Il — questdo 3

L4 SomaSuperior.ggb = |
i e o Opstes Fomam o e
-
. =
//
i
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g
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o & Flisil-al - E=a SRR e

Fonte: Autor 2014.

Fiaura 41: Producdo da dupla D:. para a auestao 3 (parte I

3) altere o nimero de subintervalos para 6.
Retangulo Medida do Medida do Medida da | Medida da
tempo (t) intervalo de tempo | velocidade | Distancia
(At) V) (D)
1 = 0 |t= | [ 1,2 1,2
2° = | |t= 2 | B 1S 1,8
3° = =3 I 28 2,8
4° = 2 [te= 4 ! 4.2 4,2
[ e =4 |t=5 A G G
6° t= 5 [te= ¢ L g2 82
C Distancia total (D) 24 2 5
!
M=ty -ty=—d At =l A t-t= —
Ate= tg — =

Fonte: Autor 2014.

Figura 42: Producgé&o da dupla Dr, para a questéo 3 (parte I1)

3) altere o nimero de subintervalos para 6.
Retangulo Medida do Medida do Medida da | Medida da
tempo (t) intervalo de tempo | velocidade | Distancia
(at) V) (D)
12 =0 |t=3J 4 Iz be
22 L t= 2 4 {2 . f
30 =2 |[t= 3 ;SR 7.9
4 t=3 |t 4 4 2 sk
5° =y |ts=7 4 &
6° ts= S =, 1 527 1.2
Distanciatotal (Dy)-24 »
A R
Me=to—ts =S

Fonte: Autor 2014.
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Figura 43: Producéo da dupla Dr, para a questédo 3 (parte 11)

3) altere o nimero de subintervalos para 6.
Retangulo |  Medida do Medida do ‘ Medida da | Medida da |
tempo (t) intervalo de tempo | velocidade | Distancia |
@ | W D) |
N [ 0 I 1,22 Vi 22
120 t= 1 ;t2= Z | A J_J_a") 1,862
& =2 |t= i\ 2.6 7 |
I ey | 1,2 '
L |t=5 | ' 6 ¢
=6 | A 0,2 Q17
Distanciatotal (D) 2 U, 2 J
A / /]
Ay=ty ~p =l Aty = M= t—tp=
Ats=tg—t5 =_.__1____

Fonte: Autor 2014.

As estratégias que essas duplas utilizaram para preencher as colunas
“‘medida do tempo”, “medida do intervalo de tempo” e “medida da velocidade” da
tabela da questdo 3 (parte Il), foram as informacdes contidas no grafico. Bem
como, para preencher a coluna “medida da distancia”, as duplas utilizaram a
multiplicagao dos valores contidos na coluna “medida do intervalo de tempo” pelos
valores contidos na coluna “medida da velocidade”. Por outro lado, para
preencher a linha “distancia total”, as duplas somaram todos os valores da coluna

“medida da distancia”.

De um modo geral, as duplas repetiram as estratégias executadas nas
guestdes 3 (parte I) e 3 (parte Il) para as questdes 1 (parte I), 2 (parte 1), 4 (parte
), 1 (parte I1), 2 (parte 1) e 4 (parte II).

Na socializacdo das respostas das questdes 1 (parte 1), 2 (parte 1) 3
(parte 1), 4 (parte 1), 1 (parte 1), 2 (parte 1), 3 (parte 1l) e 4 (parte 1) no quadro
nenhuma das duplas conseguiram perceber a relacdo existente entre o nimero

de subintervalos e a medida At

No decorrer do preenchimento das tabelas, algumas duplas
perceberam que o valor numérico (representado por a) que aparecia na janela de

Algebra do GeoGebra, tinha o mesmo valor da distancia total calculado por elas.
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Baseada nas estratégias utilizadas nas questdes 1 (parte 1), 2 (parte I)
3 (parte 1), 4 (parte 1), 1 (parte Il), 2 (parte Il), 3 (parte 1l) e 4 (parte II) que as
duplas responderam as respectivas questdes: 5 (parte 1), 6 (parte 1), 7 (parte 1), 8
(parte 1), 9 (parte 1), 5 (parte 1), 6 (parte II), 7 (parte 1), 8 (parte 1) e 9 (parte II).

A questdo 11 (parte I) e a questdo 11 (parte Il) possuem a mesma
ideia. As questdes tém como enunciados:

Parte | — questdo 11

11) A tabela seguinte representa o valor aproximado da distancia total em funcao

do tempo. Preencha a tabela com as informagdes das questdes anteriores.

Figura 44: Producéo da dupla Dp, para a questdo 11 (parte I)

11) A tabela sequinte representa o valor aproximado da disténcia total em fungo

do tempo.Preencha a tabela com as informagBes das questdes anteriores.

N 112762 ]u]4]%][120]15
Distncia f |

ot | ¢ ”’,‘f( {/7 | (§ee] 195! l‘?/?j 018 | 120|202
aproimada |

Fonte: Autor 2014.

Parte Il — questao 11

11) A tabela seguinte representa o valor aproximado da distancia total em funcao

do tempo. Preencha a tabela com as informacdes das questdes anteriores.
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Figura 45: Producéo da dupla Dp, para a questdo 11 (parte II)

11) A tabela sequinte representa 0 valor aproximado da distancia fotal em fungao

do tempo.Preencha a tabela com as informagdes das questes antenores.

5 Distancia
fotal
aproximada

Fonte: Autor 2014.

A estratégia que essas duplas utilizaram para preencher a tabela foram
as simulacdoes geradas no GeoGebra. Observamos que as duplas utilizaram

informacdes contidas nas suas simulagdes para o preenchimento da tabela.

A questdo 13 (parte I) e a questdo 13 (parte Il) possuem a mesma

ideia. As questdes tém como enunciados:
Parte | — questao 13

13) Como vocé expressaria formalmente esse valor da distancia total quando n se

torna arbitrariamente grande?

Figura 46: Producéo da dupla Dr, para a questéo 13 (parte 1)

1) Como o et fmelmen 5 vlor it o cuano s

oma ariaramete rand

Fonte: Autor 2014.
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Parte Il — questéo 13

13) Como vocé expressaria formalmente esse valor da distancia total quando n se

torna arbitrariamente grande?

Figura 47: Producéo da dupla Dp, para a questédo 13 (parte 1)

13)Comovoc expressana fomalnents essevalorda disanda e qando e

{ma atiaranent gende? |

\ (A |
| r"l![t,/ A !
| VM

v

Fonte: Autor 2014.

Observamos nas respostas dada pelas duplas, que elas foram
efetivadas de forma erradas. Mas, destacamos a resposta da dupla Dp para uma
analise. Segundo Fischbein (1993) a intuicdo pode também trazer dificuldades
para o processo de aprendizagem. Pois, a interpretacao intuitiva, baseada numa
experiéncia individual primitiva e limitada, porém fortemente enraizada, que anula
o controle formal ou os pressupostos da resolucao algoritmica e assim distorce ou
bloqueia a reacdo matematica correta. Foi o que aconteceu com a dupla Dp no
momento de formalizar a distancia total e, no momento que afirma que a resposta

da questdo 13 (parte 1) é igual a questao 13 (parte I).

As questdes 1, 2 e 3 da parte Ill ttm como objetivo comparar a
construcdo de retangulos, utilizando, respectivamente, os pontos médios dos
intervalos da particdo do intervalo de integracdo, para o calculo de area.

Apresentamos a producéo desenvolvida pela dupla De.
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Figura 48: Producéo da dupla Dp, para a questdo 1, 2 e 3 (parte Il1)

1) ApSs a construgao do grafico, alterec numero de subintervalos para 6 e
responda os itens abaixo.

a) A distancia total &

b) Observe o 5° retangulo

O intervalo de tempo &, =

A velocidade nesse intervalo & f(t.)?

A velocidade nesse intervalo & f(ts)? __S

Existe um valor t, com ti<t < ts, tal que a velocidade nesse intervalo & f(1)7?

2) Altere ro de subintervalos para 12 © responda os itens abaixo

=) A d

b) Observe o etangulo.

© intervalo de tempo &,

A velocidade r intervalo & ()7

A velocidade nesse inter o & f(ts)?

Existe um valo| . tal que a velocidade nesse intervalo & 1(H)?

o na stao (1)7.

total &
b) Observe o 5° retangulo

O intervalo de te

alo & f(ts)?

alor t, com ta= t = ts, tal que a velocidade nesse intervalo & f(1)?

Fonte: Autor 2014.

Para responder as questbes (1), (2) e (3) da parte Ill as trés duplas
utilizaram as informacdes contidas no grafico. As trés duplas nao perceberam que
a altura ndo era nem o valor de f(ts) nem o de f(ts), mas sim de algum valor entre
os dois. Mas uma vez a intuicdo interferindo no processo de aprendizagem, no
momento que mobilizou as mesmas ideias das atividades | e Il para responder as
guestdes (1), (2) e (3) da atividade Il

Na socializagcdo, o Pesquisador perguntou: O que vocés acham do uso
do software GeoGebra no ensino de Integral? Apresentamos o trecho da

socializacao da resposta dada pelas duplas.

D.: Ficou facil acharmos a variacdo do tempo, a velocidade e a
distancia total.

D.: Fica facil o uso do GeoGebra na manipulacdo a respeito das
guantidades de retangulos e o calculo de area.

Dr: Ganhamos tempo, usando o GeoGebra, para responder as nossas
respostas.
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Dr: Observamos que no momento que aumentdvamos o valor do n no
GeoGebra o valor da somatéria das areas aumentava na atividade | e na

atividade IlI, diminuia.

Dr: Deu para perceber por meio do GeoGebra que o valor da area na
parte 1, 1l e Ill da atividade 4 foram os mesmos valores na medida que aumento o

namero de retangulos.

Deu para perceber na fala da dupla Dp que ela percebeu que néo
importa 0 método que utilizamos para calcular esta area, obtemos sempre o

mesmo valor.

Observamos nas falas das duplas a importancia do uso de um software
matematico no ensino do Célculo Diferencial e Integral. Estudos ja realizados
como de Melo (2002), Machado (2008), Ramos (2009), e Escher (2011),
mostraram a importancia de um software matematico no ensino do Calculo

Diferencial e Integral.
4.4 — QUARTO ENCONTRO

No dia 02/6/2014, ocorreu o quarto encontro; estiveram presentes 13
duplas, o pesquisador iniciou as atividades, retomando os principais resultados

atingidos no encontro anterior e, em seguida, entregou as atividades 5,6 e 7.

Essas atividades, consistem na formalizacdo do limite da soma das
areas dos n retangulos no calculo da area e aplicar o conceito de integral em
outras areas de conhecimentos de forma que os alunos consigam fazer a

transferéncia de conhecimentos.

Escolheremos aquelas questbes que, consideramos relevantes para

nossa analise no momento de forma que possamos atingir nossos objetivos.

A atividade 5 possui 4 questdes; iremos neste momento analisar a

atividade 5, com as respectivas questdes 1, 2 e 4.

1) Como vocé acharia a area sob o grafico de y = x? entre x=0 e x=4? Justifique

sua resposta.
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2) Se usarmos a particdo do intervalo [0,4], cujos sub-intervalos tenham medida
Ax; = 1, qual serd o valor do nimero de subintervalos n e a medida da area da

regido sob o grafico de y = x? entre x=0 e x=47?

3) Responda a mesma pergunta utilizando o procedimento da questao 2, tomando

agora Ax; = 0,5.

4) Vocé teria como melhorar o resultado da medida da area dessa regido?

Justifique sua resposta.

7

O objetivo dessa atividade é utilizar a formalizacdo da definicdo de
integral, como limite da soma das areas dos n retangulos, quando n tende a

infinito

Observamos que essas duplas alcancaram uma resposta coerente com
aquilo que se pedia, pois na questdo 1, a dupla mobilizou conhecimentos das
atividades anteriores na sua resposta, fazendo o esboco grafico e determinando
as regibes (no grafico) onde iriam calcular as respectivas areas. Também

mobilizou o processo algoritmico.

Ja na questdo 2, a dupla conseguiu utilizar os processos intuitivo e
algoritmico, usando a ideia de area de retangulo para solucdo desta questao.
Com relacédo a 4 questéo, as duplas erraram as suas respostas, pois teriam que
melhorar o resultado da medida da area, tornando-se cada vez melhor a medida

gue aumentamos o numero de retangulos, isto €, quandon— oo

Figura 49: Produc¢édo da dupla Dr, para a questdo 1,2 e 4

Fonte: Autor 2014.
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A atividade 6 possui 5 questbes; iremos neste momento analisar a
atividade 6, com as respectivas questdes 1, 2,4 e 5.

Analisando a atividade 6, consideramos que o0 objetivo foi alcangcado
em parte, visto que as duplas conseguiram resolver integralmente ou

parcialmente o que se propunha nas atividades, baseado em tudo que foi
trabalhado nas atividades anteriores.

Na questdo 2, a dupla Dp utilizou-se da andlise grafica, do componente
algoritmico, e de calculo de area para responder sua questdo. Isto mostra que o
conhecimento mobilizado nas atividades anteriores estd sendo aplicado pela
dupla nessa questéao.

Figura 50: Producéo da dupla Dp, para a questéo 2

2) Usando uma calculadora, calcule as somas a esquerda e a direita comn = 4

nara

4

AN

Fonte: Autor 2014.

Figura 51: Produc¢é&o da dupla Dr, para a questéo 4

4) Represente a integral |~ —dx como area

L

P &

Fonte: Autor 2014.
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A atividade 7 possui uma questdo; iremos neste momento analisar a

atividade 7, com os respectivos itens (a) e (b).

As trés duplas analisadas apenas a dupla Dp respondeu essa
atividade.

Figura 52: Produgé&o da dupla De, para a atividade 7

o) Faga uma representagdo de como vocé calcularia a variagao total na
bopulacgdo de bactérias durante as duas horas det=0at=2

{

Fonte: Autor 2014

Observamos que no item (a) a dupla representou corretamente
integral definida. Mas no item (b) a dupla errou a questdo, pois mostra
importancia da inter-relacdo entre categorias de Fischbein (1993), saber

definicdo de integral, ndo foi suficiente para resolver, espontaneamente

©c 2 9 9 9

guestdo, pois, ndo foi desenvolvida na dupla uma habilidade para resolver
problema.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta tese teve por objetivo investigar o desempenho estratégico dos
licenciandos em matematica frente a uma sequéncia de ensino que visa ao
processo de introducdo ao conceito de Integral por meio da Resolucdo de
Problemas, bem como identificar em suas estratégias de resolucdo, observando a
predominancia individual e/ou simultdnea dos aspectos basicos das atividades
matematicas, segundo Fischbein, quais sejam: a intuicdo, o algoritmo e o formal.

A sequéncia de ensino desenvolvida abordou alguns conceitos
preliminares necessarios a compreensao do conceito de Integral tais como:
particdo de intervalos, notacdes de limites e de somatoria e o calculo aproximado
de areas pela soma de Riemann. Adotamos, a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica por meio da Resolucdo de Problemas,
segundo Onuchic e Allevato e buscamos identificar as trés categorias descritas
por Fischbein presentes em uma atividade matematica, a saber: o formal, o
algoritmo e o intuitivo, com o intuito de responder a nossa questdo de pesquisa:
Como se da o processo de introducdo ao conceito de Integral para alunos de
Licenciatura em Matematica, utilizando-se a metodologia da Resolucdo de
Problemas, na perspectiva dos aspectos basicos presentes na atividade
matematica, segundo Fischbein?

Em certos momentos foi utilizado o software GeoGebra, como ferramenta

de visualizacéo de gréaficos e também para agilizacao de célculos.

A estratégia do ensino da matematica por meio de resolucdo de
problemas mostrou-se eficaz no sentido de dar oportunidade aos estudantes de

discutir suas estratégias de resolucéo, quer no interior da dupla, quer no momento
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da socializag¢édo das solu¢des, quer na plenéria, contribuindo para que os mesmos

passassem a apresentar certa autonomia e criticidade em suas producgdes.

Podemos observar que o0s sujeitos, no primeiro encontro mostraram-se
timidos, mas que, pouco a pouco, em diversas etapas propostas pelo roteiro de
resolucdo de problemas, foram se sentindo mais seguros em apresentar suas
estratégias de resolucdo, participando com mais autonomia das discussoes,
revelando assim, uma posicdo mais critica quanto suas respostas e as dos
colegas, comecando a se tornar, de fato, agente de sua aprendizagem. Este fato
se revelou nas oportunidades em que o0s estudantes apresentavam uma
estratégia de solucao na lousa e, na argumentacao oral, jA acrescentavam outros

elementos.

No primeiro encontro, do desenvolvimento das atividades, fomos
percebendo algumas indicacdes sobre o processo de aprendizagem dos alunos,
gue se mostrou lento no inicio, pois eles sentiam dificuldade em produzir as
conclusdes nos protocolos e na socializacdo das respostas. Esse fato ja havia
sido explicitado por Melo (2002) que em sua pesquisa constatou, ao comparar
as respostas escritas dadas pelos alunos com os comentarios  orais,
gue eles apresentam grandes dificuldades em expressar seus argumentos

por escrito, utilizando da linguagem matematica.

Ao final, é possivel apontar as seguintes contribuicdes da metodologia de
ensino de Onuchic e Allevato (2004) e as trés categorias de Fischbein (1993) na

nossa pesquisa.

Observamos, ainda, que a discussdo em grupo é de fundamental
importancia e traz grandes contribuicbes para a aprendizagem de um conceito,
haja vista que se torna viavel a reflexdo do caminho a percorrer para se a solucéo
de um problema, além de conferir autonomia para as duplas no momento de
discusséao das estratégias planejadas. Percebemos um avanco na medida em que
0s encontros iam acontecendo, nos quais 0s alunos em sua maioria mostravam-
se mais motivados e participantes durante a efetivacdo da atividade. Isto
corrobora com que Onuchic afirma a respeito da metodologia de ensino e

aprendizagem da matematica por meio da Resolucdo de Problemas: que
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contribue para criagdo de um ambiente de aprendizagem para o desenvolvimento
das atividades, permitindo que os alunos usem as suas proprias ideias e que néo,
simplesmente, sigam diretrizes pré-estabelecidas, estimulando-os a acreditarem

em suas competéncias e habilidades para construirem seu conhecimento.

Percebemos, por meio da sequéncia de ensino, que as duplas
conseguiram mobilizar conhecimento de uma atividade para outra, como é o caso

da representacdo da particdo de intervalo e do célculo e soma de areas.

A maioria dos alunos conseguiu superar 0s obstaculos que apresentavam
nas dificuldades da aprendizagem de ideias iniciais envolvidas no conceito de
Integral, enfatizando certos aspectos comprobatérios nas respostas dadas.
Observamos também que nos protocolos eram visiveis 0s aspectos de
Fischebein, predominantemente o algoritmo, e com menor frequéncia o aspecto

intuitivo se manifestavam em suas solugoes.

Percebemos também, nas falas das duplas a importancia do uso de um
software matematico no ensino do Calculo Diferencial e Integral. Estudos ja
realizados como de Melo (2002), Machado (2008), Ramos (2009), e Escher
(2011), mostraram a importancia de um software matematico no ensino do
Céalculo Diferencial e Integral. Acredita-se que, o uso de um software matematico
deve ser um caminho a ser seguido pelos educadores comprometidos com a

educacao.

Observamos, alguns erros na solucéo dos problemas dados pelas duplas,
pois esses erros mostraram a importancia da inter-relacdo entre categorias de
Fischbein (1993), saber a definicdo de um conteddo matematico, ndo é suficiente
para resolver, espontaneamente a questdo, pois, ndo foi desenvolvida no sujeito

uma habilidade para resolver o problema.

Respondendo especificamente a questdo de pesquisa como se da o
processo de introducdo ao conceito de Integral para alunos de Licenciatura em
Matematica, utilizando-se a metodologia da Resolucdo de Problemas,
na perspectiva dos aspectos basicos presentes na atividade matematica, segundo

Fischbein, os resultados de pesquisa permitem concluir que o0s alunos
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conseguiram identificar as ideias preliminares envolvidas no conceito de Integral

na perspectiva dos aspectos de Fischbein , por meio da Resolucdo de Problemas.

Enfim, esperamos que os resultados alcancados nesta pesquisa possam
contribuir com a Educacdo Matematica no sentido de avancar nha compreensao

das dificuldades para melhor ensinar e aprender Integral.

O trabalho também contribuiu para nossa préatica pedagdgica, no sentido
de refletir sobre a possibilidade/necessidade de oferecer ao futuro professores
oportunidades para vivenciar uma metodologia que concorra para a sua formacgao
inicial, colaborando no desenvolvimento de sua autonomia, criticidade e
conscientizacdo de sua capacidade de construir 0os seus proprios conhecimentos;
e aos professores que trabalham com Calculo Diferencial e Integral, fica a
sugestdo de uma sequéncia de ensino a ser utilizada, como as modificacdes

consideradas necessarias, na introdu¢do do conceito de Integral.

Como expectativa de pesquisas futuras, sugere-se a possibilidade de
outros temas matematicos como: a introducdo do conceito de limite e derivada
envolvendo os aspectos basicos presentes na atividade matematica, segundo
Fischbein e como podemos identificar as inter-relacées dos aspectos de Fischbein

nas atividades matematicas.
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ANEXO -1

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Declaro, por meio deste termo, que concordei em participar da
pesquisa intitulada: “O ENSINO E A APRENDIZAGEM DAS IDEIAS
PRELIMINARES ENVOLVIDAS NO CONCEITO DE INTEGRAL, POR MEIO DA
RESOLUCAO DE PROBLEMAS”, desenvolvida por Gilberto Emanoel Reis
Vogado.

Fui informado (a) que:

a) A pesquisa € orientada pelo Prof. Dr. Benedito Antdnio da Silva;

b) O uso das informagBes por mim fornecidas estd de acordo com as normas
éticas destinadas a pesquisa envolvendo seres humanos;

¢) A minha colaboragéo se fara de forma anénima, por meio das respostas dadas
nos instrumentos de coleta de dados elaborados pelo pesquisador,

d) O acesso e a analise dos dados coletados se fardo apenas pelo pesquisador e
seu orientador.

Por fim, fui esclarecido (a) sobre o0s objetivos estritamente académicos do estudo.

Afirmo que aceitei participar por minha prépria vontade, sem receber qualquer
incentivo financeiro ou ter qualquer 6nus e com a finalidade exclusiva de colaborar para o
sucesso da pesquisa.

Atesto o recebimento de uma cépia assinada deste Termo de Consentimento Livre e

Esclarecido, conforme recomendacdes da Comissdo Nacional de Etica em Pesquisa
(CONEP).

Belém (PA), de de 2014.

Assinatura do (a) participante:

Assinatura do Pesquisador:
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ANEXO -2
QUESTIONARIO

Aluno
(@
Aluno
(@
Data: / /
Atividade 1

1) O gréfico abaixo representa uma viagem realizada por uma pessoa em seu
carro, durante 5 horas. Observando o gréfico, descubra qual foi a distancia total

percorrida por essa pessoa?

Velc‘)f:idade (quildmetros/hora)

80 1

é » Tempo (horas)
Figura 1: Autor, 2014
2) Uma pessoa em seu carro viajou a 50 km/h durante 3 horas, depois a 75 km/h

por 2 horas, depois a 90 km/h por 4 horas.

a) Esboce um unico gréfico ilustrando as 3 situacfes da velocidade para a viagem

descrita.

b) Determine a distancia percorrida para cada intervalo de tempo, apenas

observando o grafico.

c) Determine, de acordo com o que foi feito no item (b) a distancia total percorrida.
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3) Os resultados encontrados nas questbes 1 e 2-c, representam a medida da
distancia total percorrida pelo movel. Esses resultados podem representar uma

outra medida? Justifique sua resposta
Atividade 2

1) Faca um esboco do gréfico da funcdo velocidade dada por V(t) = -t> + 6t em
km/h, em que t representa o tempo em horas. llustre a regido do plano limitada

pelo grafico da fungéo V, pelos eixos coordenados e pela reta vertical t = 3.

2) E possivel usar formulas da geometria para calcular a distancia total exata
usando a area da regido acima ilustrada? Justifique sua resposta.

3) Se ndo encontrou uma maneira de efetuar o célculo exato da distancia total
usando a area da regido ilustrada na questéo (1), ache uma aproximacéao para a

mesma.

4) Vocé acha que é possivel melhorar a estimativa feita na questéo (3)? Justifique

sua resposta.
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QUESTIONARIO

Aluno
(@
Aluno
(@
Data: / /
Atividade 3
Parte |

A figura abaixo mostra o grafico da velocidade, V, de um objeto (em
km/h), representada pela funcéo f. A area dos retangulos escuros representa a
estimativa inferior para distancia total percorrida pelo objeto durante as 8 horas, e
a area dos retangulos escuros e brancos, juntos, representa a estimativa superior

para distancia total percorrida nas mesmas 8 horas.

Velocidade (V)
F'S

68
64

52

32

Tempo (t
2 4 6 8 po

Figura 2: Autor, 2014

1) Qual a variacao do tempo nos intervalos [0,2]; [2,4]; [4,6]; [6,8]?

2) Como vocé representaria essas variacdes?

3) No gréfico acima calcule f(0), f(2), f(4), f(6) e f(8)
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4) Os valores de f(0), f(2), f(4), f(6) e f(8) podem ser identificados das seguintes

formas:

a) No campo da funcéo esses valores sao identificados como:

b) No campo da fisica eles séo identificados como:

c) No campo da geometria sao identificados como:

5) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?
6) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

7) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questoes (5) e

(6).
8) Qual a diferenca entre a estimativa superior e a inferior nas questdes (6) e (5)

9) Vocé acha que € possivel melhorar as estimativas feitas nas questdes (5) e

(6)? Justifique sua resposta.
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Parte Il

O gréfico abaixo mostra medidas mais frequentes da velocidade

Velocidade (V)
-~

» Tempo (t)

h
N
[
IN
4]
[0}
N
®

10) Qual a variacdo do tempo nos intervalos [0,1]; [1,2]; [2,3]; [3.4]; [4,5]; [5,6];
[6,7]; [7,8]?

11) Como vocé representaria essas variacoes?

12) No grafico acima calcule f(0), f(1), f(2), f(3), f(4), f(5), f(6), f(7) e f(8).
13) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa inferior?
14) Que distancia total percorreu o objeto, usando a estimativa superior?

15) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questoes (13)
e (14).

16) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questées 5 e
(13).

17) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa inferior),
se a variacdo do tempo for ainda menor em relacdo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.
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18) Compare (maior ou menor) as duas distancias encontradas nas questdes 6 e
(14).

19) O que vocé acha que vai acontecer com a distancia total (estimativa superior),
se a variagdo do tempo for ainda menor em relacdo as que foram trabalhadas?

Justifique sua resposta.

20) Qual a diferenca entre a estimativa superior e a inferior nas questbes (14) e
(13)

21) Compare (maior ou menor) os resultados encontrados nas questdes 8 e (20)

22) O que vocé acha que vai acontecer com a diferenga entre a estimativa
superior e a inferior, se a variacdo do tempo for ainda menor em relacédo as que

foram trabalhadas? Justifique sua resposta.
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QUESTIONARIO

Aluno
€))

Aluno
(@

Data: / /
Atividade 4

Utilize o Geogebra para construir o grafico da funcdo velocidade de um
mével, dada por V(t) = 0,2t> + 1 em km/h, com o tempo t em horas. llustre a regiéo

do plano limitada pelo gréafico da funcéo V, pelos eixos coordenados e pela reta

vertical t = 6.

Parte |

Execute no GeoGebra as seguintes acdes para construcao do grafico:

Func&o[0.2x"2 + 1, 0, 6]

n=150

A=(0,0) e B=(6,0)

Sinferior=SomaRetangulosf, x(A), x(B), n, 0]
o Somalnfericr; =N
-~ S

///

@ cm 3 b3 amll R
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1) Preencha a tabela abaixo, usando as informag¢6es do gréafico

Retanaulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de | Medida da Medida da
9 P tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
Distancia total (Dy)
At1=t1 - to =----------—---

2) Repita o procedimento da questdo 2, alterando o numero de subintervalos para

2.
oo | esdado o ) | oo o evao® (eI G TG
10 to= 1=
20 t1= to=
Distancia total (D)
Ati=t; - to =-------mmmmo- A e R
3) altere o numero de subintervalos para 6.
Retangulo | Medida dotempo () | o % (M0 90 UL e ) | Dietangi (0
1° to= ti=
20 ti= to=
3° to= ts=
40 ts= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
Distancia total (D)
Ati=t; - to =----m-mmmmee- A e e R ; Atz= t3 — to =-----mmmmme- ;
AT P L ——
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4) altere o numero de subintervalos para 12.

Retangulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de Medi(_ja da M.edﬁida_da
tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= ti=
20 ti= to=
3° to= ts=
40 ts= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
7° te= tr=
8° tr= ts=
9o ts= to=
10° to= ti0=
11° t10= tua=
120 tu= tio=
Distancia total (D)
Ati=t; - to =-------mmmme- A e e R ; Ats= t3 — to =-----mm-m-m- ;
Aty=tg — t3 =-----mmmmmmme ; Atio= t12 — t1g =------mm-m--

5) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 24, qual sera a distancia total?

6) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 48, qual ser& a distancia total?

7) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 96, qual ser& a distancia total?

8) Se alterarmos o0 numero de subintervalos para 120, qual sera a distancia total?

9) Se alterarmos 0 numero de subintervalos para 150, qual sera a distancia total?

10) Baseadas nas questdes anteriores, como vocé poderia formalizar a distancia

total, sabendo que to t1, to, t3,....... , th sdo as extremidades dos subintervalos?

11) A tabela seguinte representa o valor aproximado da distancia total em funcao

do tempo. Preencha a tabela com as informacgdes das questdes anteriores.

157



N 1 2 6 12 24 48 96 120 150

Distancia total
aproximada

12) Com o crescimento de n na tabela acima, a distancia total tende a chegar um
valor exato. Qual é esse valor? 13) Como vocé expressaria formalmente esse

valor da distancia total quando n se torna arbitrariamente grande?
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Parte Il

Execute no GeoGebra as seguintes ac¢des para constru¢ao do grafico:

Funcgéo[0.2x*2 + 1, 0, 6]

n=150

A=(0,0), B=(6,0) e C=(1,0)
SSuperior=SomaRetangulos][f, x(A), x(B), n, X(C)]

SomaSuperiorggh - oM

1) Preencha a tabela abaixo, usando as informac¢des do grafico

Retanaulo Medida do tempo (1 Medida do intervalo de | Medida da Medida da
9 P tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1i=
Distancia total (Dr)
At1= 13 - to =----------m---

2) Repita o procedimento da questédo 2, alterando o niumero de subintervalos para
2.

Retangulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de MeQida da Mefjidg da
tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
20 t1= to=
Distancia total (Dv)
At1=t1 - to =-------mm-mm-- ; Ato=to — tg =---mm-mmmee-
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3) altere o numero de subintervalos para 6.

Retangulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de Medic_ja da M.edﬁida_da
tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
20 ti= to=
3° to= ts=
40 ts= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
Distéancia total (Dv)
Ati=t; - to =------mmmmme- A e e R ; Ats= t3 — to =-----mm-m-m- ;
Ate= tg — t5 =------mmmmmmm

4) altere o numero de subintervalos para 12.

Retangulo Medida do tempo (1) Medida do intervalo de Medit:ja da M.edAida.da
tempo (At) velocidade (V) | Distancia (D)
1° to= t1=
20 ti= to=
3° t= ts=
40 ts= ta=
50 ta= ts=
6° ts= te=
7° te= t7=
8° tr= te=
9° ts= to=
10° to= t10=
11° t10= ti=
12° ti= tio=
Distancia total (Dv)
Ati=t; - to =------mmmmme- A e e R ; Atz= t3 — to =-----mmmmme- ;
Atg=tg — t3 =----mmmmmmmeee ; At1o= tip — t1g =---mmmmmmmmme-

160



5) Se alterarmos o numero de subintervalos para 24, qual seré a distancia total?

6) Se alterarmos o numero de subintervalos para 48, qual sera a distancia total?

7) Se alterarmos o numero de subintervalos para 96, qual sera a distancia total?

8) Se alterarmos o numero de subintervalos para 120, qual seré a distancia total?

9) Se alterarmos o numero de subintervalos para 150, qual sera a distancia total?

10) Baseadas nas questdes anteriores, como vocé poderia formalizar a distancia

total, sabendo que to, t1, to, t3,....... , th s@o as extremidades dos subintervalos?

11) A tabela seguinte representa o valor aproximado da distancia total em fungéo

do tempo. Preencha a tabela com as informacgdes das questdes anteriores.

N 1 2 6 12 24 48 96 120 150

Distancia total
aproximada

12) Com o crescimento de n na tabela acima, a distancia total tende a chegar um

valor exato. Qual é esse valor?

13) Como vocé expressaria formalmente esse valor da distancia total quando n se

torna arbitrariamente grande?

14) Comparando a questédo 11 da parte | com a questédo 11 da parte Il, o que vocé
acha que vai acontecer com essas distancias quando n se torna arbitrariamente

grande?
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Parte Il

Execute no GeoGebra as seguintes ac¢des para constru¢ao do grafico:

Fungao[0.2x"2 + 1, 0, 6]

n=150

A=(0,0), B=(6,0) e D=(0.5,0)
S.P.D.I=SomaRetanguloslf, x(A), x(B), n, x(D)]

ST T LT o

1) Apés a construcdo do grafico, altere o numero de subintervalos para 6 e

responda os itens abaixo.

a) A distancia total é

b) Observe o 5° retangulo.

O intervalo de tempo &

A velocidade nesse intervalo é f(t4)?

A velocidade nesse intervalo é f(ts)?

Existe um valor t, com t4 <t < t5, tal que a velocidade nesse intervalo é f(t)?
2) Altere o numero de subintervalos para 12 e responda os itens abaixo.

a) A distancia total é

b) Observe o 5° retangulo.

O intervalo de tempo é

A velocidade nesse intervalo é f(t4)?

162



A velocidade nesse intervalo é f(ts)?

Existe um valor t, com ts4 < t < ts, tal que a velocidade nesse intervalo é f(t)?
O valor de t desta questao é o mesmo encontrado na questéo (1)?
3) Altere o numero de subintervalos para 24 e responda os itens abaixo.

a) A distancia total é

b) Observe o 5° retangulo.

O intervalo de tempo é

A velocidade nesse intervalo é f(ts)?

A velocidade nesse intervalo é f(ts)?

Existe um valor t, com t4 <t < t5, tal que a velocidade nesse intervalo é f(t)?

O valor de t desta questdo € o mesmo encontrado na questdo (1) e na questao
(2)?

4) De guantas maneiras vocé acha que € possivel escolher o valor de t, com

t4 < t < ts? Justifique sua resposta.

5) O que vocé observa em relagcdo a distancia total quando n se torna

arbitrariamente grande?

6) Baseada nas questbes (1), (2) e (3) da parte Ill, como vocé expressaria
formalmente esse valor da distancia total quando n se torna arbitrariamente

grande?

7) Analisando as partes I, Il e Il da atividade 4, a distancia total depende do ponto

t escolhido para construir os retangulos? Justifique sua resposta.

8) Comparando as partes |, Il e Ill da atividade 4, o que vocé acha que vai

acontecer com essas distancias quando n se torna arbitrariamente grande?
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QUESTIONARIO

Aluno
€))
Aluno
€))
Data: / /
Atividade 5

1) Como vocé acharia a area sob o gréfico de y = x? entre x=0 e x=47? Justifique

sua resposta.

2) Se usarmos a particdo do intervalo [0,4], cujos sub-intervalos tenham medida
Ax; = 1, qual sera o valor do numero de subintervalos n e a medida da area da

regido sob o grafico de y = x? entre x=0 e x=47?

3) Responda a mesma pergunta utilizando o procedimento da questédo 2, tomando

agora Ax; = 0,5.

4) Vocé teria como melhorar o resultado da medida da area dessa regido?

Justifique sua resposta.
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TEXTO PARA LEITURA

Se f representa a taxa de variagcdo de alguma quantidade, entdo a soma
inferior e a soma superior sdao aproximacdes da variacdo total da quantidade.
Para procurar exatamente a variagao total, tomamos n cada vez maior e olhamos

os valores a que se aproximam as somas a esquerda e a direita.

Se f for continua para a =t = b. A integral de f entre a e b, denotada por
f:f[tjdt, € o limite da soma inferior ou da soma superior, com n subdivisdes de

[a, b], quando n se torna arbitrariamente grande.

n-1

jb f (t)dt =lim (soma inferior) = lim (Z f(t;)At
a n—oo n—oo iZo
e
Ib f (t)dt =lim (soma superior)=lim (Z f(t;)At
a n—oo n—oo i1
Cada uma destas somas chama-se uma soma de Riemann, f se chama

funcao integranda, a e b chamam-se limites de integracdo. (HUGHES-HALLETT
et al, 2009, p. 121).

Atividade 6

Objetivo: Nesta atividade apds a institucionalizacdo do conceito de
integral pela construcdo de retangulos espera-se que 0S grupos sejam capazes,
de avaliar uma integral.
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1) O gréfico da funcéo f é dado na figura abaixo. Avalie a integral f; flx)dx

Figura 6: Gréfico da funcgéo f.

10

Fonte: Extraido do livro HUGHES-HALLETT et al. 2009. n. 123

a) Represente no grafico acima a soma inferior de Riemann e superior, com n =
3.

b) Escreva os termos da soma, mas néo a calcule.
c) Podemos melhorar a preciséo da area? Justifique sua resposta.

2) Usando uma calculadora, determine as somas inferior e superior, com n = 4

para ff idx :

3) Baseado na questéo (2) como se comparam estas somas com o valor exato da

integral?

4) Represente a integral ff idx como area

5) Explique, com suas palavras, o que significa a integral da funcao f no intervalo

[a, b], ou seja, _|r: flx)dx .
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Atividade 7

1) Suponha que uma populacao de bactérias cresca a taxa de f(t) = 2! milh6es de
bactérias por hora.

a) Dé “uma integral” que represente a variagao total na populagdo de bactérias
durante as duas horas,det=0at=2.

b) Faca uma representacdo de como vocé calcularia a variagdo total na

populacdo de bactérias durante as duas horasdet=0at= 2.
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