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Resumo

Este estudo analisa os critérios de aceitabilidggéemétrica e a
representacdo de curvas, presentes no ehsai@éométriede René Descartes,
considerando o contexto historico e cientifico eme g@ssa obra foi escrita, na
primeira metade do século XVII. O objetivo prindigaverificar o que Descartes
considerava como sendo uma representacéo suficlentena curva; que tipos de
representacdo de curvas ele usou e quais curvaandews nao ser aceitas em
geometria, de acordo com 0s seus critérios de&eleg

A dissertacdo discute primeiramente a educacadtifs recebida por
Descartes e a influéncia exercida pelo escolagtisa sua formacéao intelectual.
Depois descreve a simplificagdo da notacao alggleriglguns passos importantes
do desenvolvimento histérico da algebra e da getametesde o final do século
XV até o surgimento dea Géomeétrie.

O exame daskegulae ad Directionem Ingenserviu ao objetivo de
esclarecer o significado do processo construtivgetanetria cartesiana. Resulta
que a classificacdo cartesiana das curvas é carsagudireta dos principios
gerais do método analitico cartesiano, tal comexpisto naRegulae.

Descartes nao definiu explicitamente como geona&rapenas as curvas
que admitissem equagfes algébricas. EanGéométrieele fez uso de dois
critérios, o algébrico e o instrumental, sendo tma baseado no uso de
instrumentos com 0s quais a curva pode ser trapaamlantanto, Descartes parece
ter percebido que ndo ha equivaléncia entre sifitas;do das curvas de acordo
com o grau de suas equacfes e a classificacdo rdbsermpas geométricos

segundo a facilidade de sua construgao.

Palavras-chave: René Descartes, Geometria, Curvas.



Abstract

This work analyses Descartes’ different criteriar fgeometrical
acceptability and representation of curves, as ey found in his booka
Géométrie taking into account the historical and scientifmntexts of the first
half of the seventeenth century, when the work etdartes was written. The
main purpose is to find out what Descartes regaesed sufficient representation
of a curve; which ways of representing curves $edyand which curves were
geometrically admissible or inadmissible, accordmdis selection criteria.

This dissertation first discusses Descartes’ Jeseitlucation and the
influence of scholastic thinking over his thougihext, it describes some
important steps in the historical development gfebla and geometry, and the
improvement of the algebraic notation from the lafieenth century up to the
appearance of Descart€géométrie

The analysis of th&kegulae ad Directionem Ingertielped to elucidate
the meaning of the constructive procedure of Cemtegeometry. It was found
that Descartes’ classification of curves was aadli@itcome from the general
principles of the Cartesian analytic method, @pjiears in theRegulae

Descartes did not explicitly characterize “geonuetfi curves as those
admitting algebraic equations. He used two critbstageometrical acceptability
of curves in theGéométrie namely the algebraic criterion and the instruralent
one, the latter being grounded on the use of imsnis by which the curve could
be traced. Nevertheless, Descartes was seeminglgeahat the classification of
curves according to the degree of their equatiomd e classification of
geometrical problems according to the way theybark are not equivalent.

Key words: René Descartes, Geometry, Curves.
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INTRODUCAO

Um ponto de vista geralmente aceito e difundidoeeos matematicos € o
de que a obrda Géométriede René Descartés teria 0 mérito da criacdo da
chamada “geometria analitica”. No entanto, esta oidto pode ser considerada
como um primeiro texto sobre este assunto. Naoeapar ai, explicitamente, os
eixos ou sistemas de coordenadas que agora samidexas “cartesianas”. Nao
sdo deduzidas equacdes da linha reta e de secGdesast de uma forma
sistematica, embora haja algumas equag¢fes do seguaud que séo interpretadas
como representativas de secc¢des cbnicas. Além, dissa grande parte deste
livro consiste em uma teoria de equacdes algeébricastendo inclusive a
conhecida “regra de Descartes” para determinarmentl de raizes positivas e
negativas, que ele chamou de raizes verdadeiratsas f respectivamente. Em
vista do que foi exposto, ndo é adequada a veraétarie difundida de que
Descartes teria criado a “geometria analitica” cdioou conhecida a partir do
século XIX, ou como é conhecida na atualidade.ndiéacia de um historiador é
geralmente de desfazer “mitos” tais como este, deador da geometria
analitica”. Ndo se deve, no entanto, esquecer dailwoicdo de Descartes, que
deve ser avaliada de forma adequada no seu contextparada aos trabalhos de
outros, e verificando-se o que o proprio Descaréessava estar realizando.

Os meéritos deLa Geéométrie encontram-se sobretudo na aplicacdo
consistente da algebra ja desenvolvida no séculbaX¥nalise geométrica dos
antigos, ampliando a sua aplicabilidade. Uma domigéo importante foi a
rejeicdo por Descartes das restricbes de homogeteeidos seus predecessores,

que ainda eram frequenteslogistica speciosae Viete. Desta forma, expressoes

como x?%,x® ,xypassaram a ser consideradas como segmentos de néi@a,mais

! René Descarted,a Géométrie um dos ensaios de s@iscours de la Méthode pour bien
conduire sa raison, et chercher la vérité dansdeignces, plus La Dioptrique, Les Météores et la
Géomeétrie Qui sont des essais de cette méfHoelden, 1637. Foi consultada a edicdo fac-
similar do original, contida na tradug&o para déegle David Eugene Smith e Marcia L. Latham
(ed. e trad.)The Geometry of René Descartdsva lorque, reimp. Dover, 1954. Nas referénaias
La Géométrig indicaremos os numeros de pagina da edi¢do atigeguidos da numeragdo da

edicéo fac-similar.
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como superficies ou volumes. Uma equacao algétminau-se uma relacao entre
nameros, efetuando um incremento na abstracdo ratwemisto possibilitou o
desenvolvimento posterior da algebra e o tratamgetal das curvas algébricas.

Grande parte da notacdo de Descartes ja era catal Encontramos no seu
. ~ . 1 1 , ~
livro expressoes tais comez}:a+ Zaa+ bb. Esta difere da nossa notacéo apenas

porque Descartes escrevia “aa” em veztleembora usass# para “aaa” &’
para “aaaa”. Nao é dificil seguirmos o conteudosedo livro, mas ndo se deve
observa-lo sob o prisma da moderna geometria maalitentar encontrar ebma
Géométriea geometria analitica atual seria um anacronisbeotamente a obra
de Descartes foi uma das contribuicdes relevantesum longo caminho que
construiu a nossa geometria analitica, mas naoeim o primeiro passo, nem o
passo decisivo, nem o passo final do processo.

Este trabalho é composto por esta introducdo egpatro capitulos. O
capitulo 1 trata da formacéo intelectual recebmtaRené Descartes, ao longo dos
oito anos formadores de sua Unica educacdao institaic no colégio jesuita Henri
IV de La Fleche. Aborda os métodos de ensino altaatbs, comuns a todos 0s
colégios jesuitas, os procedimentos estabelecidd®atio Studiorumas formas
principais de instrucdo utilizadas e o sélido camnusso dos jesuitas com o
estudo humanista das letras. A filosofia e a litgeaclassicas, que eram produto
de uma cultura paga da antiglidade, eram ali et@snaob um ponto de vista
“cristianizado”. Quanto ao ensino da matematica wokgios jesuitas, foi
profundamente influenciado por Cristovdo Claviusie gargumentava que a
matematica devia se tornar uma matéria essenciaktglo no Colégio Jesuita
Romano, pois considerava que a filosofia natueat) as disciplinas matematicas,
era pouco convincente e fraca em argumentos, porizcompleta’

A seguir, delineamos o desenvolvimento histéri@ &gebra e da
geometria desde o final do século XV até a primeigtade do século XVII,
quando surgiu a geometria cartesiana. A partiradsurgimento do platonismo,
comecgou um movimento na Europa que absorveu onato medieval provindo

de Santo Agostinho e outros, e que oferecia uma muerpretacdo de Platdo.

2 A. C. CrombieStyles of Scientific Thinking in the European Ttiadj Londres, Duckworth,
1994, vol. 1., p. 492.
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Esse movimento continuou durante o século XVII, ndatizava o valor da
matematica para as artes praticas.

O capitulo 2 apresenta as conexfes existentes astiRegulae ad
Directionem Ingeniie La Géométrie A matematica que serviu de modelo e
critério para a filosofia de Descartes foi em geapdrte uma criacdo do proprio
Descartes, e refletia muitos dos seus principisdficos. Uma das metas
programaticas de Descartes era tornar a matenratca simples, conforme ele

escreveu em sua obireegulae ad Directionem Ingelii628):

“... alguns tragos desta verdadeira matematica [dos
antigos gregos] parecem para mim aparecer ainda
em Pappus e Diophantus. (...) Finalmente, houve
alguns homens mais engenhosos que tentaram neste
século reviver a mesma [verdadeira matematica];
pois parece ndo existir nenhuma outra além daquela
arte que nés chamamos pelo barbaro nome de
"algebra”, contanto que ela possa ser desembaracada
dos multiplos numeros e inexplicaveis figuras que a
encobrem completamente, de modo que n&o mais
deixe de ter a clareza e simplicidade que nos
supomos ser possivel obter em uma verdadeira

matematica™

Conforme esclarecido no mesmo capitulo deste trabtdis conexdes séo
evidéncias de que o programa cartesiandMedthesis Universali:ido tinha sido
interrompido, bem como é arbitraria a pretensaquieeste programa deveria se
desenvolver concretamente em detalhes, visto gd@do mais importante para
Descartes era o enunciado das regras metddicasidainio.

O capitulo 3 mostra que Descartes ndo consideragaacdo como sendo

uma representacao suficiente da curva; ele usavasdipos de representacdo em

% A. C. CrombieStyles of Scientific Thinking in the European Tiiadj vol. 1, p. 426.
* DescartesRégles pour La Direction de L'EspriRegra IV, trad. e notas por J. Sirven, Paris, J.
Vrin, 1970, pp. 25-26.
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lugar desté. O termo “representacdo de curvas”, para significerdos de
especificar curvas para torna-las suficientementéhecidas, ndo era usado no
século XVII com este significado. Segundo H. J.Bds, os matematicos daquele
tempo usavam, no entanto, o termo “construcdo aeasl que tem quase o
mesmo significado, mas é mais restfito.

Descartes introduziu uma clara distincdo entre agiradmissiveis e
inadmissiveis. As primeiras ele chamou “geométtjas outras “mecanicas”. As
curvas “geomeétricas” sdo as que nos agora chameammeas algébricas (embora
Descartes nédo o dissesse explicitamentdarGeomeétriejsto pode ser inferido
do que ele estabeleceu); as curvas “mecanicas’agéelas agora chamadas
curvas transcendentes. Como Descartes ndo considega equagdo uma
representacdo suficiente da curva, ele ndo podabedscer qualquer distingdo
entre curvas geomeétricas e nao-geométricas, bassadnias equacdes; ele tinha
que raciocinar baseado nas representacfes de guwasde achava aceitaveis. A
aceitabilidade de representagfes de curvas énpmrtam conceito crucial elra
Géométrie.

O capitulo 4 contém as consideracdes finais, ondent retomadas, de

modo sumario, todas as idéias discutidas e ofades obtidos.

® C. B. Boyer History of Analytic GeometnPrinceton, The Scholar's Bookshef, 1988, p. §38 e
102.

®H. J. M. Bos, “On the Representation of CurveBéscartesGéométri&, Archive for History of
Exact Science®4: 295-338, 1981, p. 296.
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CAPITULO 1

A Formacdo Intelectual de René Descartes e a Trafeia até a

Geometria Cartesiana

1.1.A Formacéo Jesuitica

Na edicao péstuma em latim do endagoGéométriepublicada em 1649,
ha um retrato de Descartes estampado, com umachsao redor, que diz:
Renatus Des-Cartes, Dominus de Perron, Natus Hagaenum, Ano MDXCVI,
Ultimo Die Martii. ’

Assim ficamos sabendo que Descartes nasceu em Blad® de 1596,
em La Haye, vila da antiga provincia de Touraireedivisa com a de Poitou, de
onde era originaria a sua familia. Esta possuia ablar de Perron, e por isso a
inscricdo “Senhor de Perron”, indicando que eldegpeia a baixa ou pequena
nobreza. Recebeu em heranca, de sua mae, esiestéyropriedade, que vendeu
por volta de 1622, perdendo os direitos senhogi@gitulo que havia mantido até
essa ocasiao, mas garantindo uma renda reguldrceste para levar uma vida
independenté

Um fato ocorreu em 1603, que exerceria uma prafunfiuéncia sobre a
educacao do jovem Descartes e determinaria 0 atebienseu desenvolvimento
intelectual. Os jesuitas, que haviam sido expulisoBranca em 1594, receberam
permissdo para retornar. Fundaram o Colégio deléeh& em Anjou, ha mesma
regido do pais em que fica La Haye. Descartes fictiio de mée em tenra idade,
e viveu na casa de sua avé materna, Jeanne Sgiesdou no Colégio de La
Fléeche em alguma data entre os anos 1604 e 160&ewecomo interno nos oito

anos seguintes da sua vida.

" A reproducdo deste retrato se encontra em W. SteaMagic of Numbers and Motion: The
Scientific Career of René Descart€anton, MA, Science History Publications, 19911 p.

8 A esse respeito, ver S. Gaukrog@escartes: uma biografia intelectydtad. de Vera Ribeiro.
Rio de Janeiro, Ed. UERJ&Contraponto, 1999, p. 17.
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O ensino ministrado pelos jesuitas gozava de bpatacdo, inclusive
entre os protestantd© Colégio Henri IV de La Fléche foi inaugurado 694 e
patrocinado pelo proprio rei Henrique 1V, que dadierreno e reformou o palacio
que ali havia, transformando-o em colégio. Em 168G pessoa das relacbes da
familia de Descartes, Frei Etienne Charlet, passdazer parte do quadro de
professores, tendo sido indicado para Reitor enB.18@lvez devido a esse
relacionamento a familia tenha resolvido enviardagss a nova escola, onde ele
estudou, provavelmente, de 1606 a 1615 (dos dez deagnove anos),
completando o ciclo de estudos que compreendiaasgis correspondentes a
escola fundamental e mais trés anos corresporgdaotensino medio.

O tipo de educacao que recebeu ali, 0 ambiergiegttial em que ele teria
sido criado no colégio, os assuntos que estudols éextos utilizados sao
relevantes para se estabelecer qual teria sidéosmacédo. Em varias passagens,
inclusive noDiscours de la MéthodeDescartes relembrou seus tempos no La
Fléche e refletiu sobre eles em diversas ocasf@esolégio desempenhou um
papel central em seu desenvolvimento pessoal kectiel, pois serviu-lhe de lar
durante oito anos formadores, além de haver-lhgpopemnado sua Unica
educacao institucional significativa.

Os métodos de ensino no La Fléche seguiam o0s dinoeetos
estabelecidos n&atio Studiorumpara todos os colégios jesuitas. Ela é uma
espécie de regimento, que foi elaborado originalenggor Santo Ignacio de
Loyola, fundador da Companhia de Jesus e que caotgls as normas, preceitos
e orientacdes sobre o ensino ministrado nos caggsnitas. Seu objetivo ndo era
formar tedlogos, mas educar cristdos, que seriagteneinhas do Evangelho no
mundo. Os jesuitas defendiam a ortodoxia em madérit&, mas encorajavam a
liberdade de pensamento na discussao de questdesliEcimento.

Havia quatro formas principais de instrucdo, irefas na tradicao das
universidades medievaisiectio, repetitiones, sabbatinae disputationes e
menstruae disputatione®. A lectio consistia na leitura e comentario de um texto;
este era ditado aos alunos. Havia duas horas de pella manha e duas a tarde. O
intervalo de tempo, ao término de cada aula, paska usado para o

° Isto é relatado por W. Shekhe Magic of Numbers and Motiop. 2, na nota de rodapé 2.

1% Conforme relata S. Gaukrog&escartes: uma biografia intelectyad. 71-72.
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esclarecimento de passagens da leitura que coss@ma obscuras. As
repetitionesconsistiam em um resumo que 0s proprios alunaanfadas aulas a
que haviam assistido naquele dia. Era um eventsidile por um estudante,
realizado a tardinha ou ao meio-dia, no caso dasoalem regime de externato.
Havia uma longa discussdo sobre qualquer dificeldague alguém
experimentasse com o material. #asbbatinae disputationesonsistiam de um
debate regular nas noites de sabado, na presengemderofessor. Um dos
estudantes era designado com oito dias de antexad#ra ser oespondensu
defendens que expunha uma tese e a defendia. Em seguideoutrn, o
argumentans apresentava objecfes a ela.r€&pondensdo sabado anterior
transformava-se nargumentangio sabado seguinte. Este Ultimo podia levantar
ate trés objecdes e, uma vez concluida a dispsi@)xliares de cada participante
podiam acrescentar outras opinides. Ao fim de aaéa havia uma disputa
semelhante, asienstruae disputationeé. estas compareciam o0s professores de
filosofia e seus alunos. Para cada professor hamieespondensescolhido entre
seus alunos, e cadespondenginha dois adversarios, um de sua propria turma e
um de uma série superior. Essas disputas erarmeigal forma de avaliagéo,
pois eram raros 0S ensaios escritos. Os frequeemdias disputas tinham
liberdade para aplaudir os bons argumentos e asakefeitas com argucia. Havia
ainda a competicdo literaria anual (durante tré&s)dina qual eram lidas as
dissertacOes filosodficas e literarias, e tambénsgm poesia escritas em franceés,
latim e grego; esses eventos eram abertos e atga@mle publico. Depois de
1610, as competi¢cOes anuais passaram a ser pratgama data da comemoracao
anual da morte do rei Henrique IV, transformando@® um grande
acontecimento publico de toda a regido circunviinh

Todo o ensino, bem como as disputas, eram feitodaém, por ser a
lingua de erudicdo e também a lingua da IgrejaliCatdsto se refletia nos
primeiros cinco anos de ensino, cujo curriculogerase exclusivamente dedicado
ao latim, ao grego e a literatura classica.

Ignacio de Loyola, o fundador da Companhia de s]etsitha um sélido
compromisso com o estudo humanista das letrasis&fplinas da gramatica, da
retérica e da dialética eram consideradas meiosaa®stumar a mente a

contemplacéo das idéias e da realidade inteligivelcontraste com a perceptivel.
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Como se explica que fossem aceitas a filosofiditeratura classicas, ja que eram
produto de uma cultura paga da Antiglidade Classiga sob muitos aspectos
era uma antitese ao Cristianismo? A filosofia atasfavia-se “cristianizado”
gradativamente, comecando com os primeiros Padregrdja e prosseguindo
com Santo Agostinho, assumindo depois nova formaTtomas de Aquino.

Santo Agostinho buscou uma conciliagdo entre asdfia platdnica e a
teologia crista. Seguindo o método da filosofiaggreele buscou a inteligibilidade
da existéncia, acreditando que isso pudesse samncaldo por intermédio da Fé
Cristd. No entanto, ele afirmava ser impossive¢ditar em algo que nao fosse
compreendido, e juntou o conteludo da revelacdoaaexgeriéncia, ou seja, 0s
dados cuja natureza e relacfes o filosofo cristitatque tentar elucidar pela
pesquisa racionat!

Acreditando na importancia primordial do apostolacristdo, Santo
Agostinho afirmou com énfase que caso os filosefusinassem qualquer coisa
que “é contraria a nossas Escrituras, isto €, £#&élica, nés podemos, sem
nenhuma duavida, acreditar que isto seja completnfalso, e que podemos por
algum meio ser capazes de mostra-lo”. Santo Adustformulou sua Teologia
apropriando-se de ensinamentos da doutrina de oPkt@nterpretando cada
indagacao filoséfica em termos dos ensinamentetios 2

Essa interpretacdo da Antiglidade teve forte @mftia durante boa parte
do século XVII, como o final de uma longa tradicgae interpretava o
pensamento da Antiguidade Classica através do ypes® fundamental do
Cristianismo. Sendo assim, era dificil enxergar imsampatibilidade direta entre
0 pensamento classico e o Cristianismo, como splesmente comparassemos
dois sistemas de pensamento independefites.

Outra indagacdo que se apresenta é a razdo palaadiiosofia e a
literatura classicas se constituiriam em um ingnei necessario a educacao

cristd. Que tipo de contribuicdo indispensavel Buca classica poderia dar ao

* Crombie,Medieval and Early Modern Scienc2 ed, Nova lorque, Doubleday Anchor Books,
1959, vol. 1, p. 58.

12 Santo Agostinho, Cap. 21 & Genesi ad LitteranapudCrombie,op. cit.,p. 60.

3 Com respeito a esta questdo ver Anthony Graffefenders of the TexCambridge, MA,
Harvard University Press, 1991, cap. |, especialenpn31-33.
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desenvolvimento de uma doutrina cristd? O que Gaekrcogita € que, durante a
Reforma, os abusos surgidos dentro da Igreja temmtimulado o desejo
nostalgico de um retorno aos tempos anteriores.rdetp era reconstituir o
Cristianismo com base numa leitura do Novo Testémnédinre das interpolacdes
introduzidas pelas interpretacdes da Igreja MedliéVa

Os primeiros cinco anos do curso no Colégio dé&leahe compreendiam
um ano de aulas preparatorias, trés anos de “gaah@, por fim, um ano de
retérica. Durante esse periodo, o aluno adquiridbbam conhecimento de latim e
um conhecimento razoavel do grego, além de umdifaiiade com uma vasta
gama de textos classicos, dentre os quais Cicedominava. Ao que parece, 0
que o estudo dos textos pretendia produzir ndo epaopriamente uma
compreensao e uma avaliacdo de seu conteldo, nzaapretiacdo de seu estilo.
Havia regras estritas e detalhadas que norteavanareeira de apresentar o
material, e as normas que regiam a exposicdo dassteldo uma idéia da
natureza do ensino jesuitico. A primeira parte>j#sicao era argumentumno
qual se fornecia um resumo geral da passagem dstuéian seguida vinha a
explanatio na qual se parafraseavam oragbes e frases dwtrpara que se
pudesse esclarecer o seu sentido. O que vinhaua seg umahetorica na qual
se examinava e elaborava a maneira como as regrastdtica, da poética ou
mesmo da gramatica eram empregadas no texto. Endaegnha aeruditio, em
que se expunham os fatos histéricos que se fizessepssarios a compreensao
do texto. Por ultimo, nkatinitas, forneciam-se as citagdes de outros autores, para
corroborar a gramatica, o estilo e as imagens xto.t® objetivo principal desse
tipo de ensino era o estudo da lingua, e em péatida capacidade de pensar,
escrever e falar fluentemente em um latim elega®égundo Gaukroget® os
modelos eram os esperados: Cicero, Ovidio, Virgllibulo e Catulo, em latim,
acrescidos de Esopo, Dion Crisostom®&edoricae aPoética de Aristételes, ao
lado de trechos extraidos de Homero, Pindaro, Diemés e as cartas de Platéo.

O sistema de ensino medieval havia-se estrutieadtorno das sete artes
liberais, formadas peldrivium, que compreendia as “artes verbais”, isto €&, a

gramatica, a retorica e a dialética (I6gica), ® peladrivium que compreendia as

4 GaukrogerPescartes: uma biografia intelectyad. 75.
% bid., p. 77.
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“artes matematicas”, ou seja, a aritmética, a naysigeometria e a astronomia. O
trivium e oquadriviumsurgiram por volta do século VII-VIII, no inicio ddade
Média, e eram complementados desde os séculosIK]Ipéla filosofia natural.

O curriculo de La Fleche também refletia até cpdnto esta ordenacao
do material, com algumas reformulagcées. Nos primsedinco anos do curriculo
humanista estudava-se tavium, com excecdo da dialética. Nos trés anos
seguintes, cobria-se o0 restante dos temas das HAbesis, embora se
acrescentassem a metafisica, a filosofia natualééca. Era parte também do
programa educacional humanista a promocéo da mttemgois a necessidade
pratica e intelectual essencial das ciéncias mdiessée artes na educacgéo foi
defendida pelos humanistas por toda a Europa,exemplo pelo espanhol Juan
Luis Vives (1531) e o italiano Alessandro PiccolongiL542).

As matematicas e as artes foram posicionadas nmadm novo curriculo
humanista nas escolas e universidades, e também fdiscutidos os méritos da
lingua vernacula. Cristovao Clavius frisou, em sewmentario sobre Euclides
(1574) que a matematica tinha um valor capital,eferleu o seu estudo no
Colégio Romano. Clavius foi um matematico e ci¢atigesuita dos mais
destacados, que faleceu em Roma, em 1612, apésamedra de distingdo no
Colégio Romano, instituicdo superior dos jesuitasapensinamentos mais
adiantado$® Foi Clavius quem efetivamente estabeleceu a mémao
curriculo jesuita do Colégio Romano, e consequesni&nas escolas e colégios
jesuitas por toda a Europa e o Novo Mundo, com langa influéncia alcancada
sobre a educac&o européia em géfal.

Os jesuitas adotaram, em sua politica educaciome, mistura um pouco
eclética de elementos humanistas, escolasticanéfaos, todos direcionados ao
fim firmemente estabelecido pelo seu fundador Ignde Loyola: “O fim da
Sociedade e dos seus estudos € levar nossos meaobroshecimento e ao amor
a Deus e & salvacdo de suas alm&s.”

Focalizando o seu fim na teologia, os curriculos dolégios jesuitas

incluiam uma gama completa de estudos humanosi literatura e histéria,

16 Crombie,Styles of Scientific Thinking in the European Tiiadj p. 487.
7 bid., p. 492.
'8 | oyola, Constitutiones Societatis lesl556,apudCrombie,op. cit, p. 492.
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linguas classicas e orientais, légica, fisica, ffeta e ciéncia moral e também
matematica, na medida adequada ao fim proposto.ddicd incluia a
demonstracdo cientifica como foi desenvolvida airpale Aristoteles pelos
escolasticos, e tratamento dialético humanista @ibenentes tipos de argumentos
apropriados aos varios assuntos, alcancando diésrgnaus de probabilidade ou
certeza. Dai decorreu a doutrina jesuitica da fibbade moral, por meio da
qual as decisdes eram baseadas em um equilibitadosamente pesado, de
autoridades e de juizos argumentatit/os.

A defesa assumida pelos jesuitas da confiabilidadienal da natureza e
do conhecimento humano, sua forma de racionalidadtélica e o seu cultivo
das ciéncias matematicas e das artes, vieram eegxana influéncia poderosa na
formacdo da identidade da filosofia natural, nasiprdios da Europa moderna. A
forma desta influéncia ndo era simples, mas eleeapa em figuras criticas tais
como Galileu, Mersenne e Descartes, que se bearaiicj cada um a seu modo,
da politica educacional jesuitica.

Os “assuntos filosdficos” eram tratados de um maiferente da
gramatica e da retérica dos cinco primeiros anosico de estudos dos colégios
jesuitas. A gama de autores era mais restritap\éapel que se fizesse uso mais
difundido de comentarios, e as obras lidas eramdadas sobretudo por seu
conteudo, e ndo por seu estilo. Gaukroger atriaustricdo da gama de autores e
a maior utilizacdo de comentarios ao fato de quemwss do curriculo filoséfico
eram, de modo geral, mais controvertidos que azudidculo humanista dos cinco
primeiros anos. O controle atingia inclusive queetidnava esses temas,
exigindo-se a frequéncia aos cursos avancado®lbgi e demonstracdes de
ortodoxia, como pré-requisitos. Algumas areas, cammetafisica, eram tao
controvertidas que eram ensinadas com base em t@mmerpormenorizados, nos
quais a ortodoxia era seguida de petto.

Ignacio de Loyola havia recomendado a seus segsdarfilosofia de
Aristoteles, tal como foi interpretada por Sdo Temdé Aquino (1227-1274). Este
havia sido proclamado Doutor da Igreja em 1569 s ssnsinamentos eram
considerados o corpo da ortodoxia catolica. Maasiante provavel que ndo se

19 Crombie,Styles of Scientific Thinkingpp. 492-493.
%0 GaukrogerPescartes: Uma Biografia Intelectyad. 77.
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tenha ensinado um “Tomas de Aquino puro”, assimaco@o ensinaram um
“Aristoteles puro”. A interpretagcdo tomista de Adigles vinha sendo questionada
por muitos aristotélicos, desde o fim do século X¥, quais ofereciam uma
leitura naturalista de Aristoteles, que era decilifonciliacdo com o uso da
filosofia aristotélica como base da teologia crigt&m disso, ndo era claro o que
o tomismo ortodoxo significava. Ofereciam-se diasrgersdes dele, muitas vezes
elaboradas como respostas a criticas posteriotgan#\ tomistas divergiam de
Tomas de Aquino em diversas questdes, inclusivguestdes metafisicas.

Em algumas areas, como a matemética, havia dws tliferentes de
problemas a serem enfrentados. O primeiro era umecwadorismo inato com
respeito a importancia dos topicos dpadrivium Embora estivessem
nominalmente no mesmo plano qudriwium, os temas dauadrivium saiam
perdendo em uma comparacao, e alguns autores atluggsaera assim que devia
ser. Em contraste com essa situagdo, e em carsrgide uma diversidade de
interesses, que incluiam a reforma do calendamaobalistica, havia uma clara
motivacdo para o ensino da astronomia, da aritem&ida geometria no século
XVI. Num colégio como o de La Fléche, normalmermgesperava que 0s jovens
membros da nobreza e da pequena aristocracia $agssn em carreiras
militares e administrativas ao concluirem o curdssim, na educacdo desses
jovens, havia um interesse renovado dispensadaciplinas que enfatizassem
aplicacdes praticas, como a arte da fortificacaarcaitetura civil e militar. O
segundo tipo de problema dizia respeito ao papab status dos argumentos
matematicos em areas como a astronomia, assuntaguenestavam em jogo
concepcOes da filosofia natural que eram profundéenarraigadas. Em 1616, a
tentativa de Foscarini de conciliar o copernicamistom as Escrituras Sagradas
levou a condenagédo da teoria de Copérnico pelasig§o Romana.

A Ratio Studiorumde 1586 recomendava queQoganonde Aristoteles
formasse o nucleo do ensino da dialética. Tambéonrendava o comentario do
Organon feito por Fonseca e, na versao Ratio de 1599, olntroductio in
Dialecticam de Toletus. Fonseca e Toletus eram jesuitas &cuylarmente
influentes. A série de comentarios sobre Aristét@ioduzida na década de 1590
pela Universidade de Coimbra, em Portugal, era anaktensa. Uma leitura

ortodoxa de AristOteles para escolas jesuitas stimsiesses comentarios, escritos
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pelos jesuitas com o intuito de estabelecer untardedefinitiva de Aristoteles.
Descartes deve ter aprendido a maior parte delesaffa por seu intermédio.

Na verdade, algumas teorias de Aristételes eraptaginente contrarias ao
ensinamento cristdo. Como um exemplo, Aristotetsegurou que o mundo era
eterno, e isto obviamente entrava em conflito coporcepcao cristd de Deus
como criador do mundo. Além disso, as obras det#dks chegaram ao
Ocidente acompanhadas por comentarios arabes, eontasater determinista
absolutamente refor¢ado, e isto teria contribuidm plespertar muita oposicao
entre os pensadores do mundo cristdo ocidental jay®ssuiam um sistema
filosofico igualmente abrangente baseado nos fateados na religido crista.

Segundo Etienne Gilson, antes e apds Sdo TomAsjwao, houve toda
uma escola de tedlogos que defendia expressameoigrana das idéias inatas e
estendia a sua aplicacdo ao problema capital dasaprda existéncia de Deus.
Esta era uma corrente de origem platbnica, queasefestou por refutacoes mais
ou menos graves a doutrina de Aristoteles e deTSams.

Nas conciliagbes efetuadas entre a corrente Aé¢lgta e a corrente
Platénica, Gilson cita como uma das mais interéssanque se acha sugerida aos
tedlogos em alguns textos de Santo Agostinho escrit@ pseudo-agostinianDe
Spiritu et Animaque é a seguinte: em vez de considerar a imaggmocomo
introduzida no sentido pelo proprio objeto matesal admitira que a alma forma
instantaneamente em si a imagem deste objeto; taleerdio desempenha aqui
mais que o papel de um excitante, de um mensage&ocanunciara o objeto e
convidara a alma a representéo.

Esta tese € reencontrada, de maneira deformagajaala e adaptada, até
em meios profundamente impregnados do espiritostangi aristotélico, no século
XVI. Gilson a localizou nosComentarii Collegii Conimbricensi® até nas
Metaphysicae Disputationede Suarez, que eram obras representativas, por
exceléncia, do espirito filosofico em que os pradess do jovem Descartes se

achavam imersoé?

2L E. Gilson,Etudes sur le Réle de la Pensée Médiévale dansim&tion du Systéme Cartésjen
p. 29.
22 bid., p. 30.
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Em meados do século XVI, a questdo da certezapader demonstrativo
da matematica tornou-se delineada dentro de unesitlade de controvérsias
sobre o método. Um debate era centrado sobre agpgies opostas da relacéo
da matematica com a filosofia natural, atribuidaBlado e a Aristoteles. Um
outro debate dizia respeito a forma l6gica da matiean, em particular a relagéo
entre os diferentes modelos para a demonstracatificia.

Segundo Crombie, o matematico jesuita Claviusanatpdo comentario
sobre Euclides, insistiu sobre a diferenca esskenaaforma logica, entre as
demonstracdes lineares da geometria e o0 silogis@lavius deu uma
caracterizagdo das disciplinas matematicas segaingal estas lidam com coisas
sem qualquer matéria sensivel, embora realmergeestajam imersas na matéria.
Tais disciplinas fazem as suas demonstracbes dr it uma posicao
intermediéria, ocupando um lugar mediano entre t@&fis&a e a ciéncia natural.
Decorre deste ponto de vista que as disciplinagméticas admitiiam apenas
certezas, que pudessem ser confirmadas e corr@sorgelas corretas
demonstracdes, dai a necessidade da matematicaapa@éncias naturais
subordinadas, para as artes praticas e para egliante em seu caminho rumo
a metafisica e a teologid® Em contraste & dlvida deixada pela dialética
humanista, quanto a certeza da matematica, Claxviusna matematica um
antidoto ao cepticismfd.

O que se incluia na categoria da “matematicasémulo XVI, também
diferia consideravelmente do que hoje é incluidocldssificacdo padrdo dos
assuntos matematicos era a daadrivium medieval, ou seja, aritmética,
geometria, muasica e astronomia. Entretanto Claviogjos comentarios
matematicos eram o padrdo adotado nos colégiofigesusava também uma
segunda classificacdo, baseada em uma distincde east disciplinas que
estudavam as coisas abstraidas de sua matérieesondentes, de modo
sumario, a concepcdo aristotélica da matematica)ase que estudavam
matematicamente 0s objetos sensiveis (mais ou meaoggspondentes as

“ciéncias subalternas” de Aristételes). Na primeategoria ficavam a geometria

23 Crombie,Styles of Scientific Thinking in the European Tiiadi p. 491.

1bid., p. 493.
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e a aritmética; na segunda, a astrologia, a peigpea geodésica, a musica, 0
calculo e a aritmética pratica, e ainda a mecéardt&an da arquitetura civil e
militar. 2°

Na classificacdo do saber humano, segundo Sdo Tdmasquino, é
notada a presenca de um certo numero de ciéndass ‘olitermediarias’ entre a
fisica e a matematicacientiae medige Para situar tais ciéncias, que ndo sdo nem
puramente matematicas nem puramente fisicas, S&aslparte das matematicas
puras, e em oposicao a estas, que fazem a abstlagaatéria sensivel, coloca as
ciéncias intermediarias, que aplicam a esta mat&igrincipios abstratos das
primeiras. As ciéncias intermediarias mais fregéimeinte mencionadas sao a
astronomia, a musica e a perspectiVa.

Sdo Tomas utilizou, desde as suas primeiras olwrassquema da
hierarquia das ciéncias, que € um caso particdaespecificacdo das ciéncias.
Uma ciéncia seria subalterna a outra quando naiai@&uperior determina-se o
‘porqué’ daquilo de que na ciéncia inferior s6 sehece 0 ‘qué’. Sao os casos da
musica, que é subalterna & aritmética, e da 6gties subalterna & geometfia.

Na doutrina aristotélica, quando se aplicava asujeito’ principios que
se vinculavam a um outro, a demonstracdo ndo sélida, ou na melhor das
hipoteses, seria apenas uma demonstracdo dialé@ticaseja, geral e nao
plenamente convincente. Isto se devia ao rigoddalicientifico aristotélico, que
solicitava que uma demonstracdo fosse feita apengmrtir de principios
necessarios e proprios do ‘sujeito’ a que fossdinaaiws.?®

Por outro lado, poder-se-ia perguntar por queroxipios matematicos
podiam ser aplicados a fisica. A resposta, no rdeeteoria da subalternacéo,
seria que os sujeitos das duas ciéncias nao estttalmente desprovidos de
vinculos entre si, e que o da fisica, ao mesmodempque nao era propriamente

uma espécie do ‘sujeito’ da matematica, com eletimizen relacées que podiam

% J. SirvenLes Années d'apprentissage de Descaft&86-1628) Albi, Imprimérie Coopérative
du Sud-Ouest, 1928, p. 35.

% Carlos Arthur R. do NascimentBe Tomas de Aquino a Galile@Gampinas, Unicamp/IFCH,
1998, p. 21.

" bid., p. 31.

8 bid., p. 34.
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ser assimiladas as da matéria e da forma. Assawdipreservada a aplicacdo dos
principios matematicos a uma matéria fisica, seluzie pura e simplesmente os
dominios onde isso era feito ao das matematicaaspuiEste era o caso das
ciéncias intermediarias que ndo eram espéciesianognte ditas da matematica,
como o eram a aritmética e a geomefiidais ciéncias intermediarias eram mais
matematicas do que fisicas, e nao pretendiam caxph totalidade de um
fendbmeno, mas somente 0 seu aspecto quantifiddeeéntanto, neste dominio
restrito, eram dotadas de uma certeza maior d@a @glaefisica pura, embora menor
do que a das matematicas puras.
E possivel pensar que foram problemas concretasstienomia,

Optica, mecéanica e dinamica que aos poucos forcanaassagem da fisica do tipo
aristotélico para as ciéncias fisico-matematicas.ci&ncias intermediarias déo
testemunho de uma crescente aproximacado entréca éisa matemética, a qual
encontrou o0 seu ponto culminante na ciéncia fisiatematica. Essas mesmas
ciéncias intermediarias devem ser levadas em cueado se estudam as etapas
percorridas entre a ldade Média e 0 Renasciments,godem ajudar a perceber
melhor a continuidade e as diferencas existentes es dois periodos.

Crombie explicou como se deu a passagem do siséstatélico para a

ciéncia fisico-matemética, com a seguinte citagéo:

“Pode-se considerar que Aristoteles [...] das prdézas

do seu préprio sistema, fornece uma grande parse da
armas que servem para ataca-lo. As mais importantes
dessas armas resultam do desenvolvimento das idéias
concernentes ao meétodo cientifico, e em particalar
inducdo e a experiéncia, e também ao papel das
matematicas na explicacdo dos fendmenos fisicosis- p
conduziram progressivamente a uma concepcao
inteiramente diferente do género de questdes amsere

formuladas nas ciéncias naturais, ou seja, 0 gédero

29 Carlos Arthur R. do Nascimentde Tomés de Aquino a Galilep. 39.
%0 bid., p. 78.
%1 bid., p. 86.
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questbes as quais de fato os métodos experimental e
matematico estavam em condicdes de fornecer uma

resposta.”?

A Franca, na época de Descartes, ndo era um ameritio propicio para
as especulacbes do espirito e a vida intelectialjdd a grande agitacdo
provocada pelas discordias politicas, agravada&pnea da dinastia Valois, e as
lutas religiosas, exacerbadas pelo Edito de Ngif%38). Estas provocaram em
1610 o assassinato do Rei Henrique IV por um mofgeoracao do rei foi
solenemente levado ao Colégio de La Fleche emjdnti® de 1610, para ali ter
sua ultima morada. W. Shea comentou que na fespaiiheiro aniversario desta
chegada, em 1611, o fato foi comemorado e um sdoetteclamado, em que se
celebrava a recente descoberta dos quatro satditdgpiter por Galileu. Devido
a esta mencdo a mais sensacional observacdo fetEsate Galileu, She®’
creditou aos jesuitas um interesse em manter-ganiatlos dos desenvolvimentos
cientificos recentes e certa habilidade politiéagye Galileu havia batizado os
quatro satélites “Estrelas Mediceanas”, isto éylddici, em honra a Cosmo Il, 0
Grao-Duque da Toscana e primo da Rainha Regerfteatiga, Maria de Médici.
A regéncia de Maria de Meédici ndo conseguiu manter ambiente de
tranquilidade e de ordem. Comecava a despontagjuaafido Cardeal Richelieu,
que pouco depois, em 1619, seria 0 Secretario tdel@cda Franca.

Apos deixar o Colégio de La Fleche, entre 16146851 Descartes, aos
vinte e dois anos, em principios de 1618, alistouie exército do Principe
Mauricio de Nassau, da Holanda. Este era um paisaite tolerancia religiosa e
de grande atividade mercantil, apesar da guerraguanestava empenhado para
livrar-se do dominio estrangeiro. No ano de 16¥8 teicio a “Guerra dos Trinta
Anos”, que assolou toda a Europa até 1648. Isto indjgediu que nas
Universidades e Centros de Estudos de Utrecht,dreyidordrecht e Rotterdam,
homens como Simon Stevin, Snellius, Huygens e saotitros, se dedicassem as

matematicas, a fisica, as ciéncias naturais e adcmad O proprio chefe do

%2 Crombie,Medieval and Early Modern Scienvel. 1, trad. francesa por Jacques D’Hermies,
Histoire des Sciences de Saint Augustin a Gald@e{1650) Paris, P. U. F. , 1959, p. 215.
%3 W. SheaThe Magic of Numbers and Motiom 3.
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exército nacional, o Principe de Orange, MaurigidNdssau, foi um incentivador
das matematicas e se deveu a ele a fundagéo, ftardeo1600, da Escola de
Engenheiros anexa a Universidade de Leyden. Paegweendente que um
gentilhommefrancés e catdlico resolvesse alistar-se num eaéde uma
republica protestante. Havia, porém, uma tréguzves entre os holandeses e os
franceses. A politica pragmética de Henrique I\Mlepois dele, de Richelieu,
consistia em apoiar os holandeses contra os esgafodtanto, até era adequado
e patridtico para Descartes esse alistamento. @&te per estudado um pouco de
ciéncias matematicas enquanto esteve ligado aociexéspecialmente na area de
arquitetura e das fortificacoes militares.

De fato, Descartes disse a Isaac Beeckman, nur@ad=sa24 de janeiro de
1619, que vinha se dedicando a “pintura, a arquéenilitar e, acima de tudo, a
lingua flandrense”, no tempo em que uma trégua aedmnia Ihe permitiu ndo ser
convocado para a batalffaDe qualquer modo, sua permanéncia nesse exército
teve curta duracdo. No fim de seampendium Musica@escrito em dezembro de
1618, a despeito de suas atividades cotidianagérgi® de Mauricio de Nassau,
declarou estar “ocioso” e instalado “em meio a bala e a soldados mal
educados”. Ele estava claramente insatisfeito. &neijo de 1619 desligou-se
deste exército e engajou-se nas forcas de Maximiliaa Baviera®

No breve periodo em que estava aquartelado nedoaes de Breda, na
Holanda, Descartes havia conhecido Isaac Beeckomsm,quem viria a manter
correspondéncia e uma colaboracéo duradoura ewidauantelectual. Beeckman
era oito anos mais velho que Descartes e naturilidiéelburg. Havia estudado
teologia em Leyden, entre 1607 e 1610. Em 1618ndos-se em medicina na
Universidade de Caen, mas nunca exerceu estagaofiEm vez disso dedicou-
se ao magistério, primeiro na Escola de Latim dedbt, a partir de novembro de
1619, depois na Escola de Latim de Rotterdam e,Ufiono, em Dordrecht.
Descartes e Beeckman encontraram-se pela primeraem Breda, em 10 de

novembro de 1618. Afirma-se que os dois homenanedomecado a conversar

% Ver Oeuvres de Descartesds. C. Adam e P. Tannery, Paris, J. Vrin, ré888, vol. X, p. 151.
Esta edi¢do padrao das obras de Descartes é getalaimeviada por A. T., e esta notagéo sera
adotada daqui por diante neste trabalho, parar eepeticGes desnecessarias.

BA.T., vol. X, p. 141.
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ao lerem um cartaz que exibia um problema matemdficcartaz estava redigido
em flamengo, e Descartes teria pedido a Beeckmaroduaduzisse para ef&.
Beeckman era um homem versado em varias ciénmasetado em fisica e
matematicas, e daria conselhos e incentivos a BDescasracas ao diario de
Beeckman e a sua correspondéncia com Descarteseoviblvimento de muitas
das concepcgles cartesianas pode ser conhecidote@ambio intelectual por
correspondéncia entre eles continuou, mesmo appastila de Beeckman para
Middelburg, sua cidade natal. No ambiente intekdctdaquela época, o0s
pensadores iam gradualmente se afastando da sisigearistotélica da natureza.
Em um mundo onde a medicdo, os célculos, a engardarquantidade em geral,
com as suas relagdes causais, se tornavam cadaai@mmportantes, insistir nas
qualidades e na teleologia aristotélicas tornaraadequado. Muitos sentiam
uma necessidade de busca de um novo método darapodo da natureza e do
homem e, conseqlientemente, uma nova matematichayeeia de tornar-se o
exemplo classico do pensamento quantitativo e dddgion uma carta datada de 26
de marco de 1619 antes de completar 23 anos de idade, Descartes &l
Beeckman sobre o seu “compasso proporcional” dorelque com ele havia
resolvido questdes de matematica como o problendivisio de um angulo em
partes iguais e questdes relativas a trés tiposqdacdes cubicas. Embora nédo
houvesse terminado o estudo e discussao desses, @ettarou que o meétodo
gue havia encontrado lhe permitia “resolver qua&zes mais problemas do que a
algebra comum, alguns deles muito dificeis”. Adianque estava fazendo outras
iInvestigacdes e se tivesse éxito, como esperala@caca tudo isso em ordem,
assim gque pudesse vencer a sua preguica natuigp@r dle todo o seu tempo
livre. Nesta carta podemos encontrar as primeivad€ecias de que ja estaria
desenvolvendo assuntos e conceitos presentes ambrsla GEométrie.

Um més depois, a 23 de abril de 1619, escrevemesmo Beeckman
informando-o de sua partida no dia seguinte coméocéo a que pertencia. Dizia
que onde quer que se detivessem, pretendia potragieathar em sua Mecéanica ou

em sua Geometria, de que Beeckman seria o incdotieao primeiro autor, pois

% Ver Adrien Baillet,La Vie de Monsieur DescarteBaris, Daniel Horthemels, 1691, reimp. fac-
similar, Genebra, Slatkine, 1970, vol. 1, p. 43.
STA.T., vol. X, pp. 156-158.
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havia trazido o seu espirito de volta aos bonsdsitgs quando ele se apartara
das ocupacdes sérias. Se acaso resultasse algoddigouvor em sua obra, ele
acreditava que Beeckman teria o direito de reclasua autoria por inteiro.
Acrescentou que havia resolvido novas questdesamiedd uso de seu compasso,
“mas néo quero enviar-vos fragmentos soltos: untalmporei com isso um livro
que sera novo e nada despreziv&l”.

Ao que parece, no ano de 1619, Descartes ja bamacado a criar a sua
matematica e adentrado com ela na filosofia ratidrsdvez ele ja tivesse as suas
teorias esbocadas e redigidas, mas ndo se deaidola a publici-las. Talvez
estivesse acossado por duvidas, ou necessitagsaisle&comprovacoes, além de
encontrar a forma mais adequada que Ihe permigssir as criticas.

Na verdade, podemos dizer que René Descarteson@mnf matematico
profissional, mas sim um fil6sofo que encontroumatematica uma base para o
pensamento racional. Neste sentido, o centro deoBte ndo era o estudo da
geometria, mas sim a filosofia. Ele buscou, notearacional e resolutivo das
matematicas, as condi¢cdes basicas para a elabodasaregras de seu método
geral de raciocinio, capaz de facilitar as destabez “encontrar a verdade nas
ciéncias”. Nao podemos nos esquecer de que DesqartdicouLa Géométrie
como um exemplo de aplicagdo deste método.

1.2. Os Passos Decisivos Que Abriram Caminho Para A Geometria

Cartesiana

A passagem do periodo medieval para a Renasceagriéz de maneira
brusca, nem definitiva. Ao contrario, deu-se paudahente e de maneiras
diferentes de acordo com a area contemplada. Ptadonum despertar marcante
no campo da arte e da literatura néo foi, a priocipcompanhado por notaveis
avancos em ciéncia e em matematica. Além dissstesi conexdes definidas
ligando o periodo medieval ao “moderno”, em algebem geometria. Segundo

9

C. Boyer * ndo existem registros de alguma tendéncia novaédita na

matematica, comparavel a artistica, entre a éped@ettarca (1304-1374) e a de

BA.T., vol. X, pp. 162-163.
%9 Boyer, History of Analytic Geometnp. 54.
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Leonardo da Vinci (1452-1519). Por outro lado, ntosas edicdes das obras de
Bradwardine e de Oresme apareceram no fim do sétudle inicio do século
XVI, testemunhando a influéncia medieval aindarpars cem anos.

Boyer identificou duas obras notaveis, do finakdoulo XV, baseadas em
fontes anteriores, mas contribuindo de alguma foooa futuras linhas de
desenvolvimento:Triparty en la Science des Nombresde Nicole Chuquet
(1484), e Summa de Arithmeticale Luca Pacioli (1494). Sdo citados como uma
tentativa de delinear uma distingdo, ndo muitoaclaem racional, entre a
matematica medieval e a do periodo “moderno”.

Ja pelos titulos das obras de Chuquet (falecidovplta de 1500) e de
Pacioli (falecido por volta de 1509) notam-se imdcde que o periodo
“moderno” apresentou logo uma tendéncia rumo abé&geBoyer € de opinido
que o Triparty representou uma consideravel expansdo da aindpieime
simbologia de Oresnf@.As poténcias de uma incégnita sdo claramentedddi

através de expoentes, nesta obra. Indica¢desamis 5.,.6°.,10°., designavam
respectivamente 5x, e 10X. Inclusive inteiros negativos e o zero sédo indisad
como expoentes, pois o que hoje é es@itbera indicado pord® , .e a expressio
atual 72x +8x*> =9x* podia ser lida coma72" dividido por .8°. é igual a9’" .
Um exemplo da notagido abreviada para raizes ddipmr ChuquetR® [Jara

J7 e R*10. parai/f) . Os simbolos particulares para tais abreviagdesséo
tao significativos quanto o é a tendéncia em doegalgebra simbdlica que elas
representam® Esta tendéncia instrumentalizou a matematica parscender
mais facilmente as limitacdes da visualizacdo ge&acaée estabeleceu o uso de
poténcias acima do cubo. Segundo Boyer, o prophiagGet teria se referido a
termos do quarto grau, usando uma terminologiavatpnte a “quadrado-
quadrado”.

Seria de grande interesse sabermos mais sobrgp@agéo de Chuquet
para a sua obra — se foi influenciado por fontesgag; ou se, direta ou
indiretamente, ela proveio de Oresme, ou quemntesido os intermediarios, se

os houve. Gino Loria enxergou alguma influéncibaitea aparente noriparty en

“0 Boyer, History of Analytic Geometnpp. 54-55.
“1 G. Loria,Storia delle Matematich& ed. Mildo, Cisalpino-Goliardica, 1982, p. 271.
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la Science des Nombreslevantou a possibilidade de que o autor conkeces
Liber Abaci,de Fibonacci, de 120%

Leonardo de Pisa, também chamado Fibonacci (“memrdbra@asa dos
Bonacci”) viajou pelo Oriente como mercador. Noresgo, teria escrito o seu
Liber Abacj em 1202, que estava cheio de informacfes aritaseg algébricas
recolhidas nas suas viagens. Hpmactica Geometriae (1220), Leonardo
descreveu de forma semelhante o que tinha descobertgeometria e na
trigonometria. Em algumas ocasides, substituiu mameor letras, a fim de
generalizar sua prova, desenvolveu analise indetada e a sequéncia de
ndmeros tal que cada termo é igual & soma dogpdeisdentes® Também pode
ter sido um investigador original, pois os seusbvwontém muitos exemplos que
parecem n&o existir nas obras ardfe© Liber Abacifoi um meio pelo qual o
sistema de numeracao indo-arabe foi introduzid&urapa Ocidental. O seu uso
ocasional, segundo Struik® data de alguns séculos anteriores a Leonardo,
quando foi importado pelos mercadores, embaixad@eslitos, peregrinos e
soldados vindos da Espanha e do Oriente. Assim, limha importante de
desenvolvimento da matematica passou pelo crestontas cidades mercantis
sofrendo a influéncia direta do comércio, da nag&gada astronomia e da
agrimensura.

O préprio C. Boyer, porém, mencionou que Chuquigtucsomente dois
autores, Anicius Boethius, ou Boécio (480-524) en@anus, separados em suas
épocas por um intervalo de setecentos anos. Bdézitraducdo e resumos de
obras gregas na passagem do século V para o Séculis tratados de Boécio
sobre a aritmética continham uma idéia elementatratamento de problemas
tedricos baseados nas propriedades dos numerohamada ‘geometria de
Boécio’ era de fato uma compilagdo posterior, dal gqu maior parte de sua
propria contribuicdo tinha sido suprimida. Ela cam certos axiomas, definicdes

“2 Loria, Storia delle Matematichgp. 271-273.

“3 Crombie Medieval and Early Modern Scienaal. 2, p. 5.

4 L. C. Karpinski, em um artigo esmerican Mathematical Monthlyol. 21, 1914, pp. 37-48,
fazendo uso do manuscrito da Algebra de Abu Kamivjindicou que Leonardo seguiu este autor
em uma série completa de problemas.

4 D. J. Struik,Histéria Concisa das Matematicasad. portuguesa de J. C. S. Guerreiro, Lisboa,
Gradiva, 1992, p. 139.
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e conclusdes de Euclides, mas consistia principgknde uma descricdo do
abaco, o dispositivo geralmente usado para osloaloe de métodos praticos de
estimativas e afing®

A obra de Chuquet permaneceu inédita por quaseogeatos anos, mas
naquela época muitas obras circulavam em forma aeuscrito. Parte de seu
conteudo apareceu em 1520, e depois em 1538, em abra chamada
Arismétique de Estienne de la Roche (nascido cerca de 1&B@pssivel que
outros tenham tido conhecimento da algebra simdétad como a de Chuquet,
mas ndo se pode afirmar que este tenha aberto mhmarpara as notagbes
utilizadas por Descarte¥.

A fonte principal da algebra européia talvez tesida mais a Italia do que
a Franca. A influéncia dos filosofos escolastictzss como Bradwardine e
Oresme tinha continuado nas Universidades em P&clmnha e Padua. A
matematica especulativa ndo desapareceu duradsela Média, sendo cultivada
pelos filésofos escolasticos, e ndo pelos homediscps. Entre aqueles, o estudo
de Platdo e Aristételes, combinado com meditacGE®esa natureza da
Divindade, conduziu a especula¢des sobre a natdersovimento, do continuo
e do infinito.*®

No século XIV, Thomas Bradwardine, que se tornooekispo de
Cantuaria, investigou os poligonos estrelados depei ter estudado Boécio.
Bradwardine e seus seguidores, no Merton CollegeOxtiord, introduziram
desenvolvimentos na teoria das proporc¢des. Na lstzaloactatus Proportionum
(1328), as proporcdes foram desenvolvidas principate em conexdo com
certos problemas da fisic¢4.

No seu método de expressar relagbes funcionaigagl na mecanica,
Bradwardine alcangcou a generalidade por meio dodeslketras do alfabeto, no
lugar de numeros, para as quantidades variaveipasso que as operacdes de
adicao, divisdo e multiplicacéo, realizadas cona®sgiantidades, eram descritas

em palavras, em vez de serem representadas poolsgntomo na algebra

“6 Crombie,Medieval and Early Modern Scienceol. 2, p. 4.
" Boyer, History of Analitic Geometryp. 55.

“8 Struik, Histéria Concisa das Matematicas. 141.

49 Crombie,op. cit, vol. 2, p. 6. e p. 56.
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moderna. Esse método foi adotado por outros emsitole tratados sobre
‘proporgdes’, como por exemplo um grupo do Mertamil€gye, conhecido como
“os calculadores”, especialmente Richard SwineshE244-1354], autor do livro
Liber Calculationumconhecido com@alculator.>

Um importante matematico eclesidstico da Idade M éidii Nicole
Oresme, bispo de Lisieux, na Normandia, que tralalltom poténcias

fracionarias, que mais tarde foram desenvolvidasStevin, e deu regras para

by
12

operar com elas. Segundo Struik, ele teria esﬂm’rgzb 4 oy , significando

1 3
17 A _ye Ve 7 r ~
42, ou 4?. Oresme utilizou um método grafico em conexdo gooblemas

cinematicos, e dessa maneira deu um passo em aligegéiroducao, dentro da
geometria, da idéia de movimento, que era ausentgeometria grega. Usou o
seu método para representar a mudanca linear daidesie em movimentos
uniformemente variados®

Oresme também escreveu um trabdlieo latitudinibus formarunicerca
de 1360), no qual tracou um grafico de uma varidependenteldtitudo) contra
uma independentdofigitudg, que é submetida a variagdo. Revelou uma espécie
de vaga transicéo ou transferéncia das coordemadasfera celeste ou terrestre,
conhecidas pelos antigos, para um germe ou emhidiogeometria das
coordenadas retangulares, hoje conhecidas por emenlds “cartesianas”. Este
trabalho foi impresso varias vezes, entre 148216,16 pode ter influenciado os
matematicos do Renascimento, inclusive Descartes.

Havia também uma forte tendéncia nos circulos wcadé&micos em
direcdo a aritmética comercial. A algebra indo-e@bavia possuido a tendéncia
a enfatizar aspectos aplicados do assunto, emmaeti® de questbes sobre
fundamentos légicos. Na Itélia, na época de Leana@l Vinci, esta tendéncia
oriental era contrabalanceada por duas forcas atadr— um escolasticismo

resistente e um interesse crescente nos classicgeametria grega” O mais

* Crombie Medieval and Early Modern Scienael. 2, p. 89.

*bid., p. 92.

%2 \/er E. W. StrongProcedures and Methaphysics. A Study in the phileg®f mathematical-
physical science in the sixteenth and seventeamtuies Berkeley, CA, University of California
Press, 1936.
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impressionante livro de matematica impresso nomeiros tempos apos a
invencdo da imprensa talvez tenha sido o do freant Luca Pacioli, que surgiu
em 1494 com o nome dBumma de Arithmetica, Geometria, Proportioni et
Proportionalita (in-folio, 600 paginas§. Escrito em italiano, continha tudo o que
era conhecido naquela época sobre aritmética, ralggbometria e trigonometria.
Por essa época, o uso de numerais indo-ardbicagaebem estabelecido e a
notacao aritmética nao diferia muito da nossa.

A algebra emSumma de Arithmetica de Luca Pacioli, ndo era téo
desenvolvida quanto a daber Abaci No entanto, ela mostra a mesma tendéncia
em direcdo ao simbolismo que a obra de Chuquefig@mciava. Um exemplo de

notacdo algébrica adotada por ele BV 40mR 320cuja notacdo atual &

\40-+/320 %

Além do mais, a influéncia de Pacioli foi difundigeis sua obra efetuava
a ligacdo entre matematicos e técnicos dos Paige®€Bcom o aprendizado
latino da Italia®> C. Boyer menciona que uma seccd®damaera devotada ao
“método de resolugcdo de varios casos de figuradri@t@ras retangulares pelo
método algébrico™® Tais aplicaces da &lgebra & geometria viriamresaptar-
se amiude na obra de Viéete, considerado o0 maiomddsmaticos do século XVI.
Pacioli e seus sucessores foram tolhidos nestetaspelo fato de que a propria
algebra nao estava livre de limitagbes da geomélnano na algebra geométrica
grega, ele construiu equacdes geometricamente, astuinoe que persistiu por
mais de trés séculos. NaBumma de ArithmeticaPacioli tinha comparado a
impossibilidade de solucdo algébrica da equacdxa@dom a da quadratura do

circulo.®’

3 De acordo com D. J. Struilistéria Concisa das Matematicasp. 145, Pacioli também
publicou o primeiro tratado de contabilidade deld@mtrada [partida dobrada] como parte de sua
Summa.

>4 Cajori, A History of Elementary Mathematjdsova lorque, Macmillan, 1917; &imp. 1950, p.
228.

*5 Loria, Storia delle Matematichqy. 282.

% Boyer, History of Analitic Geometryp. 56.

*" Loria, op. cit.,pp. 279-281.
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Os matematicos italianos, no inicio do século Xdésenvolveram uma
teoria mateméatica que conduziu as solu¢fes alg&bgerais de equacgdes cubicas,
atribuida a Scipio del Ferro (1465-1526) e seusmaauda Universidade de
Bolonha, por volta de 1515. Esta Universidade era wlas maiores e mais
famosas da Europa naquela época. Entre seus abkstivgram Pacioli, Albrecht
Durer e Copérnico. Em relacdo as equacdes culdtzspodiam ser reduzidas a
trés tipos que, em notacdo atual, sdo correspaslerts equacoes:
x*+px=q; X’=px+gq e x*+g=px onde “p’ e “g" sdo numeros
positivos. Pode-se acreditar, segundo E. BortpfSttjue del Ferro resolveu todos
os tipos. Nunca publicou as suas solucdes, corduddma da descoberta tornou-
se conhecida e, depois da morte de Scipio, um ladleu veneziano chamado
Nicolo Tartaglia (1506-1557), alcunhado de “O Gagredescobriu 0s seus
métodos (1535). Tartaglia mostrou publicamenteens sesultados, mas guardou
segredo em relacdo ao método pelo qual os obtipois, revelou as suas
idéias a um ilustrado médico de Mildo, Girolamo daao (1501-1576). Mas
guando Cardano publicou, em 1545, o seu pequermnatavel livro de algebra,
com o titulo deArs Magna, Tartaglia descobriu que o método era amplamente
divulgado no livro, com o devido reconhecimentosaa descobridor, mas ficou
desgostoso. Seguiu-se um amargo debate, com imdaligados de ambas as
partes, no qual Cardano foi defendido por um essadimais novo, Ludovico
Ferrari.

A descoberta da solucdo da equacéo cubica foicaalal somente uma
geracdo mais tarde por causa dessa desagradavelvéosia entre Cardano e
Tartaglia.>® Tal solucdo foi de grande importancia na histdeamatematica por
varias razdes. Entre estas destacamos o0 impulso edmeforneceu ao
desenvolvimento da algebra em geral e a teorieegaacdes em particular. Este
desenvolvimento foi essencial ao despontar de rostadaliticos. As obras de
Ferro, Cardano e Tartaglia sobre a cubica e a darF€L522-ca. 1560) sobre a
quértica romperam temporariamente a conexao a@@ existente entre equacdes

cubicas determinadas e curvas dadas por equagdeterminadas do segundo

°8 E. Bortolotti, “L’algebra nella scuola matematibalognese del secolo XVI'Periédico de
Matematica série 4, vol. 5, 1925, pp. 147-184.
% Cajori, A History of Elementary Mathematiqs. 224-225.
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grau. Cubicas e quarticas eram agora soluciongds calculo, no lugar da
interseccéo entre conicas. Ainda por volta de maisim século, a relagéo entre
algebra e geometria iria se restringir a uma mualaboracdo na solucdo de
problemas determinados. N&o havia uma associagidpragea entre curvas e
equacdes indeterminadas. Surgira uma confiancar masooperacdes da algebra,
independentemente de qualquer significado georoétridiminuindo a
dependéncia desta em relacdo a geometria. O dégemmoto das operacdes, das
notacbes e dos conceitos na aritmética e na algetlvaz tenha sido a
contribuicdo principal do século XVI para a histdda geometria analitica. Os
antigos gregos tinham possuido um tipo de andijgdraca na forma geométrica,
na qual a solucéo de equacdes determinadas engadeaatraves da reducao dos
problemas a questdes de determinacédo de interseepdi® curvas conhecidas.
Os éarabes haviam dado continuidade a este ponteistle com respeito as
equacdes cubicas. Mas 0 sucesso obtido neste iddciperiodo renascentista
quanto a resolucédo de cubicas e quarticas por na&ébricos levou mais tarde
ao desenvolvimento de uma teoria elementar dagégsi2’

Na suaArs Magna Cardano considerou nimeros negativos, chamando-os
de “ficticios”, mas foi incapaz de fazer avancathamado “caso irredutivel” da
equacao cubica, no qual ha trés raizes reais qaee@gn como somas ou
diferencas daqueles que agora chamamos de “nunmasoglexos”. Esta
dificuldade foi resolvida por um dos ultimos grasaeatematicos bolonheses do
século XVI, Rafael Bombelli (nascido ca. 1530),ac8jgebrafoi publicada em
1572.

A algebra de Bombelli contribuiu para esta tend€de formalizacdo de
grandezas algébricas e das operacdes realizadaselz®n através do uso
sistematico de letras e de abreviagbes para omeyaglrelacdes. A idéia de
denotar grandezas por letras certamente ndo era, s ela havia sido
encontrada ndo somente entre os indianos, mas itareh&e os gregos, pelo
menos desde a época de Aristoteles. Todavia, eagpb de sinais especiais e

abreviacbes para operacfes aos simbolos literasimlicavam quantidades

%0 A esse respeito, ver Bos, “Arguments on Motivaiiothe Rise and Decline of a Mathematical
Theory; the ‘Construction of Equations’, 1637-1758tchive for History of Exact Scienc&§:
331-380, 1984.



39

parece ser devida, em grande parte, a BomB&ll forma particular de suas
notacdes tem menor relevancia do que a idéiagddoi@ simbdlica, mas ambas, a
forma e a idéia, parecem ter tido uma grande indis&®
A Algebrade Bombelli também foi relevante por ter feito wuprovas

algébricas, independente de justificagdo geomeétpicater sugerido a aplicagédo
de coordenadas retangulares na localizacdo de ato pon um plano e por ter
usado uma unidade arbitraria de comprimento emticmd®es geomeétricas. Estas
idéias, segundo Boyer, passaram quase que despesc@elos seus sucessores.

No seu livro, Bombelli introduziu também niumerosagimarios. Ele escreveu

uma expressao equivalente ao nosso 3i caf@e 9 (literalmente: R[OmM.9], R
para raiz, m. para meno$). Este fato permitiu-lhe tratar o caso irredutivael d
equacao cubica. Os numeros imaginarios, abordaa®®liras de Cardano e de
Bombelli, comecavam a perder parte de seu car&aprénatural”, mas sua
aceitacao total s6 se deu no século XIX.

Em um manuscrito que ndo fazia parte de Alggebrae que nunca foi
publicado, Bombelli estudou as constru¢des ou 8eligraficas de problemas
determinados de uma maneira um tanto analoga aqueleDescartes fez uso
depois em su&éométrie’* Na mesma época, por volta de 1587, Paolo Bonasoni
compds uma obra similar, com o titukdgebra GeometricaNela, Bonasoni
tentou dar uma base légica para a algebra, fundandstra sobre a geometria,
uma idéia que retrocedia a Fibonacci. Bonasoni imwsjue todos os problemas
redutiveis a equacdes do segundo grau podiam ssirgimlos apenas com régua e
compasso. Ele forneceu algumas construcbes grafiass estes problemas,
incluindo algumas pela aplicacdo de areas. No emt&8onasoni ndo fez uso de
simbolos para operacdes, nem da notacdo exponeleciBombelli, mas usou

®1 Boyer, History of Analytic Geometryp. 58.

%2 para uma abordagem do surgimento das notacéeSloviem CajoriA History of Mathematical
Notations Chicago, Open Court, 1928-1929, 2 vols.

% De acordo com D. J. Struikiistéria Concisa das Matematicas. 148.

® As matematicas italianas dos séculos XVI e XVib séiscutidas em uma série de artigos de
Ettore Bortolotti, escritos entre 1922 e 1928, premplo noPeriodico di Matematicayol. 5,
1925, pp. 147-184bid., vol. 6, 1926; pp. 217-23Mid., vol. 8, 1928, pp. 19-5%cientia 1923,
pp. 385-394; ainda: “L’'algebra nella storia e agireistoria della scienzaQsiris, vol.1 (1936),
pp. 184-230, sobre a obra dos algebristas itadiano
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letras para representar tanto as quantidades demlas as desconhecidas.
Infelizmente a obra de Bonasoni nunca foi publicad® se tomou conhecimento
dela por meio de artigos e obras de pesquisad®tes.obra dos algebristas
italianos impulsionou o estudo de todas as cladsesquacfes, mas ndo havia
naquela época uma notacdo satisfatéria (com awvebsskcecdo daquela de
Bonasoni) para o que agora seria chamado de pacamet quantidades eram
nameros conhecidos — caso em que os algarismosamtecos eram utilizados —
ou numeros desconhecidos — e neste caso abreviagiiepriadas foram
inventadas. Os problemas que surgiam eram geranoasos particulares que
levavam a equacdes com coeficientes numeéricos iispdos. Neste ponto, 0s
algebristas italianos néo diferiam substancialmeote“cossistas” aritméticos da
Alemanha. Eles estavam familiarizados com casopal@dmios e equacdes
polinomiais, mas a nocado de um polindbmio propriageelito ndo havia surgido
ainda.

1.2.1. Francois Viete, um algebrista francés do séc  ulo XVI.

Boyer % creditou a introducdo da idéia de um parametroaagois Viéte
(1540-1603). Viete foi um jurista francés, ligaddcCarte de Henrique IV, que
durante a guerra contra a Espanha, decifrou castagas pela Corte espanhola a
seu governador na Holanda. Tais cartas eram eseritaum codigo cifrado, com
mais de quinhentos caracteres, com significacdodader e os espanhdis
atribuiram a descoberta da chave do cédigo a nf¥gia.

Os principais resultados de Viete faziam parteddsenvolvimento da
teoria das equacdes (por exempioArtem Analyticam Isagogd591), onde se
encontram algumas das primeiras representacoednaeros por letras. O uso de
coeficientes numeéricos tinha impedido a discussfoas$os gerais de problemas
algébricos. O trabalho dos algebristas do séculd (8% “cossistas”, segundo a

palavra italianaosausada para designar a incognita) era expresseeatde uma

% Ver Ettore Bortollottj Studi e Ricerche sulla Storia della Matematicdtadia nei Secoli XVI e
XVII, Bolonha, s. c. e., 1928.

% Boyer,History of Analytic Geometnyp. 59.

67 Cajori, A History of Elementary Mathematjqsp. 229-230.
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notacdo um tanto complicada. Nagistica speciosade Viete surgiu um
simbolismo geral, no qual as letras eram usadaa paprimir coeficientes
numéricos, embord? ainda fosse escrito como “A quadratum”. Os sirfais”
e “—"jaeram usados com o seu significado atbah obra ndo foi somente uma
contribuicdo a notacdo, mas também as idéias &gs8br Todavia, o
desenvolvimento da técnica algébrica deu-se in@usiomo resultado do
aperfeicoamento da notacgdo, pois existe uma relpgEanda entre conteddo e
forma. O aperfeicoamento da notacdo feito por Viéieseguido, uma geragéo
mais tarde, pela obilaa Géométriede Descartes, com suas aplicacdes da algebra
a geometria, e pela notacdo atualmente usada.

A algebra antes de Viete tratava, em geral, de ¢dgsa numéricas
particulares, tais como a cubicaubus p. 6 rebus aequalis20”, isto &,

x®+6x = 20, que foi fornecida por Cardano. Por outro lad&t®iem sua obra

De Recognitione Aequationuestudou as propriedades das equacdes da forma “A

cub.—B planum in A aequatur B plano in Z”, istox&,— b?x = b’c . ®® Viéte usava
vogais para designar quantidades desconhecidasisoaides para representar
quantidades consideradas conhecidas. Assim, eleuqgiossivel a distincdo nao
somente de dois, mas de trés tipos de grandezaigefora — especificamente
nameros dados, parametros e variaveis. O proprigeVhao fez referéncia
explicita a parametros e variaveis, mas apenasdumiu 0 germe para estas
idéias. Ele ndo foi o primeiro a usar simbolos emaedes, pois os embrides de
uma algebra literal séo encontrados na obra de BliimBorém, Viéte parece ter
dado origem a pratica de usar letras como coefesedos termos em uma
equacao — isto é, de considerar equacdes cujogieagfs ndo eram numeros
fixos. Tornou-se possivel assim construir uma #&egeéral das equacdes e estudar
ndo as equacdes cubicas, mas “a” equacao cubiogesah A relevancia deste
ponto de vista parece ter sido compreendida poteVigois ele confrontou a
logistica numerosade uso comum com sulgistica speciosaA primeira
aplicava os calculos aos numeros: a Ultima trad@/species” ou “ as formas das
coisas”. Esta Ultima tornou-se possivel atravésales “elementos alfabéticos”.

Estas “coisas” podiam ser elementos geométricasrieasuraveis, cujas relagées

®8Cajori, A History of Elementary Mathematijqsp. 229-230.
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entre si ndo eram possiveis de se expressar erostel@numeros inteiros. Assim,
de acordo com Cajorf® Viéte chegou bem préximo & idéia de uma variavel
algébrica real, bastante importante no desenvohvionga matematica em geral, e
da geometria analitica em particular. E necesséssaltar que, por um lado, tinha
havido antecipacdes geométricas da idéia de umaveareal, notadamente na
latitude de formas medieval. Por outro lado, asai®gle Viete ndo eram,
estritamente falando, variaveis no sentido de dsiosba@ue representavam
qualquer um de toda uma classe de valores acatdveiotacdo que ele utilizava
de vogais e de consoantes, como era aplicada gdmpudeterminadas, néo era
tanto uma distincdo entre varidvel e quantidadessfimas sim entre aquelas
constantes que eram assumidas como sendo desaathexias que eram
assumidamente conhecidas. Foi somente mais tamnsndqg tais notacdes
convencionais foram aplicadas a representacfesicagafde equacdes
indeterminadas, que as vogais vieram a ser encacadao varidveis, em vez de
quantidades fixas desconhecidas. Tal notacdo lliteka Viéte facilitou
naturalmente esta transicdo de um ponto de vista @autro. L. C. Karpinski
declarou que foi a notacéo literal algébrica dete/igue “deu uma lingua a
geometria analitica de Descarte”.

Viete restringiu sua abordagem a equacfes em umvargvel, que ndo
podiam, portanto, representar um lugar geométilm entanto, ele foi um dos
que aplicaram sistematicamente a algebra a sotlege@ocoblemas geométricos. De
fato, suas vogais e consoantes geralmente searafarimagnitudes geométricas,
como é possivel inferir-se através dos nomes pplas elas eram designadas.
Sua distincdo entre parametros e incognitas swrg esta terminologia, bem
como nha convencdo “vogal x consoante”. as primai@ge poténcias de uma
guantidade constante dada eram conhecidas, ragpeetite, comdongitudo ou
latitudo (lembrando a obra de Oresmplanum, solidum, plano-planung ... ) ,
solido-solido-solidum As poténcias correspondentes de uma quantidade
desconhecida eram designadas, respectivamentdéatpsiou radix, quadratum,

cubus, quadrato-quadratun( ...) ,cubo-cubo-cubusEmbora continuasse a usar

% Cajori, A History of Elementary Mathematjqsp. 233-234.
0 Ver L. C. Karpinski, “The Origin of the Mathematicas Taught to FreshmenScripta
Mathematiceb: 133-140, 1939.
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uma nomenclatura geométrica, para poténcias detidadas, reminiscente
daquela de Diofanto e de Chuquet, Viete, em suabédg foi além da terceira
dimenséo. Viete chegou a um conhecimento parcarelacdes existentes entre
os coeficientes e as raizes de uma equacao. miglie ele rejeitou todas as
raizes ndo positivas e ndo pdde assim perceberleamente as relacdes em
questdo’*

Na terminologia usada por Viete, para quantidadeshecidas e
desconhecidas, percebe-se uma estreita conexé® @peracoes algébricas e
visualizacdo geométrica. Esta relacdo, no entanfiy representava uma
antecipagcdo da geometria cartesiana. Ao menos @aauni aspecto, reforcou a
tendéncia (ja vista desde ha muito tempo, em Pameissisualizar equacdes
cubicas na forma de representacfes estereométraiasio que graficamente em
duas dimensbtes. S&° ou B® fossem entendidos como magnitudes numéricas —
ou melhor ainda, como quantidades lineares — emdeesé-lo como cubos
geométricos, a associacdo destas quantidades as lieim um diagrama de
coordenadas talvez fosse facilitada. A associagdélgkbra e da geometria, no
sentido usado por Viete, levou a uma nocao de aggstas equacdes deveriam
ser homogéneas, em termos das variaveis e dosieosds. Isto significava que

as constantes ou parametros em uma dada expréssAcomo as magnitudes

desconhecidas, possuiam dimensionalidade geoméieguagiox” + bx = ¢?,
por exemplo, era interpretada como uma proporcadre eras linhas

X :c=c:(x+Db). Boyer viu nesta constatacdo uma evidéncia deaqgepmetria

7

analitica ndo é apenas uma combinagdo da algelgeometria, visto que,
segundo ele, tal conexao serviu para encobrir anteamem direcdo ao uso de
coordenadas’® A obra de Viéte, na visdo de Boyer, abrangia écagdo da
algebra a geometria, mas ndo era uma geometriacoordenadas e nao incluia
problemas de lugares geométricos. Reciprocamameadicacdo de geometria a
algebra ndo tomava a forma da representacdo grdéiceaquacdes ou funcdes

através de um sistema de coordenadas.

"L Cajori, A History of Elementary Mathematjgs 230.
2 Boyer, History of Analytic Geometry. 61.
"3 Boyer cometeu aqui 0 equivoco de uma manifestagaeronica, ao observar a obra de Viéte

com a lente da ‘geometria analitica’, que é bentepias a essa épochoc.cit.
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Em um estudo, Gupplementum Geometride 1513, Viéte” ressaltou
que a representacdo das raizes de uma cubicativeldou de uma equacgéo
biquadratica é equivalente a trisseccao do angulad duplicacdo do cubo, dando
a estes problemas um significado mais amplo doedg® tinham previamente.
Para resolver estes problemas Viéte prop6s fazer extensdao dos postulados
euclidianos para incluir constru¢cdes por instrurmensimilares ao antigo
mesolabio de Eratéstenes. A obra de Descartes empoes um esforco para
estender tal sistematizacéo as equacoes de grasiglina e ele também sugeriu
uma liberagdo em relacdo aos postulados usuaisesafpdisso, ndo se deve
considerar apressadamente a obra de Descartesssomdo nada mais que uma
aplicacdo de equacbOes a curvas de maior grau, @oehaviam sido tratadas
suficientemente por Viete e pelos antigos. Dessastdreu influéncia da arte
analitica de Viete como uma ferramenta algébricdvel devido a limitagOes
quanto ao aspecto geométrico, Descartes teve gsealbwmovas curvas para
efetuar as construgdes.

O caminho imediato para a geometria cartesianecpder sido preparado
mais por desenvolvimentos algébricos do que pomgé&icos. Boyer’ citou
varios trabalhos relevantes dos anos de 1629 e, A6&dberinvention Nouvelle
en I'Algebre de Albert Girard (1595-1632);Artis Analyticae Praxisde Thomas
Harriot (1560-1621), e &lavis Mathematicaede William Oughtred (1574-1660).
Estes trés livros apresentaram grande énfase nesiagdes e simbolos
algébricos. Segundo Boyer, lavention Nouvelle en I'Algébrepopularizou a
notacdo do expoente de poténcias, que foi trardanite Chuquet e Bombelli até

Stevin.

Por exemplo, Girard escrevia co 3 esgal@ +20” 0 que

agora poderia aparecer comxd = —6x + 20. Nota-se que continua a faltar um
simbolo especifico para representar a igualdadeeeagerminologia geométrica

de Viete ja tinha desaparecido por completo. Uneetspinesperado da obra de

" Sobre a obra de Viéte, v@pera Mathematicaed. Van Schooten, Leiden, Lugduni Batavorum,
1646. Reeditado com um prefacio de J. E. HofmamwaNorque/Hildesheim, s. c. e., 1970.
"5 Boyer, History of Analytic Geometnyp. 69.
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Girard é o livre uso de guantidades negativas,otaggométricas, quanto
algébricas, em equacdes e nas suas soluCdes.

A obra de Harriot s6 foi publicada postumamente,1&31, mas ja tinha
sido escrita bem antes. Ele descobriu a relac@beete entre os coeficientes e as
raizes de uma equacdo em sua forma mais simples.dEscoberta foi feita,
portanto, quase que ao mesmo tempo por ele nadngia por Girard e Viéte no
continente europeu. Harriot, em sua obra, nédo iachinda, um reconhecimento
de raizes negativas, mas apresentava uma formaficaddi das notacbes de
Viete, de sua teoria de equacgdes, e apresentafageém analitica ou tratamento
algébrico dos problemas geométricds.

Harriot adotou vogais e consoantes mindsculas marluwas letras
maiusculas de Viete, mas a substituicdoadag por exemplo, em vez d&

guadquad.foi de maior importancia. Ele utilizou formas tammo: “aaa—3bba”.

O célculo literal ja estava mais proximo da notacddesiana, que utilizava’
em vez de “aaa™®

Uma terceira ligacdo entre Viete e Descartes, dé@irard e Harriot, foi
a de Oughtred, possivelmente a de maior influéoiasuaClavis Mathematicae
se encontra a mesma tendéncia em direcdo ao ssmoobjue era evidente em
Girard e em Harriot. Como na obra de Girard, olgilea‘menos” era usado nao
somente como simbolo da operacédo de subtracdotamd&m como indicativo
de um numero “negativo”. Boyer relatou ainda queigos dos novos sinais e
abreviaturas, que Oughtred usou, sobreviveram. Exeacdo importante a ser
citada € o simbolo X" para a multiplicacdo, que até hoje é usado, Suas
abreviacdes “Ag” e “Ac” para a segunda e tercem&pcias da incognita, que
Viete escreviaA quadr. e A cubus foram substituidas poucos anos mais tarde
pela notacdo exponencial.

Vamos apresentar alguns exemplos das notacOezadtB por Viete,

Girard e Descartes. Por meio da sua notacdo Vsseda ‘a cubus +b in a

guadr.3 +ain b quadr.3 +b cubo aequalat+ b cubo” para designar a expressao

"6 Cajori, A History of Elementary Mathematjqs 231.
" Ibid.
"8 Boyer, History of Analytic Geometry. 70.
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a+3’b+ A +b®=(@+b)>. O trago colocado acima era um vinculo

introduzido por ele como um sinal de agregacaouissy Cajori, 0s parénteses so
apareceram com Girard. Em equac¢des numéricas, Wésignava a quantidade
desconhecida por N, o seu quadrado por Q e o $eupmr C.

O simbolo O utilizado para x foi adotado por Girard, enquan®

simbolos da desigualdade > e < foram introduzidmsHarriot. Os exemplos a

seguir sdo ilustrativos®

NOTACAO ANTIGA NOTACAO ATUAL
Viete 1C-8Q+16Naequ40 x3 —8x2 +16x = 40
Viete A cubus 4B plano 3 inA, x3+3bx = 2¢

equariZ solido 2

Girard 1@;0 13®+12 X3 =13 +12

Descartes ;.;3*+p;s.;—|— g =0 x*+px+q=0
Harriot aaa— 3bba= 2ccc a®- ar = 26
Oughtred Aqgqgcc A
120AqqcEc 12007E3

" Cajori, A History of Elementary Mathematiqs, 234.
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Oughtred deu bastante importancia a “arte andlitiEan sua obra, a
aritmética dos numeros foi contrastada com a “muitais conveniente”
arithmetica speciosa‘’na qual tomando a coisa procurada como conhgoigs
achamos o que procuravamo®”A arte analitica era uma notacdo, bem como
uma forma de apresentacdo. A chave de Oughtrecapaedematica envolvia trés
partes: célculo aritmético , calculo algébrico sititm e aplicacbes da algebra a
geometria. Boyef® afirmou que Oughtred herdou a matéria ai tratad¥idte e
de Ghetaldi. A algebra de Oughtred é mais formalags livre da dependéncia
sobre a geometria do que a de seus predecessaremtahto, ela continha a
construcdo usual de formulas algébricas por régoengasso. Esta construcao
continuou a ser a principal conexao entre a algebmageometria e tornou-se o
proposito do Livro | dd.a Geéomeétriede Descartes. £lavis Mathematica¢éeve
ao todo cinco edi¢cdes em latim e duas edi¢des gi@sindurante o século XVII.

Estes trés matematicos, Girard, Harriot e Oughtréth tratavam de
problemas de lugares geométrictsci. Girard tentou fazer uma reconstrucao
dos Porismas de Euclides, e vislumbrou a oportunidade que istaligy
proporcionar de aplicacdo da algebra & geometsgeddiodos antigo e medieval
careciam de uma algebra na qual pudessem exprpssalemas de lugares
geométricos e representacdes graficas da latiteddigdiras. JaA no periodo
moderno, as primeiras aplicacdes da algebra a ggaméo incluiam um estudo
algébrico dos lugares geométricos e da variabiiddel funcdes e, portanto, ndo
utilizavam coordenadas geométricas. Durante os gmis séculos da era
moderna a atividade matemética dedicou-se em taggida ao desenvolvimento
da aritmética e da técnica algébrica, e a recuperda geometria dos antigos.
Houve pouco desenvolvimento na teoria das curvaslieha reta e o circulo
continuavam a desempenhar um papel central na geamea ciéncia em geral.

Durante o comec¢o do século XVI houve algumas dautydes para a
teoria das curva&§? O estudo das cénicas foi revivido, especialmpotéNerner;
na mesma época, Albrecht Direr (1471-1528) fezsanr®s significativos a

teoria das curvas mais avancadas. Ao introduzi€éeide um ponto assintotico,

8 Boyer, History of Analytic Geometnyp. 71.
* Ibid.
8bid., p. 72.
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Durer ilustrou-a por uma curva bastante assemelbagpiral logaritmica. Esta
curva pode ter sido sugerida devido ao interesspettado naquela época na
construcdo de mapas; é a projecao estereografire mlo loxdbdromo sobre a
esfera. DlUrer também reviveu a antiga definicA@rodttica das curvas, dando
como exemplos uma epicicléide e uma nova conchdidéavia, é tipica daquela
época uma abordagem casual e ndo sistematicanesgeviblvida. Por exemplo,
Bovelles tornou a cicloide conhecida no inicio doudo XVI, e Galileu referiu-se
a ela préximo do fim deste século, mas nenhum dissd#terminou a equacao ou
propriedades desta curva.

Durante o primeiro tergo do século XVII, o estuldogeometria centrou-se
sobre as conicas, ja que 0 numero de curvas caldseera pouco maior do que
tinha sido dois mil anos atras. Na década de 163844, todavia, a situacéo
mudou completamente. Desenvolveram-se possibildddentes nos métodos de
definicdo de curvas previamente adotadas e novosipins foram surgindo e
sendo desenvolvidos. A cicléide ja havia sido natdiversas vezes antes, mas
quando Mersenne (1588-1648), em 1634, e Galilel41542), em 1639,
sugeriram-na como uma curva digna de estudo, susfe propriedades foram
prontamente determinadas através da composicdoodenentos. Este era um
método antigo, que uma nova abordagem viria a swgitr, inclusive com a

introducado de coordenadas.

1.2.2. Pierre de Fermat e René Descartes

Pierre Fermat [1608-1665] foi um jurista de Toumugue tinha um
profundo interesse nas obras de geometria da aidgi classica, e escreveu um
pequeno ensaio sobre geometridAdLocus Planos et Solidos Isagogste foi
publicado apenas postumamente em 1679, mas provawvid foi escrito antes da

publicacéo do livro de Descartes. Magogeencontramos as equacoes:

8 Boyer,History of Analytic Geometnp. 73.
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y = mx
xy = k?
X2 +y2 :aZ

x* ta’y? =b’

atribuidas a retas e conicas, referidas a um sistde eixos, em geral
perpendiculares.

Descartes e Fermat sofreram a influéncia de Viates continuaram os
seus estudos em direcdes diferentes. Fermat mamtemetacdo de Viete,
aplicando-a ao estudo dos lugares geométricos. Goirescrito na notacdo de
Viete, 0 ensaidsagogeparece mais arcaico quea Géométriede Descartes.
Quando dsagogefoi publicado, ja existiam outras publicacbes am g algebra
era aplicada aos resultados da geometria de Amgl@nsaber dfractatus de
Sectionibus Conici§l655), de John Wallis, e uma parte @&bsmenta Curvarum
Linearum (1659), escrito por Johan de Witt. Segundo D.ttil§ 3 ambos os
trabalhos foram escritos sob a influéncia diret®dscartes.

René Descartes adotou um dos propoésitos de Viege censtrucao
geométrica das raizes de equagbes algébricas —uecaldinuidade a ele
juntamente com o simbolismo algébrico moderno.

Segundo W. She&’ a notacdo empregada por Descartes em 1619 foi
emprestada de Clavius. Onde nos escreveriathesax+ b, Clavius escrevia em
sua algebra: z&+N, onde & representa o nossov=¢ um radical (ou X) e z é 0
quadrado ou % Descartes em sua carta de 26 de marco de ¥p1ilizou o
simbolismo: “1z&W+O0N”, onde a inclusdo de um coeficiente antes @éede N
nao tem muita importancia, ja que eles represemtananeros que podiam variar.
A época em que ele escreveuRegulae ad Directionem Ingenpor volta de
1628, Descartes havia melhorado consideravelmemtgaanotacdo. O simbolo
“&” , que representava nosso =, foi substituido: e que ele manteve eha
Géométrie E usualmente considerado que esse simbolo sejecamactivo

representando as duas primeiras letrasagpidre’. O simbolo “=" foi sugerido

8 Struik, Histéria Concisa das Matematicas. 167.
% SheaThe Magic of Numbers and Motiom. 48.
8 Carta a Isaac Beeckman, 26 de marco de 1619, Envél. X, pp. 156-158.
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por Robert Recorde (1510-1558), em $&e Whetstone of Wiitem 1557. O seu
uso sistematico s6 se deu no século XVIII.

As duas formas de abordar a geometria, a de Descara de Fermat,
acabaram por conduzir a0 mesmo principio fundarheatageometria analitica,

gue Fermat enunciou precisa e claramente nésagoge

“Sempre que em uma equacdo final duas quantidades
variaveis [dois segmentos de reta ou duas inc&jreto
encontradas, nés temos um lugar geométrico (loousle

a extremidade de um deles [dos segmentos] desameae
linha, reta ou curva®

Fermat estava interessado nas tentativas de teomd® de alguns
tratados gregos perdidos, baseadas nas informdodsscidas por Pappus e
outros comentadores. Ele escreveu uma reconsobtde&lois livros de Apoldnio
em Plane Loci,em estilo classico, sem nenhuma referéncia a adbtiaa de
Viete. Apesar disso, ele estava bem familiarizaolo o conteddo e o método de
Viéte e de outros escritores do principio da mddade.®

Por volta de 1629, Fermat parece ter tido a ididaum tratamento
analitico de maximos e minimos, e quase simultaaetaraplicou a andlise de
Viete aos problemas de lugares geométricos. Todstigam de saber como se
deu a transicdo da arte analitica de Viete parario€ipios fundamentais da
geometria analitica, mas Fermat deu somente algwsugsstfes incidentais
acerca dissd”

Na terminologia de Viete as vogais representavamevigmente as
incégnitas, mas apesar disso eram grandezas fixaddsterminadas. O ponto de
vista de Fermat deu um significado as equagOestemdmadas em duas
variaveis, ao permitir que uma das vogais assumssgeessivos valores lineares,

medidos ao longo de um dado eixo, a partir de umtgpinicial. As linhas

8" Oeuvres de Fermaeds. P. Tannery e C. Henry, Paris, Gauthier-¥ill891, vol. I, p. 91.
8 |oria, Storia delle Matematich@. 476 e BoyeHistory of Analytic Geometryp. 74.
8 Loria, op. cit, pp. 489-490.
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correspondentes representando a outra vogal, caamdegerminado pela equacgéo
dada, eram tracadas como ordenadas, formando wradadlo com o eixd?

Comecando com uma equacado algébrica, Fermat mostow esta
equacdao podia ser considerada como definidora degan geométrico de pontos
— uma curva — com respeito a um dado sistema deeoadas. Fermat ndo criou
as coordenadas e nem foi o primeiro a usar a @0 grafica. O mesmo se
pode dizer de Descartes. O raciocinio analiticharisendo usado na matematica
ha algum tempo, e a aplicacdo da algebra a geanati se tornara um lugar
comum.

Parece néo ter havido ocorréncia anterior a Ferenddescartes da
constatacdo de que, em geral, uma dada equacdwriedgém duas variaveis
determina, por si sO, uma Unica curva geométricare€@nhecimento deste
principio, juntamente com seu uso como um proceualionealgoritmico

formalizado, constituiu uma contribuicdo importatstes dois matematicos.

% |oria, Storia delle Matematiche. 477-478.
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CAPITULO 2

Regulae ad Directionem Ingenii X La Géomeétrie :

A conexao entre o método e a geometria de Descartes

As conexfes existentes entte Géométriee a obra filosofica de
Descartes foram, de alguma forma, subestimadaspesguisas dedicadas ao
estudo daquele texto. Um motivo que contribuiu d@st para isso foi a
apresentacdo dea Géométriccomo um ensaio do “meétodo” ou como aplicacao
das regras estabelecidas Discours de la MéthodeEsta afirmacdo parece
paradoxal, visto que a prépria apresentacdo cadodaico tratado matematico
organico de Descartes como dependente do métodw seguido pour bien
conduire sa raison et chercher la vérité dans leersce$ e dos principios
metafisicos que estdo na sua base. Entretantmex@m estabelecida por esta via
entre La Géométriee o método cartesiano parece débil. Isto originowa
discrepancia na pesquisa dedicada ao estudo daguideseparando a analise de
orientacado “filosofico-humanista” daquela de oréedio “cientifica”.

A razéo fundamental para que o vinculo eb&réséométriee as regras do
Discours de la Méthodepareca debil estd na generalidade dos preceitos
metodoldgicos contidos nbiscourse resumidos nas quatro famosas regras que
supostamente deviam governar o pensamento cientifimegavel a constatagio
de que se tentarmos estabelecer uma estreita cor@®ée os preceitos do
Discours de la Méthode os conteudos dea Géométrie como se Descartes
houvesse se esforcado para obter os resultados diisha como aplicacbes
“diretas” de suas regras metodoldgicas, ficaremastomdecepcionados. A
impressdo que resultaria seria a de um liame genérivago. Ao contrério, se
alargarmos o exame da obra cartesiana, sobretunmsilerarmos d2egulae ad
Directionem Ingeniji € possivel perceber uma ligagdo muito mais éstegitre o
método de Descartes e o conteudd.degséométrie Assim poderemos examinar
em termos mais precisos algumas questbes relalivakra matematica de
Descartes.

O lugar que a geometria ocupava ha concepcao dwaRes fica

esclarecido na Regra IV, que contém os famososhdseconcernentes ao
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significado daMathesis UniversalisDestacamos o paralelismo entre a critica de
Descartes as ciéncias particulares (ou a espexgjabzdo saber) e a reivindicacédo
da necessidade de se criar uma forma de sabersadiv&lém disso, ha a critica
do modo de fazer matemaética (aritmética e geomejua emerge da tradicdo e a
reivindicagdo de uma ‘verdadeira’ matematica, ggga bem observada nos
antigos como a ciéncia mais facil e necessartadbes para formar e preparar os
espiritos a compreender outras ciéncias mais ddeva

De acordo com a Regra IV, a “matematica universal’ Mathesis
Universalisde Descartes seria uma ciéncia da “ordem” e dalitag onde quer
gue elas aparecessem nas varias disciplinas matamdds axiomas, principios e
métodos comuns a todos 0s campos propriamente @@temseriam abrangidos
pelaMathesis A palavra “medida” poderia ser entendida comoafgidade em
geral”, ou seja, o objeto abstrato com que se #gas té-lo abstraido de
determinados objetos matematicos, dentro das disxdp mateméticas
particulares. A palavra “ordem” parece ter uma tag@o de achar esquemas
gerais de andlise para problemas, uma vez quentesigo estabelecidos em
termos abstratos. Tudo isto reflete idéias inspgatb neo-platonismo, em uma
“matematica geral” que foi corrente no fim do sécXVIl e comeco do século
XVII. %

Descartes argumentou que “ndo basta atender alegiam da palavra”,
segundo a qual “o termo matematica significa sismpknte disciplina”, pois
neste caso “as outras ciéncias nao teriam men@gsodgue a geometria de serem
chamadas de partes das matematicis"A substancia da matematica, ou seja,
aquilo que a faz ser apontada como uma ciéncid gefdathesis Universalisé

0 estudo de todas as coisas concernentes a ordemeglida, “sem importar se

91« . como se esta disciplina parecesse a maiseamcessaria de todas para educar e preparar os

espiritos a compreender outras ciéncias mais edsVa@escartedkégles pour la Direction de
L'Esprit, Regra IV, p. 24).

%2 DescartesRégles pour la Direction de L’EspriRegra IV, pp. 26-28. No decorrer deste capitulo
2, sempre que citarmos Regulaeestaremos nos referindo a esta obra, e indicarapesas o
nimero da Regra correspondente e a pagina onderaarse encontra.

% Regra IV, pp. 26-27.
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esta medida é baseada em numeros, figuras ou,astms ou qualquer outro
objeto”®*
A ligacdo entre aMathesis Universalise o procedimento dedutivo é
evidente. Como aquela busca a ordem nas coisas asnsina-o a Regra V —
“todo 0 método consiste na ordem e na disposic8@aiaas, por meio das quais €
preciso direcionar a forca da mente para se desapmlquer verdade.® Isto
implica em que a classificacdo das coisas ndo dewars ser feita por categorias,
como na tradic&o filoséfica escolastica, mas segandrdem dedutivd® Como
consequéncia, “para se alcancar a ciéncia é neiepsécorrer uma a uma, com
um movimento continuo e ininterrupto do pensamemt®, coisas que se
relacionam com 0 nosso objetivo e abrangé-las em emmeracado suficiente e
ordenada.”’

E. J. Dijksterhuis fez algumas observacfes quéoemgenéricas, tém o
mérito de especificar corretamente o liame existanitre LaGéométriee as

Regulaé® Ele observou que:

“... se verdadeiramente desejamos tomar
consciéncia do método de Descartes, néo
deveriamos ler tanto o encantadiscours que é
uma conversacao mais do que um tratado, mas sim a
obra Regulae ad Directionem Ingenji ... ]. As
Regulae contém de fato uma exposicdo da
denominadaMathesis Universalis que Descartes
sempre considerou uma das suas maiores
descobertas metodologicas e que desejava ver

aplicada em toda a ciéncia da natureZa.”

% Regra IV, pp. 26-27.

% Regra V, p. 29.

% Esta conseqiiéncia é discutida na Regra VI, p. 31.

" Regra VII, p. 39.

% Estas observaces estdo contidas E. J. DijksgethMieccanicismo e I'Tmmagine del Mondo
Mildo, Feltrinelli, 1971, p. 542.

% bid.
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E mais adiante, prosseguiu afirmando:

“O ensaio La Geéométrie no qual Descartes
apresentou sua nova descoberta, merece [ ... ] de
pleno direito ser definido como uma demonstragcao
do meétodo cartesiano; ndo contém todavia uma
aplicacdo das quatro regras dscours De fato o
verdadeiroDiscours de la Méthode& constituido

pelasRegulae ad Directionem Ingerii-®

Ndo se trata, entretanto, de identificar completam a Mathesis
Universalis com a algebra, a ponto de inferir que o ideal dsclrtes fosse nada
mais que a sistemética aplicacdo do meétodo algelaidoda a ciéncialLa
Géomeétrie desse modo transformar-se-ia na aplicacdo do métaddlgebra a
geometria, 0 que em parte é verdadeiro mas, ena mgssiao, insuficiente para
definir os caracteres especificos da geometri@siarta. E importante salientar
aqgui o carater marcadamente construtivo que a sandém na geometria
cartesiana — um carater inexistente na acepcaornsde termo “analise”.

Na geometria cartesiana, nenhum tipo de racio&@radmitido se ele ndo
permitir uma construcdo explicita daquilo que écprado ou do resultado a
demonstrar. Assim, € excluida da matematica cartagbda forma de raciocinio
por absurdo’®’Além disso, os entes sobre os quais se raciocwentser todos
construtiveis, sendo portanto impensavel uma dd@fni deles pela via
convencional ou axiomatica. Ainda ha a acrescemu@ as cadeias dedutivas
admissiveis devem ser “finitas”. Até mesmo as farmiambrionarias” de
raciocinio indutivo que se acham na obra de Dessast diferenciam do
raciocinio indutivo matematico moderno. Este Ultipermite que, com um

namero finito de passos, se dé um “salto” do fiamanfinito.

190 pjjksterhuis,Il Meccanicismo e I'lTmmagine del Mondo. 543.

101 Esta opinido de Giorgio Israel é exposta dralle Regulae alla Géométtiein G. Belgioioso
et alii, orgs,Descartes: || Metodo e i SaggRoma, Istituto della Enciclopedia Italiana, 1990l
2, p. 443.
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A diferenca entre método analitico e método douéte a avaliacdo que
Descartes fez de ambos sé&o expostas de modo keadtetem uma passagem da
Resposta & Segunda Objecdo as MeditatioHfésDescartes observou que nas
obras dos gebmetras a maneira de demonstrar € tiupla se faz pela analise ou
resolucao, e a outra pela sintese ou composi¢ao”.

A descricdo que Descartes fez dos procedimentosédodo sintético faz
mencao a geometria dos antigos (e em particulan@delo euclidiano) . Este
procedimento visaria arrebatar o consenso do mrdeiior enquanto faz uso —
diferentemente do método analitico — dos procediosetle “coercdo” tipicos da
|6gica formal. Nota-se, em particular, a referérmmanétodo de demonstracdo por
absurdo, que Descartes declarou aqui implicitam@uie@o conseqiéncia de sua
refutacdo a sintese) ndo querer incluir no seu doétd sua descricdo é a

seguinte:

“A sintese, ao contrario [da analise], por ser uma
visdo diferente e examinando as causas pelos seus
efeitos (se bem que a prova que ela proporciona
muitas vezes também investigue os efeitos pelas
causas) demonstra na verdade claramente o que esta
contido em suas conclusdes e se serve de uma longa
sequéncia de defini¢cdes, de condicbes, de axiomas,
de teoremas e de problemas, a fim de que, se desses
nao provierem algumas consequéncias, ela [a
sintese] faz ver como tais conseqiiéncias estdo
contidas nos antecedentes, e que ela arranca o
consentimento do leitor, por mais teimoso que ele
possa ser; mas ela ndo da, como a outra, umaainteir
satisfacdo aos espiritos daqueles que desejam
aprender, porque ela ndo ensina o método pelo qual

a coisa foi inventada*®®

192 Descartesl.es Méditations Métaphysiques de René DescandsBridoux, ed., R. Descartes,
Oeuvres et Lettrearis, Gallimard, 1953, p. 388.
1% bid.
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Descartes reprovou na sintese a auséncia de wespmconstrutivo, pois
“ela ndo ensina o método pelo qual a coisa foiritada”. O método analitico,
pelo contrario, possui esta grande superioridade, desconhecida dos antigos,
mas que dela guardavam “segredo”. De fato, o trextamlo acima prossegue

assim:

“Os antigos gebmetras tinham o costume de se

servirem somente desta sintese nos seus escritos,
ndo que eles ignorassem inteiramente a analise mas,
a meu ver, porque eles se ocuparam tanto dela que a
reservaram para Si mesmos, como um segredo de

importancia”.*%*

Nota-se uma estreita consonancia entideditationese asRegulaesobre
este ponto de vista a respeito do método sint@icm meétodo analitico. Nas
Regulag Descartes observou que, embora tivesse lido armpaite das coisas que
se costumam ensinar na aritmética e na geomefiag rsatisfizeram plenamente
os autores. Neles lia muitas coisas acerca dos m8nggie comprovava serem
verdadeiras, por calculos feitos depois, e quastdiguras, apresentavam, por
assim dizer, muitas verdades ante os olhos, gueadam necessariamente de
certos principios. Mas parecia-lhe que ndo deixavansuficientemente por que
tais coisas eram assim e como se fazia 0 seu deseolo. Ele criticou certo
género de demonstragfes superficiais, que muitges\se fazem por casualidade,
mais que por arte, e que pertencem mais aos ollkosmaginacdo do que ao
entendimento.'® A seguir, declarou suspeitar que os primeirossdios
conhecessem uma matematica muito diferente da rditenvulgar de seu tempo
e que depois os proprios escritores a tivesseminsigior por conveniéncia.
Realmente, como o0 haviam feito muitos artesdogspeito de seus inventos,
assim talvez temessem que ela, sendo tdo facihples, perdesse o seu valor

depois de divulgada®

194 Descarted, es Méditations Métaphysiques de René Descate388.
1% Regra IV, p. 23.
1% Regra IV, p. 25.
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O valor do procedimento analitico provém em cotiéeqgia da ligacéo
que ele tem com a “verdadeira via” através da @ualcancada a invencao e
porque mostra o liame de dependéncia causal. Bliepr, portanto, do carater
“construtivo” deste meétodo. Descartes ainda esmtare em sua resposta a
Segunda Objecdo as Meditationgse, em se tratando de questdes metafisicas, ha
uma particular inadequacgéo da sintese em seu gatajrao passo que ela € mais
aceitavel nas questdes de geometria. Isto vem tdaema das noc¢des basicas da
geometria que, ndo estando em contradicdo com ragleg sdo acolhidas de
modo unanime!®’ Conseqiientemente, os axiomas da geometria sadvaiei
somente enquanto o préprio contetudo de verdad&afé”e “distinto”. Somente
em virtude disto o método sintético pode ser utilfeeaceito em geometria, bem
entendido, apds a analise. Sao estabelecidas aseanyez mais, a superioridade
e a prioridade do método analitico-construtivo etagéo ao sintético-formal.

O exame dafkegulaeservira ao objetivo de esclarecer, em termos mais
precisos, o significado do método construtivo, ampmostrar como ele se traduz
diretamente no conceito de “construcdo geométmcain uma precisa definicdo
da modalidade de tal construcéo. Descartes fezerame critico do conceito de
possibilidade e facilidade de construcdo de umardiggeométrica em vigor na
geometria precedente e introduziu uma nova intEpfie desse conceito. A
classificacdo cartesiana das curvas, que € talhean@ibuicdo mais importante
dada por Descartes a matematica, é consequéneta dows principios gerais do
método analitico cartesiano, tal como sao expastsRegulae

Entre 1619, época dos primeiros escritos mateosatite Descartes e
1637, quando foram publicadosDoscours e osEnsaios houve a redacdo das
Regulae Neste texto encontra-se a explicacdo do seu tdpegisdo classica
construtiva da geometria e também da importancia gle atribuida aos
procedimentos algébricos. Descartes passou de isd@a quase ortodoxa classica

para uma visao que atribuia um papel importanssaseprocedimentos.

97 Descartes, es Méditations Métaphysiques de René Desgaste888. O contrario ocorreria na
metafisica, onde “a principal dificuldade é congetlara e distintamente as primeiras nogdes”

(loc. cit).
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John A. Schustef®® sustentou que Descartes teria abandonado depois de
1628 o programa dilathesis Universalisformulado naRegulae porque teria
encontrado dificuldade em construir uma teoria ggdoa das equacdes. Nao
existem provas, nem ao menos fortes indicios, desgja verdadeiro este ponto
de vista. Em primeiro lugar, Descartes ndo era ongénsivel a dificuldade
técnica, nem aos detalhes, e a excessiva impatatrdduida as contradigbes e as
dificuldades técnicas dos textos cartesianos é ambigrariedade!® Portanto,
querer atribuir, sem provas convincentes, a muddacabordagem de Descartes
na geometria a problemas técnicos, e ndo a umangadie programa cientifico
geral, seria errdneo.

Stephen Gaukroger, como Schuster, defendeu, sexsespar evidéncias,
que Descartes teria abandonado, depois de 1628y @regrama délathesis
Universalis **° Isto ndo é corroborado por todas as conexdesxistem entre as
Regulaee La Géométrie Além disso, seria arbitrario falar em um programaa
Mathesis Universaligjue Descartes pretendesse desenvolver concretaerante
detalhes. O que transparece € que era mais impopana ele o enunciado das
regras metddicas de raciocinio. O método expreas®egulaefoi colocado ali
justamente para propiciar uma abordagem algél@ipartanto, ao partir para esta
abordagem, Descartes nao se veria obrigado a atehaky Os procedimentos da
algebra, que sdo enquadrados de uma forma cowmairutittm um papel

fundamental no método enunciado mEegulae Imaginar um programa do qual

108 3. A. Schuster, “Descartes’Mathesis Universalist81628”,in S. Gaukroger, edDescartes:
Philosophy, Mathematics and PhysiBsighton, Harvester Press, 1980, pp. 55-80.

199 A seguinte passagem é uma prova disto: “Mas eunméialetenho a explicar isto com mais
detalhe para n&o privar a cada um do prazer de@pile por si mesmo, nem impedir o cultivo
Util do préprio espirito exercitando-o, que €, naha opinido, a principal utilidade que se pode
obter desta ciéncia. Pois ndo me refiro a coisadificeis que 0s que sejam um pouco versados na
geometria comum e na algebra e que apliguem codadaitudo o que estd neste tratado, nédo
possam encontrar’L& GéométrieA. T., VI, p. 274, The Geometry of René Descastep. 301-
302; p. 11-12).

110 GaukrogerPescartes, Uma Biografia Intelectygd. 273; Schuster, “Whatever Should We Do
With Cartesian Method?”"jn S. Voss, ed,Essays on the Philosophy and Science of René

DescartesNova lorque/Oxford, Oxford University Press, 19p3218.
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nao h& prova convincente de que tenha existidedeayia supostamente entrado
em crise, por razdes técnicas, € deixar-se levalganeios.

A verdade € que em 1628 Descartes escreveu asgios de um novo
método, o que induziu uma mudanca na sua cons#&erdgs problemas da
geometria. As caracteristicas deste método indica®m ele era analitico e
encontrava nos métodos da algebra a forma elet\abdrdagem dos problemas,
e que era um meétodo analitico ‘construtivo’, e @uid encontrava nos
procedimentos construtivos da geometria classisaaareferéncia principal. As
caracteristicas especificas deste procedimentdianalonstrutivo modificaram o
quadro da geometria, em particular os critériosepeesentacao e admissibilidade
de curvas.

O ponto de vista de Henk J. M. BUS é de que estaria presente uma
contradicdo no tema principal das relacdes engebé e geometria na obra de
Descartes. Esta contradicdo Bos atribuiu a coexigtéle dois programas para a
abordagem da geometria. Um deles seria do tipsictasenunciado claramente
em 1619, que via a geometria como a ciéncia questo@’ ou resolve problemas
geomeétricos. Este programa mudou um pouco a étzssb antiga das curvas,
fundamentando-a sobre o uso de instrumentos qua géoeralizacdo da régua e
do compasso, e nele a algebra estaria ausentetr® mograma seria o que
atribuiu um papel bem mais amplo a algebfae que derrubou a classificacdo
antiga das curvas, abrindo caminho a distincdo madentre curvas algébricas e
transcendentes. Houve a coexisténcia dos dois @&y, pois Descartes no
segundo ponto de vista ndo abandonou a visdo daegea como ciéncia de
“construcado”. Segundo Bos, Descartes teria se eagado com algumas
dificuldades importantes. A principal delas, que @éstacou, seria a contradicao
nos critérios de aceitabilidade geométrica dasasjrque estaria presente nos
programas dea Géométrie

A explicacéo fornecida por Bos, embora acuradanefpante, é entretanto
somente descritiva: ndo diz nada sobre os eventoaisyos que teriam levado

Descartes a colocar-se sob uma nova e dificil fosigrogramatica, mas

111 Bos, “On the Representation of Curves in Desc&Btasmétrid, p. 322.
112 Apesar disso, como Bos observou, “em nenhuma partea GéométrieDescartes usou uma

equacdao para introduzir ou para representar uma’tBos,loc.cit).
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mantendo ainda uma ligacao problematica com a yEbkigdo. Para se tentar dar
uma resposta a esta questao, deve-se levar emauontao periodo entre 1619 e
1637 aconteceu um fato muito importante, a sabenumciado dos principios do
‘método’ por Descartes. O proprio Bos destacou @@ieenunciado teve uma

influéncia sobre o programa da Géométrieao observar:

“O uso das palavras-chave claro e distinto [ ...]
mostra que Descartes via um paralelo entre assérie
de movimentos interdependentes em um
instrumento, [comO 0 seu compasso], todos
regulados pelos primeiros movimentos, e as ‘longas
cadeias de razdes’ na matematica, discutidas no
Discours de la Méthodeas quais, desde que cada
passo no argumento fosse claro, asseguravam
resultados tédo claros e certos como 0 seu ponto de

partida.”**3

Entretanto, restringindo abiscours de la Méthoda conexdo existente
entre 0 método e a geometria, Bos impediu que diddope a complexidade da
ligacdo aparecessem, pois este texto é muito ivaretutobiografico, como uma
conversacao. O aparecimento crucial ocorrido €irgi® e 1637 foi o dadRegulae
e é neste texto que devemos buscar tal conexadatDe é nasRegulae ad
Directionem Ingeniiqgue sdo encontrados importantes germes do pentaheen
Descartes a propdsito da matematica, do conheangeninundo e da questao da
certeza do conhecimento em relagcéo a subjetividade.

Devido ao fato de que o método de Descartes ditianae ‘construtivo’,
ele tem uma necessidade da algebra como linguagamrsal para refletir a sua
generalidade. Como €, ao mesmo tempo, construti&o, admite lacunas ou
rupturas no seu proceder. O esforco de Descartasaeem manter juntas estas
duas exigéncias. As eventuais contradices inteamaseu texto ndo seriam
consequéncia da coexisténcia entre duas visOesrsdsseda geometria.

Representariam a dificuldade de uma Unica visareote ditada pelas exigéncias

113 Bps, “On the Representation of Curves in Desc&@tasmétrié, p. 310.
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de um programa filoséfico e ndo pelas exigénciasalereza matematicd* As
ditas ‘incoeréncias’ de Descartes sO existem adhe requisitos da geometria
analitica moderna, que possui dentro de si umaistéexia equilibrada entre
geometria e algebra. As dificuldades enxergadas Bom ndo existiam para
Descartes. Mesmo que tivessem existido, Descadieas resolveria da maneira
como Bos propos, isto é, simplesmente definindo ccamarvas geométricas
aquelas que admitissem equacdes algébricas. Dessodid o faria devido ao seu
apego a uma visdo antiga da geometria, mas porspagiee radicalmente em
contradicdo com a sua abordagem metodoldgica. deelwario, a subordinacéo
da algebra a geometria era uma conseqiéncia neaesdds principios
metodoldgicos cartesianos, e ndo um resquicio seapa.

As Regulae ad Directionem Ingenigrnaram possivel uma conexao entre a
geometria e o0 método, o que permitiu uma releitierha Géométrietrazendo a
tona aspectos de grande interesse; no entant@raemdemos desenvolver aqui
uma analise detalhada e exaustivaRiegulae

Apenas, de modo sintético, enunciaremos e dem@@ws alguns pontos
importantes que emergem dasgulaee que estabelecem a conexdo ja citada. O
primeiro ponto é a afirmacdo de que o processmdberimento se da através de
via dupla: pela via da ‘intuicdo’ (um ato elemergae consiste na concepgéao de
um ‘espirito puro e atento’, a qual ndo deixa dawsdbre o que € compreendido
e € a matriz da formacé&o das idéias claras e w@is}ie pela via da ‘deducao’ (que
é uma cadeia de intuicoes):

O segundo aspecto fundamental € que o raciogjo®jnvariavelmente é
baseado sobre o uso de concatenacdes de atos telersele intuicdo, tem carater

dedutivo.**®

1140 proprio Bos observou: “Embora apresentasse adigfies na estrutura e no programa, havia
uma unidade de visdo subjacente.” (Bos, “On therédsmtation of Curves in Descartes
Géomeétrig, p. 332).

154por intuicdo, eu entendo [excluindo os sentidosiémaginacéo] o conceito que a inteligéncia
[mentig pura e atenta forma com tanta facilidade e djftinque néo fica absolutamente nenhuma
davida sobre o que nds compreendemos ( ... ), tongee nasce unicamente da luz da razdo,
(...)". DescartesRRegles pour la Direction de L'EspriRegra lll, p. 14.

116 Regra IIl, pp. 16-17.
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O terceiro aspecto é dado pelo carater ‘constiutilo procedimento
dedutivo. A cadeia de deducbes sobre o qual eleaskado ndo deve ser
interrompida e o resultado deve ser alcancado s#twssO raciocinio ndo pode
chegar a uma concluséo diversa de uma preexisistat@, ele deve mostrar todas
as ligacdes e as relagcOes entre os dois resultadostruindo uma cadeia de
intuicdes que os une. A garantia da validade deatdbcinio era que a cadeia
dedutiva podia ser percorrida novamente com um mewio ‘ordenado e
continuo’ que mostrasse que a validade da constmg@ conduz a verdade final
é sempre verificavet!’

O quarto aspecto é a redutibilidade de toda difereentre objetos a
diferencas entre ‘figuracdes’ geométricas: € estamaeira forma que assume nas
Regulaea idéia cartesiana da reducao das diferencagi@ngas de extenséo, que

est4 na base da concepcdo quantitativa cartesiabfidersot®

No inicio, esta
idéia ndo se apresenta nédegulae como um principio metafisico (a
redutibilidade de cada objeto a extensédo), mas comaauxilio intuitivo que
permita representar aquelas relacbes dificeis deeber em uma forma mais
acessivel a intuicdo. Depois desta primeira aptec&p, mostra-se uma
interpretacdo que esconde o explicito valor métafigue o conceito de extenséo
assumira na obra posterior. Descartes prop6s, rdade, uma interpretacdo
quantitativa do Universo, que tem no seu centroakematica, ou melhor, a
Mathesis UniversalisEsta era uma matematica diversa daquela “vulgar”
época, era um saber universal que permitia reduairalise de cada fenbmeno a
questdes de ‘ordem’ e de ‘relacdes® Na cadeia dedutiva do raciocinio, cada
intuicdo podia ser confrontada com a sua sucessivap se faz com a razdo de
duas grandezdd® O raciocinio dedutivo revelava, assim, a sua eaturde
‘sequéncia de relagBes concatenadas’ . H4 umag@aiom o que ocorre em
uma progressdo matematica, na qual cada termoeérdeddo pela razdo que o

liga com o precedente. A teoria das proporcoesutmnpapel fundamental, pois o

" Regra VII, p. 39 e Regra X, p. 66.
18 Regra XII, p. 75.

19Regra IV, p. 24.

120 Regra X1V, p. 110.
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raciocinio dedutivo, transitando pela linguagenméhiga, vem traduzido em uma
sequéncia de proporc¢oes.

Ja foi citado que, devido ao carater construtivgbcedimento dedutivo,
nenhum elo da cadeia de deducdes podia ser putedo,tampouco podia ser
‘dado’ sem que se definisse o procedimento que iparralcanca-lo, ‘por
construcdo’, isto €, a partir de uma outra verdamtehecida. Disto advém uma
consequéncia importante: a traducdo do procedimeéatiutivo na linguagem
algébrica, isto €, mediante equacfes obtidas medat das proporcdes, era
unidirecional. No campo das relacdes entre algebrgeometria, havia uma
transicdo unidirecional da prépria relacdo: podiafsassar do problema
geomeétrico a sua traducdo algébrica, mas nédo da faakr o inverso, pois nao
existiam ‘problemas algébricos’ dados por si mesm®or conseguinte, a
Mathesis Universalisontemplaria somente problemas de construcao deomé

O quinto e ultimo aspecto € um paralelo entrerosqaimentos das ‘artes
mecanicas’ e o procedimento construtivo do raciociétedutivo, que percorre
todas as Regulag® Este paralelismo se da, especificamente, entre os
procedimentos das ‘artes’ mecanicas e as conssggimaneétricas. Dele descende,
de modo evidente, o critério instrumental para deag@o entre curvas
admissiveis, ou ndo, na geometria, introduzidoDmscartes. Este critério conduz
a mudancas na classificacdo antiga das curvagpaigreclassificacdo cartesiana
e, salvo algumas diferencas significativas, mas daocisivas, a moderna
classificagdo das curvas em algébricas e transotrgle

Chamamos a atencdo para dois temas de caratérqgerpodem ter se
constituido na razéo de ser dRegulae O primeiro deles € a defesa do principio
da unidade do saber, em detrimento do saber campathdo em especialidades.
Este é um tema que esta no centro da Regfarhas que aparece novamente em
muitas outras passagens, e que traz como uma ce@mseg importante a falta de

interesse de Descartes no estudo de problemas atatesrespecificos.

121 Regra VIII, pp. 51-52.
122 «35e alguém, pois, quer seriamente investigar dads das coisas, ndo deve optar por uma
ciéncia particular; elas sé@o todas unidas e depéesie@mas das outras. Que pense, pois, somente

em aumentar a luz natural da sua razéo, ( ...e4r&lI, p. 4.
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“Eu ndo teria em alta estima estas regras, se s#as
servissem para resolver problemas vaos com os qsais
ociosos calculadores e gedbmetras acostumarametegntr
se: pois entdo acreditaria que nao tivesse corteguitra
coisa que haver-me ocupado em bagatelas, talvez com
mais sutileza que os outros. Embora eu pretendadgli
muitas vezes de figuras e de nimeros, porque deinmen
outra disciplina podem tirar-se exemplos tdo evieere
certos, todavia aquele que atentamente consideneLo
pensamento, facilmente se apercebera que eu nd&o pen
aqui nada das matematicas correntes, mas sim que eu
exponho outra disciplina, da qual elas sdo mais o

envoltério do que as partes?®

De certa forma, esta declaracdo exprime a intemgimdo tratar da
matematica em si, mas buscar na matematica (e encerta matematica diversa
da ‘vulgar’ daquela época) uma ajuda para a detagéb dos principios de um
método universal de raciocinio.

O segundo tema de carater geral é a refutacdmdeabordagem historica
da ciéncia. A Regra lll estabelece uma contraposegéire saber histérico e saber
cientifico. Nela, Descartes observou que aindal@ssemos todas as obras dos
antigos, ndo chegariamos a ser filosofos, se ndésgemos “exprimir um juizo
sélido sobre as questdes propostas, pois, neste gaeceriamos ter aprendido
ndo ciéncia, mas histéria®* Esta contraposicdo se deve & exigéncia que
Descartes fazia de defender a necessidade de nmla¢ao’ do saber precedente
para favorecer o desenvolvimento de uma ciénciee Inle influéncias, sem
preconceitos ou pré-julgamentos do saber escaladfie queria reexaminar os
principios estabelecidos, fora de toda referéndradicéo historica, somente pelo
seu valor conceitual. Talvez isto Ihe tenha sidbiqdarmente Gtil para derrubar

a antiga classificagcédo das curvas, consolidadarpartradicdo secular.

12 Regra IV, pp. 21-22.
124 Regra IIl, pp. 12-13.
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Voltamos agora a analise dos cinco pontos fundtaisenque ja foram
enunciados e em torno dos quais se desenvolver&agusae Os primeiros dois
pontos ja foram expostos na Regra lll. Gostariasdelinhar que, ao definir
‘intuicdo’ como a “concepcao apreendida por umrésgduro e atento, que nasce
apenas da luz da razdo”, Descartes enfatizou decgr@ramente ‘intelectivo’
deste ato, diferenciando-o assim do “mutavel testdrm dos sentidos” ou do
“juizo enganoso da imaginacdd® A ‘deducdo’ é, ao contrario, o meio para
conhecer a maior parte das coisas que ndo saonsdgor si mesmas, porque
sdo deduzidas de principios verdadeiros e conhecttavés de uma cadeia de
atos elementares de intuicdo. A diferenca entrerimero ato e o segundo
consiste sobretudo em que este ultimo necessitaumdénovimento” ou de uma
“sucessao”. Este “movimento” seria a chave do msaeedutivo. Trata-se de um
“movimento continuo e ininterrupto do pensamente gm uma intuicdo clara de
cada coisa.”?® Aqui se encontram refletidos os dois principiosdamentais da
concepcao cartesiana: o principio da ‘continuidade’ principio da ‘plenitude’.
Eles trazem como conseqiéncia uma concepcdo doefdaivcomo um
continuum sem laceracbes nem interrupgcbes. De fato, sabgu®Descartes
refutava radicalmente a possibilidade do ‘vacuod &hso dos processos do
raciocinio, analogamente aos processos materges principios se refletem na
idéia do carater ‘continuo’ da cadeia dedutiva eanaéncia de ruptura ou
interrupcdo. A ‘continuidade’ se apresenta como garacteristica que conduz a
‘compreensdo da totalidade’. O carater ‘inintermuptdo movimento do
pensamento no ato de deduzir quer dizer que n&ondtmo saltar algum elo da
cadeia, caso contrario se perderia completamergeeza das conclusdes.

Estas caracteristicas do raciocinio dedutivo dmrgm para cstatusda
geometria. O raciocinio geométrico deve ter carastrutivo, baseando-se cada
um dos passos da cadeia no que o precede. O gbmtétrico é pensavel apenas
enquanto for construido através de uma sucessgoeSe a impossibilidade de
conceber o ponto geométrico ‘isolado’. Ao constrpor exemplo, uma curva,
tem-se que dizer como passar de um ponto ao swgessm um procedimento

‘continuo’ e ‘ininterrupto’. Como no espaco fisicmp espaco geométrico nao

1% Regra lll, p. 14.
1261d., p. 16.
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poderia existir o ‘vacuo’. Dai, a impossibilidade d¢oncepcdo de lugar
geomeétrico fixado abstratamente mediante uma equagddo definido mediante
uma construcéo. E igualmente dependente desta aisémusa do ‘raciocinio por
absurdo’, do qual ja falamos antes. Por ndo sestadivo, ja que salta todos os
elos da cadeia e confronta diretamente o Ultimpraneiro, e além do mais, por
nao respeitar a regra da transi¢do unidirecionaé engeometria e a algebra, este
tipo de raciocinio foi refutado.

O conceito de ‘enumeracao suficiente’, citado regrR VII, poderia ser
considerado como um “embrido” do principio da irfitugnatematica, que é
conhecido na matemética modernd. A inducéo foi considerada, ao lado da
intuicdo, porque definia de modo preciso a infei€men cada ponto da cadeia.
Esta nocéo de ‘inducdo’ em Descartes ndo estacaudgaa algum conceito claro
de numeragdo dos passos. A inducdo cartesianaliéaglgppelo conteddo da
|EL28

Regra XI.“® Cada passo deve ser verificado, “construido”, madke ser omitido.

O pensamento de Descartes a respeito do infindaté aspecto fundamental.

129 yma distincdo entre infinito e indefinido,

Ha, por exemplo, no®rincipia,
reservando a Deus o primeiro atributo. Neste tBxdscartes declarou que nao se
ocuparia mais das disputas sobre o infinito, camaitdo simplesmente ridicula a
pretensao que os homens ‘finitos’ tém de chamamadgcoisa de infinito.
Como ja foi tratado anteriormente, um dos objdelathesis Universalis

€ o0 estudo da medida. Mesmo neste nivel existearaiglismo entre matematica
e método dedutivo. Para estabelecer esta coligdg@® intervir o conceito de
‘extensdo’ e a idéia de redutibilidade de cadatobjepropriedade da extensdo. E
na Regra Xl que se introduziu este aspecto dasdiia cartesiana, na
representacdo das diferencas entre objetos comecenigas entre ‘figuras’. O
namero infinito das figuras era suficiente paracdeger todas as diferengas entre
as coisas sensiveis. Desta forma, Ragulae apareceu a idéia da descricao
quantitativa das diferencas entre objetos sensigeis se exprimiu na forma

diversa de duas figuras geométricas. Este € umctasp@portante, pois ao

12" Regra VII, p. 39.

128 Regra XI, pp. 66-70.

129 DescartesPrincipia Philosophiae |, art. XXIV, XXV, XXVI e XXVII; A.T., vol. 8, pp. 13-
15.
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estabelecer a centralizacdo do conceito de exterfgém simultaneamente
estabelecido o papel central que tem a geometrgyaato ciéncia da extensao,
no processo do conhecimento.

Entretanto, a forma que assumiu o principio dducdo a extensdo’ nas
Regulaeé um tanto diferente, a0 menos aparentemente,cdpc@ que €
subjacente ao texto dea Géométrie Neste Ultimo ndo aparece a justaposicao
entre a extensdo figurada (que se volta a imagMaeda quantidade. Esta
justaposicéo desapareceu e, antes, transformamn-sela@céo hierarquica. O papel
da imaginacao desapareceu de fato e a extenséestwvida explicitamente em
grandeza, mediante o instrumento da algebra. Arigésc quantitativa das
diferencas através da extensdo foi realizada deorpadamente intelectual e o
instrumento de tal realizacdo € a descricdo alggbAs proposicOes sucessivas
abandonaram a referéncia genérica "a represerifagfada’ das diferencas, em
prol de uma descricdo propria em termos da te@sapdopor¢cdes. A seguir, logo
depois, foi introduzido o conceito de ‘problema comcognitas’ e,
consequentemente, o conceito de equacdo. A padkdo Livro |, ainda que
incompleta, mostra com suficiente evidéncia queléai da centralizacdo do
instrumento algébrico ja era clara para Descartes.

Uma conseqiéncia importante observada € quegioetstabelecida entre
extensdo e quantidade esclarece o carater da swdigd da algebra a
centralizacado da geometria. Em primeiro lugar agj@ometria que € a ciéncia da
extensdo e o instrumento de descricdo e andlissubdstancia das coisas. A
algebra tem um papel essencial, mas subordinadtgrear possivel o tratamento
da extensdo como descricdo quantitativa. Estarbigease apresenta de modo
bem claro no fim das primeiras paginas lde Géométrie,pois a primeira
preocupacdo de Descartes foi a de mostrar “condbcalo aritmético se relaciona
as operacdes da geometrig”

Para a solucdo de certos problemas, em que naafiderste o
procedimento dedutivo, Descartes introduzidra Analytica que ele adotou e
exp0s e que consistia em desenvolver alguma caisadgpendia de muitas
outras. Esta ‘arte’ ndo € outra sendo 0 método maa@ver os problemas nos

quais aparecem ‘incognitas’. Na Regra Xlll istafigsclarecido, quando aparece

130 Descarted,a Géométriep. 297; p. 3.
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0 conceito de designagédo de alguma coisa que vaoh&cida por alguma coisa
conhecida, isto €, a ‘arte’ de resolver equacodes.

“Primeiramente é necessario que em toda questd haj
algo desconhecido pois do contrario se inquiriravéim

em segundo lugar, isso mesmo deve estar desigreado d
alguma maneira, pois do contrario, ndo estariamos
determinados a investigar isso melhor que qualquaa
coisa; em terceiro lugar, ndo pode ser designaakosgor
algo que seja conhecidd™

A Regra XIV contém um passo importante na direg&traduzir na forma
algébrica as questbes ‘perfeitamente compreendid@escartes observou que
cada conhecimento que ndo é adquirido atravéstdigdo simples, se adquire
por confronto. As naturezas comuns se encontramobjetos distintos, as
‘relacdes’ e ‘proporgcdes’, que se trata de redazigualdades’, isto €, equacdes.
Somente a grandeza € suscetivel a esta reducatree asngrandezas esta a
‘extensédo’. Desta maneira, a formulacdo de uma tgoeperfeitamente
determinada se transforma na reducdo de propoecdgsaldades. Nesta regra
XIV h& a transicdo da definicdo das diferencaseentisas mediante ‘figuras’
para uma definicdo destas diferencas mediantelagdes ou proporcdes entre
grandezas extens&g.

Na Regra XVI a é&lgebra faz a sua intervencdo et®dunzida como
instrumento de representacdo simbodlica. A algelmasiste no “abstrair dos
ndmeros os termos da dificuldade para examinardhestureza.**® Esta regra é
importante porque ai aparece a eliminacdo da dé&iintre a raiz ‘primeira’ (a
prépria incognita), raiz quadrada, raiz cubica, &tdas reduzidas a linguagem da

teoria das proporcoes.

131 Regra XIII, p. 96.
132 Regra XIV, p. 106.
133 Regra XVI, p. 132.
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“E necessario notar ainda que, por nimero de retacd
deve-se compreender as propor¢cdes que se seguem em
ordem continua. Por outro lado, dentro da Algebra
ordinaria, esforcam-se por exprimi-las através iderglas
dimensdes e de diversas figuras, as quais se chamam
primeira raiz, a segunda quadrado, a terceira cabo,

quarta biquadrado, etc:**

[ ... ] “Faz-se necessario por conseguinte nothretsodo
gue a raiz, o quadrado, o cubo, etc, ndo sdo coisa
sendo as grandezas continuamente proporcionaiseue
supde sempre dominadas por esta unidade adotaglzede

nés ja tinhamos falado ante§®®

Torna-se evidente que a mudanca de nomenclatura éndle tanta
importancia quanto a idéia de tomar-se um segnumteta para ser a unidade, a
qual a primeira grandeza proporcional se relacioradiatamente e por uma so
relacdo; a segunda por intermédio da primeira edpas relacdes; a terceira por
intermédio da primeira e da segunda, e por trégdek, etc. S&o chamadas entéo,
dentro da seqiiéncia, primeira proporcional, essadgza que em Algebra se
chama raiz; segunda proporcional, aquela que saalmadrado, e assim por
diante. Foi esta abordagem que permitiu a Descatésyencilhar-se do ponto de
vista tradicional que considerava como quadrado @mes®, como cubo um
volume. Libertando-se desta limitacdo dimensioeld,considerou os segmentos
como grandezas proporcionais, mais do que comcs ladoarestas de figuras
geomeétricas, e assumiu uma homogeneidade dimehsioplécita, diferente da
tradicional. Através disso, conseguiu resolver [mwlas geométricos que
conduziam a equacgfOes do quarto grau ou superieess, a preocupacdo de
identificar a quarta poténcia, a quinta, a sext@, €om nenhum solido

geomeétrico. Foi esta nova perspectiva que perraitiasolucdo do problema de

134 Regra XVI, pp. 130-131.
135bid. Tal “unidade” foi citada anteriormente na Regra X{V/115 e p. 118.
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Pappus, no caso das quatro retas, e o desenvoteingentoda a geometria
exposta enba Géométrie

Na Regra XVIlI esta exposto de modo mais claro acqaimento que
Descartes sugeriu para a resolucdo de uma quesiBotagmente determinada,

seja ela traduzida em equagdes, ou em uma cadprap@coes.

“A dificuldade proposta deve ser diretamente peidar
abstraindo-se dela os seus termos que sdo conbeci®
outros desconhecidos e examinando por intuicdo taanu
dependéncia de cada um deles por relacionamentmsom

outros, através das verdadeiras razdes.”

A regra XVIII, com o objetivo de estabelecer estaguas dependéncias,
ensina que bastam somente quatro operacgdes (as@uatyacao, a multiplicacdo
e a divisdo), o que permite reduzir a definicdo ‘daguas dependéncias’ a uma
sequiéncia de proporcs¥$.0 proximo passo, o da Regra XIX, seré o de buscar
tantas grandezas expressas de modos diferentesmg|safam as incognitas, para
percorrer diretamente a dificuldadE®Assim sdo encontradas as equacdes e
terminam-se todas as operagbes que haviam sidaddsixem suspenso (Regra
XX).1% Segundo a Regra XXI, se forem obtidas diversas@igs deste tipo,
tratar-se-a de reduzi-las a uma so, “isto €, aqugt@s termos ocuparem 0s graus
minimos na série de grandezas em proporcao consagando a qual os mesmos
termos devem ser ordenadd®®.

Nas primeiras paginas de&a Géométriecom uma analogia de termos e
com a mesma sequéncia metodica, encontramos & d@dio procedimento ja

exposto. Damo-nos conta ao ler o seguinte trecho:

13 Regra XVII, p. 135.
137 Regra XVIII, p. 138.
138 Regra XIX, p. 147.
139 Regra XX, p. 148.
10 Regra XXI, p. 149.
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“Assim, querendo resolver algum problema, devese d
antemao considerar como ja feito, e dar nomes astaed
linhas que parecam necessarias para construirtm &s

que sao desconhecidas como as outras. Em segaida, s
considerar nenhuma diferenga entre estas linhas
conhecidas e desconhecidas, deve-se examinar a
dificuldade segundo a ordem que se apresente como a
mais natural de todas, na forma como aquelas linhas
dependem mutuamente umas das outras, até quease haj
encontrado a maneira de expressar uma mesma cadmtid
de duas maneiras: 0 que se denomina uma equagao, po
[0 resultado de] os termos de uma dessas duasSwama
iguais aos da outra. Devem encontrar-se tantasgégsia
guantas forem as linhas desconhecidas, e casoosgarm

ser obtidas tantas equacles, apesar de nada dseque
deseja no problema ter sido omitido, isso prova que
mesmo nao esta inteiramente determinado e ent&npod
tomar-se a discri¢cdo linhas conhecidas para toglaslas

as quais ndo corresponda nenhuma equacao. Deptuis di
se restarem ainda outras, é necessario recorreoygem,

a cada uma das equacOes restantes, seja consmarand
isolada, seja comparando-a com as outras, paracaxpl
cada uma destas linhas desconhecidas, e fazepdumla

nao reste mais que uma so, igual a alguma outraejae
conhecida. Ou melhor, que o quadrado, ou o cub@ ou
quadrado do quadrado, ou o super-sélidd, ou o
guadrado do cubo, etc, seja igual ao que resulka pe
adicdo ou subtracdo de outras duas ou mais qudesida
das quais uma seja conhecida, e as outras sejapostan

de algumas médias proporcionais entre a unidadse e
guadrado, ou cubo, ou quadrado de quadrado, etc,

multiplicado por outras conhecidas, 0 que escreastad

141 Assim era chamada a quinta poténcia.
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maneira: z=b ou 7> =-az+hb ou
z® =+aZ +bbz-c®ou z* =aZ -c®z+d*, etc. Ou seja,
z, que tomo pela quantidade desconhecida, é igusl a
ou o0 quadrado de é igual ao quadrado de menosa
multiplicado por z; ou o cubo dez ¢é igual a
amultiplicado pelo quadrado de, mais o quadrado de
b multiplicado porz menos o cubo de, etc.

Podem sempre reduzir-se assim todas as quantidades
desconhecidas a uma s6, quando o problema pode ser
construido mediante circunferéncias e linhas retas,
ainda por secc¢fes cobnicas, ou por alguma outra Ljie
nao seja composta mais do que em um ou dois graiss m
[ ... ]. Por isto me contentarei aqui em adventie gempre
que, ao desenvolver estas equacdes, ndo nos esgasce
de utilizar todas as divisbes que sejam possiveis,
encontraremos infalivelmente os termos mais simades

quais o problema pode ser reduzid§®

E evidente a propria aplicacdo, dra Géométrie daqueles principios
metodicos gerais enunciados Regyulae

O ultimo dos cinco temas fundamentais, que havieanamerado como o
nucleo fundamental deRegulae é a questao da relacdo entre artes mecanicas e
geometria. Na Regra VIII, depois de haver fornead@xemplificacdes acerca do

uso do método, Descartes assim prosseguiu:

“Este método imita agquelas artes mecéanicas queémo
necessidade de nenhuma ajuda externa, e que ersgam
mesmas como se fabricam os instrumentos de que
necessitam. Se alguém quisesse, com efeito, exanter
delas, por exemplo a de ferreiro, e estivesse ¢wivde

todos os instrumentos, se veria obrigado, no iniaio

192 Descartes.a Géométriepp. 300-302; pp. 8-12.
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servir-se de uma pedra dura ou de algum bloconrdate
ferro como bigorna, a tomar uma pedra em lugar de
martelo, a dispor de pedacos de madeira como temaae
reunir, segundo a necessidade, outros materiaite des
género. Depois destes preparativos, ele ndo sa paori
seguida a forjar, para utilidade dos outros, espaua
ferraduras ou nenhum objeto dos que se fazem dw fer
mas, antes de tudo, fabricaria martelos, uma bégorn
tenazes e todas as demais ferramentas de queitessess
Este exemplo nos ensina que se nao tivermos podido
encontrar, no inicio, mais que preceitos confusogue
pareciam inatos em nosso espirito, mais do que bem
elaborados com método, ndo se ha de ter a pretensao
ponto de, com seu auxilio, dirimir as discussbes do
filésofos ou resolver as questdes dos matematiotes

eles devem nos servir para investigar com a maior
diligéncia tudo aquilo que for mais necesséario para
exame da verdade, sobretudo porque ndo ha razasmalg
para que isto seja mais dificil de encontrar qeelacao

de certas questdes habitualmente propostas na gegme

na fisica ou em outras disciplinas*

E bem conhecido o fato de que Descartes nutrimteresse pela maquina
e pelas artes mecanicas. Porém, como observou Raei. “0 progresso efetivo
da ciéncia depende para Cartesio da obra dos dsorctécnica, enquanto tal,
ndo traz alguma contribuicdo ao progresso do s@batifico.”** Portanto, sob
este ponto de vista, a técnica deve ficar suboddire ciéncia, seguir-lhe os
principios e, em particular, deve seguir os prilsijplo ‘método’.

Na Regra X, Descartes falou da importancia dass artais simples, nas
guais “reina a ordem”, a dos artesdos que tecems wltapetes ou da arte do
bordado, “assim como todas as combinacfes dos péredudo o que pertence a

143 Regra VIII, pp. 51-52.

1%4p_ Rossi filosofi e le macchinep. 111.
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aritmética.”*** Esta citacéo é bastante interessante, pois caafeosimplicidade
e o carater metddico que governam o proceder deatées, e um aspecto do
proprio proceder: sua aproximacdo com a teoria ptaporcdes. Estas artes
aparecem, portanto, como uma representacdo conaleta movimento
concatenado, continuo e ininterrupto que estd ndeaddo método. Esta
concatenacdo é fixada pelas relacdes numeéricasgses; por conseguinte, tem o
seu fundamento na teoria das propor¢des. Todosraegpconceituais cruciais do
método cartesiano (movimento continuo e ininteoutgoria das proporgcdes) se
encontram nestes exemplos de ‘artes mecanicas’.

O famoso ‘compasso’ de Descartes, ou instrumemialtiplicador’ de
propor¢cdes que esta presente leanGeomeétriee que tem um papel fundamental
na classificacao cartesiana das curvas, foi indenper ele bem antes da redacéo
desta obra. Este instrumento com esquadros moéweinite a representacao
geométrica de uma sequéncia de propor¢cdes e énpmra traducdo concreta de
um movimento continuo e ininterrupto, cujos passosessivos sdo todos

concatenados segundo relacfes precisas e perfet@adeterminadas.

Compasso
{ Ao & Mesolabio ou
£ & e Proporcional
/ A La Géométrie
d p. 31¢
~ElL
/
’ !
|
Y : z
ACY E TG\ N

E claro que este instrumento, por si s6, ndo esgstaequisitos de
possibilidade e facilidade de construcéo da corésepartesiana, mas representa o

protétipo de uma classe de instrumentos correspeslea tais requisitos.

1%5Regra X, p. 62.
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Descartes fez referéncia a este instrumento pagopmuma nova classificacao
das curvas ‘admissiveis’ em geometria, que dewiatiuir a classica subdivisdo
entre curvas ‘geométricas’, isto é, construtivggenas com régua € compasso
(lugares planos), curvas obtidas por seccdesdjsts conicas ou lugares lineares)
e curvas ‘mecanicas’, resultantes do movimentoticadde um ponto. Tal
classificagdo era fundamentada no carater pritbgida régua e compasso e,
para ser modificada, exigia a derrubada destelggivi e a introducdo de critérios
diferentes. Descartes ndo tinha o minimo motiva @asistir no reconhecimento
da classificacdo antiga. A régua e o compasso Bé@essitavam de um carater
privilegiado, nem sob o ponto de vista metodologimem sob o técnico. Com
respeito aos principios prescritos pelo metodégaa e o compasso refletiam um
modo de operar completamente parcial e episédicocdhtrario, o instrumento
do tipo daquele com esquadros moveis constituiangleta e fiel tradugcédo do
método cartesiano. Voltaremos a tratar deste im&mnio no capitulo 3 deste
trabalho.

A discussdo que Descartes fez da classificacdo cdagas emlLa

Géométried de notavel interesse:

“Os antigos haviam notado fortemente que entre os
problemas da geometria, uns sao planos, outrodosole
outros lineares: quer dizer que uns podem ser rodss
tracando-se apenas linhas retas e circunferéramgsasso

gue os outros ndo podem sé-lo, se ndo empregarmos a
menos alguma seccdo cobnica; enfim os ultimos, se na
empregarmos alguma outra curva mais composta. Mas m
espanta que eles ndo tenham distinguido diversassgr
entre estas curvas mais compostas, e eu ndo saberia
compreender porque eles as nomearam mecanicas,

preferencialmente a geométrica¥®

O espanto a que Descartes se referiu nesta digctes® uma conotacao

anti-historica. Ele prosseguiu observando que néwréto, pelo fato de as curvas

198 Descarted,.a Géométriep. 315; p. 41.
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mecanicas serem descritas por instrumentos, chasnaskim, pois neste caso se
rejeitaria até mesmo as construidas por régua eassn, que também sado
instrumentos. Na classificagcdo antiga das cunadavia, ‘mecéanico’ tem um
outro significado e, a0 menos na tradicdo greg&gaa e o compasso tém um
valor intelectivo, isto é, sdo a representacdo me propriedade de perfeicdo
ideal, assim como o0 compasso com esquadros moves ma intencdo de

Descartes. Ele deu mostras de ndo se aperceh®grgliahdo prosseguiu:

“Néo é por causa dos instrumentos que servem &t
las, pois sendo mais compostos do que a régua e o

compasso, ndo podem ser tédo apropriadt¥.

Se assim nao fosse, ocorreria ter de recusar agmm as

mecéanicas:

“... onde é somente a precisao do raciocinio quausea,
e que pode sem duvida ser igualmente perfeita, com

respeito a estas linhas, do que com respeito assotit*®

Por conseguinte, ‘mecéanico’ ndo pode querer diaerdto porque, ao
contrario, os procedimentos mecanicos sdo basemiios a exatiddo. Por outro
lado, Descartes ndo levou em consideracdo a ouissiel acepcdo de
‘mecanico’, isto é, como ‘gerado por um movimenRarece que o Unico fim que
ele perseguia era o de evidenciar a incoerénciaadiigos e, por fim, concluiu
dizendo n&o querer fazer uma mudanca de nomesagemin aceitos pelo uso.
Assim fazendo, entretanto, Descartes ‘extraiu-llteshpletamente o significado
primitivo. Dali por diante, embora apenas por coné®, ‘geométrico’ seria o que
€ preciso e exato, e ‘mecanico’ aquele que nadveéanico perdeu o significado
de ter sido gerado por um movimento e também @dsido obtido mediante o
emprego de um instrumento. Ambas as acepcdes poudservir de obstaculo a

nova classificacdo de Descartes, que incluiu easrecurvas admissiveis em

14" Descarted,a Géométriep. 315; p. 41.
18 bid., pp. 315-316; pp. 41-42.
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geometria grande parte das curvas consideradas afmeas’ na velha
classificagdo. ‘Mecéanico’ tornou-se uma sigla pdgaotar o contrario de alguma
coisa que é ‘perfeitamente determinada’, o comtrdei ‘geométrico’, que, por sua
vez, tem um significado muito bem determinado. BEraldjossem conservados os
nomes, mudou a linha de demarcacao dos significaddSegundo a  visao
cartesiana, a geometria era a ciéncia que ensmewahecer a medida de todos os

corpos. Nao havia, portanto, motivo para excluir liahas compostas em
vantagem das simples:

“... contanto que se possa imagina-las como sendo
descritas por um movimento continuo, ou por div&rso
[movimentos] consecutivos em que 0s Ultimos sejam
inteiramente determinados pelos precedentes, pais,
esse meio, se pode sempre ter um conhecimento @zato

suas medidas. *°

Eis que reaparece o habitual critério instrumeniat agora nos é familiar:
a possibilidade de construcdo mediante um movimeotdinuo, ininterrupto e
coordenado. O elemento ‘construtivo’ deste critééioo verdadeiro nucleo
conceitual da geometria cartesiana, em cujo an@iteferéncia ao método das
coordenadas parece um elemento bastante a margecaredario. Ao contrario, a
classificagdo das curvas, que Descartes obtevadazem ‘uso conceitual’ do
instrumento com esquadros méveis, € de grande iammia. Este, pelo seu
proprio carater construtivo, ndo assume como el classificacdo a ordem
da curva, como seria caso fosse assumido um pantasth baseado sobre o
conceito de lugar geométrico, isto é, partindo gizaedo algébrica. Também néo
€ completa esta classificacdo, porque salta digegsaus, ndo obtendo assim a
totalidade das curvas algébricas, como era de peras baseando-se nas
operacdes admitidas, que sao exatamente as algbkiclassificacdo cartesiana,
todavia, € um desenvolvimento na direcdo da modéistancdo das curvas em

‘algébricas’ e ‘transcendentes’, que serd maisetarglicitada por Leibniz. Este

199 Descarted,a Géométriep. 316; p. 42.
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altimo enfatizou que seu célculo, diferentementeddoDescartes e Viete, era
aplicavel igualmente tanto a curvas algébricas muaanscendente?’
Concluindo, esperamos que a analise das conexdstentes entre o
método exposto naRegulae ad Directionem Ingené La Géométrietenha
contribuido para esclarecer certos temas espesifiais como o da classificacao
das curvas ou a posicdo ocupada pela geometriasicerd na historia da
‘geometria analitica’. A geometria cartesiana nasepe ser o reflexo de uma
concepcdo da matematica totalmente peculiar, nhtgmaum papel central o
conceito de ‘extensdo geométrica’. Esta geometrianalitica’, ndo porque dé
importancia ao método das coordenadas, mas apemgsepse reporta a um
principio metodolégico, ‘analitico’ precisamente,ueq € centrado nos
procedimentos dedutivos e construtivos do raciocipie constituem o fulcro da

filosofia cartesiana.

130 Boyer, History of Analytic Geometry. 133.
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CAPITULO 3

Andlise da Obra La Géomeétrie

A primeira edi¢do da obiaa Géométriade René Descartes fazia parte de
uma publicacdo que se iniciava comDgscours de La Méthodeao qual se
seguiam trés ensaios ou tratadas:Dioptrique Les Météorese La Géométriea
partir da pagina 297 de tal volume.

Ha uma adverténcia na Introducdo, logo antesitioi desta edicdo de
1637, dizendo que o autor temia que este tratadguéesse ser lido, a ndo ser
por aqueles que ja tivessem conhecimento do comtedas livros de geometria.
Dizendo que estes livros continham muitas verdadegp bem demonstradas, o
autor acreditava que seria supérfluo repeti-ladyogan ndo tivesse deixado por
isso de utiliza-lds. Ndo se sabe ao certo por que Descartes terigidedia
Géométriede maneira ndo muito esclarecedora. Ndo é queess# tentando
ocultar seu “método de descobrir verdades” na natieay ou que estivesse
escrevendo em uma area controversa em termos idogu ideoldgicos. E
possivel que mais tarde tivesse lamentado ndo Menerconcessdes ao leitor —
embora nunca houvesse admitido isso em termos cémpli— pois acabou
autorizando que se redigisse uma introducédo paparea@ material em uma
linguagem mais elemental®® Ndo se tem certeza acerca da autoria desta
introducdo, mas foram sugeridos como seus possautisres Godefroid de
Haestrecht e Florimond Debeaune. Ela foi compostal€38, mas nao foi
publicada naquela época.

Segundo Pierre Costabéf® La Géométriefoi redigida tardiamente e
rapidamente, em menos de um ano, de 1635 a 1686 regmponder a diversas
pressdes exteriores. Antes da sua publicacdo em, D&&cartes ndo deixou de

ser submetido a pressfes, notadamente as que lpaovide espiritos favoraveis

131A.T., vol. VI, p. 368.
1%2«Calcul de Mons. des Cartes”[1638]; A. T., vol. pf. 659-680.

133 p_Costabel,l“a Réception de La Géométrigt les disciples d’ Utrechtin H. Méchoulan, ed.,
Problématique et Recéption du ‘Discours de la Md&cet des ‘Essais’, Paris, Vrin, 1988, p. 59.
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como o Pe. Marin Mersenne e de alguns pretendantiéscipulos, reunidos em
Utrecht.

3.1. ConstrugBes somente com régua e compasso. Ase&tlo Livro |.

O propdsito fundamental de Descartes e o temaad&eométrie sdo

estabelecidos pela frase de abertura:

“Todos os problemas da geometria podem facilmeerte s
reduzidos a tais termos que € suficiente conhecer o

comprimento de certas linhas retas para constsui{t}

Isto é bastante esclarecedor, pois evidencia queeuo propoésito era a
solucéo, através de construcdo, de qualquer prabkam geometria. Descartes
nao tinha transcendido a énfase classica sobresibgmlade de construcéo e néo
tinha a visédo de geometria como sendo a invesiigdedropriedades de objetos
geométricos ou configuracbes. Esta é uma visdo sgueajusta a moderna
concepcado de geometria analitica. Ndo ha uma difaressencial entre ver a
geometria como atividade de resolver problemas, odstrar teoremas ou
investigar propriedades, pois a solucdo de um enodlpode ser formulada como
um teorema ou como uma propriedade de uma confargeométrica. No
entanto, para a pratica da pesquisa geométricaurfee grande diferenca se
adotarmos um ponto de vista ou o outro. A visdgeemetria do matematico
determina para que metas ele dirige a sua pesquigae ele acha importante e
como ele estrutura 0s seus escritos.

Inicialmente, Descartes se prop0s a solucionar l@mds pela analogia
entre geometria e aritmética, estabelecendo redagbge as cinco operacdes da
aritmética e as construcées da geometria. Estas cdperacdes sao a adicao, a
subtracdo, a multiplicacdo, a diviséo e a extratfoaizes, podendo esta ultima
ser considerada como um tipo de divisdo. Enquam¢oern aritmética as Unicas

raizes exatas que podem se obter sdo aquelaséteipstperfeitas (“quantidades

1% Descarted,a Géométriep. 297; p. 3.
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discretas”), em geometria pode ser encontrado unpgmento que representara
exatamente a raiz quadrada de um dado segmengtedéquantidade continua”),

mesmo que este segmento ndo seja comensuravel aondade. Estas cinco

operacdes aritméticas sdo apresentadas como aordespges a construcdes
simples com régua e compasso, justificando a ing@&adl de termos aritméticos na
geometria. Ao fazer esta conexdo, Descartes irtgrogusua notacao exponencial
para poténcias. Isto simplificou o simbolismo blggo e possibilita que até

mesmo estudantes atuais possam seguir o texto @tatentdesta obra sem

encontrar dificuldades intransponiveis quanto agéu.

A substituicdo de um simbolo por outro é somentea wmpestdo de
convencao, e nao tem muita importancia no deseimvehto das idéias. Por outro
lado, a contribuicdo de Descartes ao associar Ugeddra puramente simbolica
com geometria, marca um avango decisivo sobre @mi@siores, pois propiciou
que se desenvolvessem técnicas algébricas indegentmte da visualizagédo
geomeétrica. Como exemplo, Descartes apresentabitiuso “A Multiplicacdo”
1% um segmento AB tomado como unidade (ver figuraSBja requisitado
multiplicar-se BD por BC. O autor liga os pontog & e traca DE paralelo a CA,;
entdo BE é o produto de BD por BC.

Figura 1

D A B

o r I .
Pode-se entender que € valida a proporedo—, onde 0s comprimentos
u

3|>

, AB=u, BD=/
foram designados pot: , portanton = m./ ou BE = BC.BD.
BC=m; BE=n

%5 Descarted,a Géométrie,p. 298; p. 4, de onde foi extraida a figura 1.
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Se for requisitado dividir-se BE por BD, o autorurs pontos E e D, e
traca AC paralelo a DE; entdo BC é o resultadoida&b.

Descartes introduziu uma inovacdo, em relacdo amatia algebra
geomeétrica dos gregos. Nesta, o produto de domesggs era considerado como
sendo uma area, e o produto de trés segmentosplumer. Através da introducao
criativa de uma unidade de comprimento, o segm&Btdescartes considerou o
produto de dois segmentos BD e BC como sendo oesdggnBE, obtido pela
construcdo geométrica da figura 1. As quantidaédssahhecidas ou incognitas
na algebra de Descartes eram varidveis, que cavanu a representar segmentos
de reta, mais do que numeros. Mas o0 autor desgogoga interpretacdo de
poténcias de variaveis em termos de dimensionaidgbmétrica. Ao fazé-lo,
Descartes ndo assumiu o chamado “principio da henegade” dos gregos, mas
preservou o significado geométrico e a coerénai@edsional. A interpretacédo
dada por Descartes a multiplicacdo de segmentoeetde resultando em um
segmento de reta, juntamente com novos métodasntbelssmo algébrico, levou
a modos de representacdo mais concisos e sugestivos

Assim, por exemplo, quando queria extrair a raiadgada de GH®®
Descartes acrescentou, ao longo da mesma retagl@h & unidade; entéo,
bisseccionando FH em K, ele descreveu a semiceoc&n¢ia FIH, tendo K como
centro. A seguir, tracou por G uma perpendicularlae Gl é a raiz requisitada,

conforme a figura 2.

I Figura 2

O autor nao tratou de raiz cubica, nem de raizesutit®s indices, mas

afirmou que trataria mais convenientemente delatepormente.

1% Descartesl.a Géométriep. 298; p. 4, de onde foi extraida a figura 2.



84

A seguir, na subseccéo “Como se podem empregas lein geometria”,
157 Descartes explicou que ndo era necessario tracaegmentos sobre o papel
para efetuar a construcdo, bastando designar cad#eles por uma unica letra.
Como ja dissemos, 0 objetivo era traduzir um problegeométrico em termos
algébricos, a fim de construir sua solugédo. Os se¢wps de reta conhecidos e 0s
incognitos sdo identificados por letras, sendo ag@rimeiras letras do alfabeto
indicam os conhecidos e as Ultimas letras os dbscips. E atribuida a
Descartes essa maneira de designa-los. Fermatéseaopssas mudancas: “Eu
designo as quantidades incAgnitas por vogais, corfez Viéte, porque eu néo
vejo por que Descartes fez uma mudanca em alg@ geen importancia e que é
puramente uma questdo de conven¢&d”
Para somar dois segmentos conhecidos, Descartggmalesim deles por

"a" e outro por "b" e escrevela+ bConforme Descartes,’'a— hhdicava
que "b" é subtraido de "a" "ab fue "a' é multiplicado por b% que

"a' ¢é dividido por "b";"aa" ou"a’"que "a' é multiplicado por "a", e assim

por diante. Descartes usagd,a*,a>,a® para designar as respectivas poténcias

2 n

de "a'; mas ele empregava indiscriminadametga e "a“® " para designar a

segunda poténcia de "a". Embora apareca frequentemaabld, Descartes
. X’
também fazia uso d{zb—z por exemplo.

E importante assinalar que ao utilizar poténciais, tomo "a® "e "b*",
Descartes somente estava se referindo a segmentptes — ndo areas ou
volumes, como a notacdo e 0os nomes podiam sufste. € um ponto de vista
muito conveniente, mas que nao € essencial paeomeiria analitica, e nem
modificou drasticamente o seu desenvolvimento ens peimordios. Descartes
tornou Obvia a necessidade de se manter, atravéstrdaucdo de poténcias
convenientes para 0s parametros ou coeficientes, aparente homogeneidade
em uma dada equacdo ou expressdo. Assim, por exequando supde que se

deseje extrair a raiz cubica desabb- ,bbu seja, 4°b® - B, Descartes

1" Descarted,a Géométriep. 299; p. 7.
%8 Oeuvres de Fermav.l, p. 120; v.1Il, p. 111.
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cuidadosamente acrescentou que “se deve consglerar quantidade ‘aabb’ esta
dividida uma vez pela unidade, e que a outra quaréi b’ esta multiplicada
duas vezes pela mesma unidddedbtendo-se assim uma quantidade reduzida a
dimensao “apropriada”, isto €, um termo de tercgma. Quando a unidade nao
esta determinada no problema, os segmentos devede seesma dimenséo, ou
seja, cada parte de um mesmo segmento (de uma negressdo) deve ser
representada ordinariamente por tantas dimens@ e gajqualquer outra parte do
mesmo. Descartes substituiu o tipo de homogeneidaddgebra geométrica dos
gregos (ou homogeneidade formal) por uma homogadeinplicita®

Esta substituicdo proporcionou maior liberdade agenal para a técnica
algébrica e pode ter facilitado, mais tarde, a@aséo implicita do conjunto dos
ndameros reais com 0s pontos sobre uma reta. Astbgsesle notacdo eram
relativamente sem importancia quando comparadasa&ias.

Apesar disso, ndo se pode subestimar a vantagditapaaser usufruida na
facilidade de operacéo por deixar de lado o modexggessdo homogéneo dos
gregos e por fazer algebra completamente simbéBcaessores de Descartes
geralmente mantiveram a homogeneidade anteriomais de um século, mas,
diferentemente, eles seguiram as notacdes de Descar

Retornando ao tema principal dos itens tratadossc&rées forneceu
instrucdes a serem seguidas, ou seja, diretrizes negolver um problema em
geometria. Primeiramente, n6s devemos supor a&mlogmo ja efetuada. Esta
estratégia, que é bastante conhecida, retrocedita@aoP Aparece na obra de

Pappus como segue:

“Pois em analise nés supomos que aquilo que é&pgdli
tenha sido obtido, e nés investigamos o0 que é i par

seu efeito, e novamente qual é a causa antecedestie

139 Descarted,a Géométriep. 299; p. 7.

180 3. L. Coolidge, em “The Origin of Analytic Geomgtr Osiris 1: 231-250, 1936, ignorou esta
passagem e escreveu apologeticamente: “Ele (Destaeu um enorme passo avante para
aritmetizar sua geometria. Os objetos reais comuass ele lidou eram numeros. Ele se libertou
completamente da falsa crenga de homogeneidade”.C@blidge, History of Geometrical
Methods Oxford, Clarendon, 1940, p. 126.
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ultimo, e assim por diante, até que retrocedendo@ssos
passos, ndés chegamos a algo ja conhecido ou a um
principio fundamental; e tal método ndés chamamos
analise, que € uma solucédo na ordem reversa, dpdim

o comego.™®!

A segquir, Descartes considerou que devemos nomada am dos
segmentos que forem necessarios para construir oblepra, tanto o0s
desconhecidos, como os ja conhecifd€ntdo se deve “examinar a dificuldade
segundo a ordem em que se apresente como a maial it todas*®® ou seja, a
ordem que mostre mais naturalmente as relacoeebes entre estes segmentos,
em sua mutua dependéncia. O objetivo € tornar \msai expressdo de uma
mesma quantidade de duas maneiras, o que se gbestiima equacdo. Devem
ser encontradas tantas equagfes quantos foremgazerg®s desconhecidos
supostos. Para Descartes, no entanto, o Unicooobletconsideracdo era a
construcdo geométrica, e equacdes eram empregadpkessnente como um
meio abreviado e mais rapido de efetuar operacBemétricas®™ As equacdes
ndo tinham significado ontolégico em si mesmasmEsamente uma linguagem

simbdlica atil, usada como instrumento, e ndo camo meio de definicdo e

®Ipappus, enSelections lllustrating the History of Greek Matlagivs (I1), Aristarchus to
Pappus trad. Ivor Thomas, Cambridge, Harvard Univer§itgss, s/d., (Loeb Classical Library),
p. 597. Pappus de Alexandria foi um matematicg@mgue viveu cerca de 300 A.D. Sua obra
mais importante € um tratado matematico em oitmsivdos quais o primeiro e parte do segundo
foram perdidos. Isto foi passado aos académicogemod por Commandinu®#ppi Alexandrini
Mathematicae Collectione8olonha, 1588, com edi¢cdes posteriores). A olxeroeu uma boa
influéncia sobre a revitalizacdo da geometria mulséXVIl. Pappus ndo era considerado, ele
préprio, um matematico de destaque, mas preserm@@mundo muitos extratos ou analises de
obras perdidas, e através de seus comentariosectes interesse a elas.

182 Claude Rabuel, elBommentaires sur La Géométrie de M. Descaitgsn, s. c. e., 1730, p.
20, chama atencédo para o uso de a, b, c, ... pac@rthecidos e X, y, z, para as quantidades
desconhecidas.

183 Descarted,.a Géométriep. 300; p. 8.

164 \er “Descartes and the Geometrization of Thougfte Methodological Background of
DescartesGéométri&, por Timothy Lenoir Historia Mathematice6: 355-379, 1979, p. 356.
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representacad®® De fato, Descartes néo fez uso sistematico deagmacio para
representar uma curva, € em muitos casos, ele @b@sl curvas sem dar suas
equacgles, ao passo que em outros, as equacOemTsupgase que casualmente
durante a argumentacao efetuada. Mas isto seatldraionvenientemente mais
tarde.

Boyer®® discutiu a afirmacdo de que para resolver um proal em
geometria se deve supor a solugdo como ja efetdaddp nomes aos segmentos
envolvidos, e achar uma equacao determinada pdeassggmento desconhecido.
Para ele, esta afirmacgao difere apenas em asp®itosssenciais das definicdes
da arte analitica dadas por Viete e Oughtred.cBtacteriza uma abordagem
analitica para a geometria, mas nao representagemaetria de coordenadas,
como se entende no sentido usual.

Sobre a indagacdo de quais seriam o0s problemassplabescartes
estabeleceu (sem prova) que se o0 problema podeesavido pela geometria
ordinaria, isto é, por régua e compasso, sem @ mais do que linhas retas e
circulares tracadas sobre uma superficie planguacg@o final sera quadratica em

uma variavel. Entdo “esta raiz ou segmento de detxonhecido se encontra

facilmente” 1°” Se a equacéo é, por exempid,= az+b?, Descartes constréi o

segmento desejado como segue.

Figura 3
o a2
N a2
P
a2
L b M

165 Este também é o ponto de vista de W. Shea, expasite Magic of Number and Motipp.
45,

166 Boyer, History of Analytic Geometryp. 85.

7 Descarted,a Géométriep. 302; p. 12.
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Primeiramente, constréi o triangulo retangulo Nt¥icujo lado LM mede
"b", raiz quadrada da quantidade conhecidh . O"outro lado LN medég", a

metade da quantidade "a" conhecida, que estd tmdtp por z. LN é
perpendicular a LM em L. Com centro em N, conafricirculo de raid‘%". A

seguir, prolonga a reta MN, hipotend8adesse triangulo, interceptando o circulo
em O e p. Entda = OM é o segmento desejado. Descartes ignoroz k& da

equacdao, porque esta era considerada “falsa’éisteegativa. Na notacdo atual

2 2
temos que: (z—il)2 = (il)2 +b° e portanto z* — 2,3_2 La_a, b2 e
2 2 2 4 4

z* =az+b”. Da Figura 3,0M.PM=(LM)?*. SeOM =z PM=z- ae como

LM =b temos z(z—a) = b® ou z° =az+b?, logo

MN = (z—%) = %az +b? ,ondeOM =z = ON+ MN :%aﬂ(%az +b* .

Tais construgbes, que configuram o propésito dangéda de Descartes,
atualmente sao uma parte padrdo da teoria das Ggjag ndo da geometria
analitica. Elas vém ilustrar o fato de que a suengéo era a busca das
construcdes geométricas de problemas classicaziesma intencao existente na
geometria grega da Antiguidade.

Este livro | deLa Géométriecomo ja foi citadog sobre “problemas cuja
construcdo requer somente retas e circunferéneiasvelha limitacao platénica.
Pode ser caracterizado como técnica algébrica B0 emn que 0s problemas
podem ser resolvidos por meio de régua e compasBwm.apresenta a questao
metodolégica crucial de como construir quando réguacompasso Sao
insuficientes. Boyer® considera que é no Livro I, cujo titulo é “A Ne¢ma das
Linhas Curvas”, que se acha o0 aspecto mais modéanobra. Entretanto,
Descartes indica expressamente que este livrosfoite como uma preliminar

necessaria ao terceiro. O Livro Ill, o ultimo, &ata “Construcdo de Problemas

188 Figura extraida de Descartes, GEométriep. 302; p. 12.
189 Descartes diz no original (...) “prolongeant MNblaze de ce triangle”... , porque a hipotenusa
era comumente tomada como sendo a base, naqueka épo

179 Boyer, History of Analytic Geometry. 86.
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Sélidos e Super-sélidos”. E paradoxal, segundo Bogenstatar que foi em
grande parte através da olua Géométriee de Descartes que se aprendeu que
equacdes a duas incognitas representam curvasphgpesar disso, nem ele nem
seus sucessores imediatos se interessaram muitsigoprincipio basico. Isto se
deve a que seu interesse nao era pelo préprio tieganétrico Ibcug de pontos,
satisfazendo uma dada equacédo, mas sim pela pidsslbide construgdo destes
pontos. E digno de nota que ndo se apresenta, dathaoGéométrienem uma
curva sequer tracada diretamente de uma equacdoo @ulicio de que o
interesse manifesto neste aspecto era pequenaté def que Descartes fez uso de
ordenadas negativas ocasionalmente, mas nao dssalssnegativas. O “folium”

de Descartes, considerado por ele em 1638, que gedeepresentado pela
equacdox® +y® = axyera na verdade uma folha, pois foi consideradoeste

para o primeiro quadrante.

Figura 4

Folium de Descartes

Segundo Boyet’ Descartes ficou muito impressionado com o poder d
seu método em lidar com o lugar geométrico dasoméguatro retas de Pappus e

foi em conexdo com este problema que, perto dadeeta Livro I, a p. 309, de

"1 Boyer, History of Analytic Geometryp. 87.
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La Géométrieapareceu o0 uso de coordenadas, ndo de modoitxpiem com
essa denominagao.

O problema de Pappus teria sido apresentado a mes@m 1631, pelo
matematico holandés Jakob Golius (1596-1667). pasts original de Descartes
teria sido perdida. Entretanto, pela carta a Mersede 5 de abril de 1632, sabe-
se que ele se dedicou & sua resolucdo durantesesemnas’> O problema é
central enlLa Géométriee o proprio Descartes declarou, em carta a Mees&m
fins de dezembro de 1637:

“Nao me agrada falar em meu préprio louvor, masieles
que poucas pessoas podem entender a minha gegraetria
ja que vocé deseja que eu lhe dé a minha opinipeso
qgue é melhor dizer que é tudo quanto eu podia a&sper
gue emLa Dioptriquee emLes Météoreseu apenas tentei
persuadir as pessoas de que meu método € melhar que
método ordinario. Eu provei isto em minha geometria
poiS N0 comego eu resolvi uma questao que, de acord
com Pappus, ndo podia ser resolvida por qualqusr do

gedmetras antigos®

Esta passagem faz a apologia do método carteSietmaster, por sua vez,
tem uma visao inteiramente diversa dos supostosfioces e vantagens de tal
método. Ele declarou que “virtualmente tudo o quesdartes estabelece no
Discours de la Méthodsobre a proveniéncia, o uso e o desenvolvimento do
método bem como o papel desempenhado por ele ecasegfra, € uma ficcao”
(...) . “Seu método ndo explica nem seu modo delkna, nem suas aquisi¢des,
nem o decurso de sua sintomatica carretfa”.

O problema de Pappus é o seguinte: sdo dadaslintids retas L,

1<i<n no plano. De um ponto C, no mesmo plano, sdodeaceetas formando

72 Carta de Descartes a Mersenne, 5 de abril de 2682,vol. |, p. 244.
131d., fim de dezembro de 1637, A.T., vol. |, p. 478.
174 schuster, “Whatever Should We Do With CartesianHdd?”, pp. 219-220.
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angulos dados com as retas dadas. Sejarh<d <n, os comprimentos dos
segmentos respectivos que sdo tragados de Cjafé<i<n, cada um deles
formando com a respectiva reta o angglg 1<i<n. E pedido para achar o
lugar geométrico dos pontos C para os quais unta pespor¢do, envolvendo d
e dependendo do numero de retas envolvidas, éatmest As propor¢cdes em

guestao sao:

Se n=3 o2 :d,d,
Se n=4 d,d, :d;d,
Se n=5 d,d,d; :ad, d;

ondea € um segmento constante

Se n=6 d,d,d, :d, d; dg

Para trés ou quatro retas fixas, a equacao sadrdjica, o que significa
que, para qualquer valor conhecido de “y”, ser&ive$ descobrir os valores de
“X” usando apenas a régua e 0 compasso. Para @inseis retas, a equacao sera
cubica; para sete ou oito, quartica; para nove em, djuintica; e assim

sucessivamente, aumentando um grau a introducéadadeduas retas adicionais.

3.1.1. Descrigéo do tratamento dado por Descartes Problema de Pappus

para trés ou quatro retas.

Figura 5
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No livro | deLa GéométrieDescartes apresentou a solugcdo para 0 caso em
gue n=4, ou seja, quando sédo dadas quatro retaABBEF, GH (ver a figura 5).
17> De um ponto C, variavel, sobre o lugar geomépimzurado, Descartes tracou
retas CB, CD , CF e CH (que estdo pontilhadasguad). Estas formam angulos
dados com as retas AB, AD, EF e GH. Tomando ABabri e CB comao'y",

ele entdo expressou as distancias CD, CF e CH eapressodes lineares €m"

e "y", com coeficientes que ficam determinados pelagdcias e pelos angulos

fixados entre as retas. Chegando a estas expsesdéscartes usou razdes
equivalentes a lei trigopnométrica dos senos. CaldeaBC.CF = CD.CH e
introduzindo algumas abreviacées, Descartes ch€fawma equacéo da forma:

y? =ay-bxy+cx—dx®. Esta € a equagdo geral de uma conica que palssa pe
origem das coordenadas, mas sob o ponto de visieseartes, os coeficientes
literais presumivelmente eram para ser tomados qosibivOosS.

Resolvendo a equacdo pang, obtém-se uma expressdo da forma

2y =a—-bx++vVkx*+/x+a’, ondek =b?> -4 de ¢ = 4c— 2ab. Descartes usou
apenas um unico sinal antes do radical, mas eleioreu que, para posicdes
variadas das retas dadas, alguns dos termos poddesaparecer ou ter o sinal
trocado. Ele entdo mostrou como, por pontos arkdtreente escolhidos sobre a
reta AB (correspondente a um eixo de abscissag)pragspondentes ordenadas
do lugar geométrico podem ser construidas apenas régua e compasso.
Ocasionalmente ele indicou a natureza do lugar ga@u para 0s varios casos.
Se, por exemplo, a expressdo sob o radical desapar@u for um quadrado
perfeito, o lugar geométrico serda uma reta. Esta @nica referéncia erha
Géométrieao fato de que a equacdo de uma reta é do pringesd. Se o
coeficiente dex?® for zero, o lugar geométrico € uma parabola; kedeficiente
for “precedido de um sinal de mais”, € uma hipé&bsk for “ precedido de um

sinal de menos” é uma elipse — exceto para o esgecial em qud=0d= ,1

quando, para eixos retangulares, a curva seriaitsula Estas condi¢cdes séo

equivalentes a um reconhecimento do que agora éecmo como a

75 Tal figura foi extraida dea Géométriep. 309; p. 27.
176 Descartes|.a Géométrie livro 1I, p. 325; p. 61. A notacdo foi um poucadificada para

facilidade de exposicdo nos moldes atuais.
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“caracteristica” da equacdo de uma conica. Apéssso, a abordagem de
Descartes ndo é adaptada como uma introducdo segegnsom um tratamento

analitico, pois ele ndo abordou separadamentesos especiais mais simples da

reta e das seccbes conicas. Ele ndo apresentogdequdo tipox® =y?ou

xy =k?, por exemplo, pela razdo que elas ndo aparecipetiisamente em seu

estudo do problema de Pappus. Isto esta relaciooamoo uso que Descartes
fazia da equacdo, ndo como uma representacdo decunva mas sim para
efetuar a construcdo de um lugar geométrico ouesspr a solucdo de um
problema.

A discusséo efetuada por Descartes da equacéegdmdo grau incluiu
também a determinacdo de propriedades das curvasv@dos casos: centros,

focos, veértices &tera recta Os métodos foram dados em um caso geral, e entao
foram aplicados ao caso particular yie= 2y — xy + 5x —x?. A consideracdo de

um tal exemplo numérico especifico ndo era usuguela época. Descartes
concluiu a discussdo do lugar geométrico do probleie Pappus para trés ou
quatro retas estabelecendo que todos os tais ugg@métricos possiveis de
serem solucao resultavam em equacgfes do segungegeam, portanto, lugares
geomeétricos planos ou solidos. Se a equacdo fasggadl mais alto, a curva
podia ser chamada “um lugar geométrico super-sblido

Podemos afirmar que a idéia bastante influenteetdgcdo entre curva e
equacdo, que é a idéia chave da geometria analit@a teve um lugar
predominante na estrutura da Géométrie Essa idéia mais parece ser um tema
secundario, pois se esta equivaléncia entre cueguacao tivesse sido central,
era de se esperar que Descartes tratasse as denesordo com seus graus,
comecando com a reta, indo para as conicas e gssindiante. Como ja

dissemos, uma equacdo de reta s6 aparece uma vézxtooe de maneira

. n .
ocasional. Trata-se da reya= m-—x, que Descartes usou como uma preliminar
y

- n A ~
para achar as cOnicag=m-—.x+ \/mm+ (004 —BXX ; estas conicas sao 0s
z

m
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lugares geométricos no problema de Pappus da®qetas’’. Descartes também
discutiu varias curvas sem fornecer a equacéodiewaa delas.’®

Fornecer a equacéo, no entanto, nao resolviaantente o problema, pois
era preciso usar a equacgao para construir a casta.era construida escolhendo-

se um valor arbitrario parg, que na Figura 5 é o segmento BC e, em seguida,

construindo geometricamente o valor correspondear@ x, que na mesma
figura corresponde ao segmento AB. Esse processepste, de modo a gerar
gradualmente um conjunto de pontos que pertencanugar geomeétrico
procurado. Um nuamero suficientemente grande deremloos permitira tracar a
curva em que o ponto C deve estar.

No Livro | deLa Géométriendo foram abordadas questbes polémicas ou
problemas metodoldgicos, tais como que tipos deasueram aceitaveis em
geometria, que meios de construcdo poderiam sedosisguando régua e
compasso ndo fossem suficientes, e como decidis $®nstru¢cdes eram as mais
simples possiveis.

Neste livro s6 foram tratados problemas planos,mpgdem ser construidos
apenas com o0 uso de régua e compasso, portanta accosdeddo ndo é
problematico do ponto de vista metodologico. Enumes, Descartes mostrou
primeiramente como as operacdes da aritmética, ésta adicdo, subtracao,
multiplicacéo, divisdo e extracdo de raizes quadrgmbdiam ser interpretadas na
Geometrid”®. A seguir, ele explicou como esta interpretacieceda ser usada
pelo gebmetra, ao abordar um problema, para olber @quacdo algébrica. A
solucdo desta equacdo forneceria a solucdo doepna3f. Nos casos aos quais
Descartes se restringiu no Livro |, essa equagg&beta seria do primeiro ou do
segundo grau. Descartes explicou como as raizesdetal equacao podiam ser
construidas por régua e compasso, e forneceu assplugcdo geométrica do
problema original, ou seja, a construcdo. As vez@s0 no caso do problema de

Pappus, ha um grau de liberdade envolvido, e acé@queesultante tem duas

Y7 Descarted,a Géométriep. 328; p. 67-8.

178 \er, por exemplo, a curva que resolve um casdcpéat do problema de Pappus das cinco
retas, enLa Géométriep. 339; p. 88-9.

"9 Descarted,a Géométriepp. 297-300 ; pp. 2-8.

180 bid., pp. 300-304; pp. 8-16.



95

variaveis. A solucdo é um lugar geométrico ou ummaa Na ultima parte do

Livro | 8t

Descartes comecou sua discussédo do problema mlrus?aSeu

interesse primordial ndo estava no lugar geométdomo curva, mas ha
possibilidade da construcdo de pontos sobre o Iggamétrico. Em particular,
Descartes determinou em que caso estes pontosnpagiaconstruidos apenas

com régua e compasso.

3.2. A Aceitabilidade de Curvas e a Demarcacao daeBmetria. Analise do

Livro Il.

O primeiro item deste livro tem o subtitulo “qua@o as linhas curvas que
se podem admitir em geometria”. Com isso, Descartesecou a estabelecer
critérios para admitir uma curva como geométri€.tema da demarcacdo da
geometria, ao qual Descartes se dedicou, diz tespefigebra. Esta, para ele,
incluia as operacoes de adicdo, subtracdo, modgdp, divisdo e extracdo de
raizes. Naquela época, logaritmos, senos, cossexjgsnenciais e similares néao
tinham ainda passado a fazer parte do elenco daufds algébricas. Isto
significava que nem todas as curvas podiam seeseptadas por meio de uma
equacao. Descartes utilizou um critério algébriaarecritério instrumental para
demarcar a geometria. De acordo com o critériobaige, esta incluiria somente
aguelas curvas cuja equacdo envolvesse apena®@agigs citadas acima. Mas
um ponto enigmatico se apresenta: por que a algelveria ser um critério para a
demarcacao da geometria?

Este aspecto comeca a se esclarecer quando lewama®nta o modo
especial de Descartes abordar as questfes reldaoreela Géométrie Em
primeiro lugar, seu objetivo foi na verdade resoltedos os problemas
geométricos, como ja foi citado. Um caso exempkssds problemas foi o de
Pappus, ja descrito. Resolver problemas significavastrucdo. E bastante
esclarecedor o seguinte trecho contido na udltimginpado Livro Il dela

Géométrie

181 Descarted,.a Géométriepp. 304-314; pp. 16-37.
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“Mas ndo é meu proposito escrever um livro extemeso,
trato melhor de muitas coisas em poucas palavoasp c

se julgara pelo que fiz, caso se considere quenkave
reduzido a uma mesma construcao todos os probldenas
um mesmo género, eu dei a0 mesmo tempo a maneira de
reduzi-los a uma infinidade de outras diversas
[construcdes] e assim, de resolver cada um delesde
infinidade de maneiras; e além disso, que havendo
construido todos os problemas planos, através da
intersec¢éo de uma reta com uma circunferéncidaestos
problemas sélidos pela interseccdo de uma pardoota
uma circunferéncia, e finalmente, todos os quedsgdom

grau mais composto por intersecc¢des similares emta
curva, que € somente um grau mais composto do que a
parabola, e uma circunferéncia, € necessario ajsegay

0 mesmo caminho para construir todos os problemas q

s&0 mais compostaag infinitum? 82

A pista para responder porque a algebra devenear a geometria esta
em ser a algebra o meio utilizado para a reducaidi®s os problemas de um
mesmo género a uma mesma construcdo. Esta comstrege&imples no caso do
segundo grau, pois se fazia com a régua e compdssopara o terceiro grau, a
construcdo geométrica era mais complicada na ig&oldas equacdes cubicas.
Descartes fez uso, a0 menos teoricamente, do sapasso proporcional, ou
compasso mesolabio, ja citado no capitulo 2 deatelho, e aqui novamente
representado pela figura 6. Esse instrumento ad@a tiecessariamente ser usado
com as maos, pois ndo se esperava que o leitonertd tomasse 0 compasso e
realizasse a construcado fisicamente. Era suficientsua visualizacdo em

pensamento, como um dispositivo para fazer contas.

182 Descartes,.a GéométrieLivro I, pp. 412-413; pp. 238-241.
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Figura 6

¢ x La Géométriep. 318

O texto ajudava a esclarecer de que maneira aragéstpodia ser feita. O
procedimento era algébrico, mas o significado eranggtrico. O processo era
descrito como uma tarefa a ser realizada. Comoquesltarefa, tinha de ser
acompanhada de regras que deviam ser seguidas ceitéiéos que seriam
satisfeitos. Em principio, a regra basica era comstisando apenas régua e
compasso e o critério de adequacdo era a simpleidAs constru¢cbes néo
deveriam ser mais complicadas do que o estritanmatessario. A tarefa devia
ser realizada do modo mais simples possivel.

Bos afirmou que o objetivo dea Géométrieera fornecer um método para
a arte de solucionar problemas geométritd<Esse objetivo envolvia dois niveis
no tratamento dos problemas, um nivel técnico emetodolégico. Quanto ao
“nivel técnico”, o programa visava fornecer umadiese”, isto €, um método
universal para achar as construcdes para qualgoblema que pudesse ocorrer
dentro da tradicdo de solucionar problemas geotoétrEsse método poderia ser
resumido em usar algebra ao analisar problemaséggoas. Quanto ao nivel da
“metodologia”, o programa levantava uma questaeiarwentro desta mesma
tradicdo de solucionar problemas geométricos, arsaiomo construir quando
régua e compasso sao insuficientes? Os “problentéssiacos” como, por
exemplo, a duplicacdo do cubo, a trisseccdo de mgul@ a quadratura do

183 Bos, “The Structure of DescarteSéométrie”,in G. Belgioiosoet alii, orgs.,Descartes: ||
Metodo e i SaggRoma, Istituto della Enciclopedia Italiana,19902 vpp. 356-8.
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circulo, ndo podem ser construidos apenas por régoampasso. Destes trés
famosos problemas da geometria classica grega,aBescresolveu os dois
primeiros com meétodos que podiam ser consideraag&nuos, caracterizados
pela facilidade de aplicacdo para qualquer pesapazcde abrir e fechar um
compasso. Mas a questao era quais outros meiosnd&ucdo eram aceitaveis e
quais ndo eram; qual deveria ser o critério de lgildpde para se decidir se as

construcdes eram simples o suficiente?

3.2.1. Classificacdo das Curvas em Géneros

Ao tratar da classificacdo das curvas em variosergdn Descartes
declarou: “Mas nao deixa de estranhar-me que, apéss0, nao hajam
distinguido [os antigos] diversos graus entre malsal$ mais compostas, (...J%
Neste trecho fica evidente que Descartes defend® alo grau da equacdo como
uma base para a classificacdo de curvas, emboradeledeixe explicita uma
classificacdo mais refinada, baseada em outro ipimcque considerava a
circunferéncia mais simples do que a elipse, pdadbbipérbole.

O trecho abaixo mostra que realmente Descartdsaseia no grau da

equacao para estabelecer uma classificacao :

“Apesar disso, eu coloco as linhas curvas queaates
equacao até o quadrado do quadrado no mesmo género
gue as que ndo a elevam mais que até o cubo ;etaaqu
cuja equacao se eleva ao quadrado do cubo, no mesmo
género daquelas cuja equagdo nédo chega a mais que o
super-solid®® e assim para as outras. A razdo é que ha
procedimentos gerais para reduzir ao cubo todas as
dificuldades que aparecem no quadrado do quadrRco ;
super-sélido todas as do quadrado do cubo ; deiraane
que nao se deve considera-las mais compostis.”

184 Descarted,.a GéométrieLivro II, p. 315; p. 41.
185 A 5" poténcia era assim designada.

1% Descarted,a Géométriep. 323; p. 57.
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O outro principio, que considera a circunferénuiais simples que a

elipse, parabola ou hipérbole, aparece no treaairge:

“Mas cabe observar que entre as linhas de cadagéne
embora a maior parte seja de igualmente compaodéas,
modo que elas possam servir para determinar 0s ogsesm
pontos e construir os mesmos problemas, ha sempuae u
gue sdo mais simples que outras e que nado tém tanta
extensdo em suas poténcias; como entre as de grimei
género, além da elipse, da hipérbole e da paratpadaséo
igualmente compostas, esta também abrangida a
circunferéncia, que manifestamente é mais simges.
entre as de segundo género esta a Conchéide \qugar
tem sua origem na circunferéncia e ha também alguma
outras que, embora ndo tenham tanta extensdo como a
maioria das do mesmo género, ndo podem ser colcada

no primeiro.™*®’

3.2.1.1. Curvas mais “compostas” que outras

Antes de prosseguir, gostariamos de efetuar ur@nfgmes para o
esclarecimento do significado de “curva mais congjopara Descartes. Este
termo aparece amiude enma Géomeétrie Na pagina 317 do Livro I, Descartes

descreveu:

“Sejam as linhas AB, AD, AF, semelhantes, que sbpo
haver sido descritas com ajuda do instrumento YZ,
composto de varias réguas unidas, de tal maneiea qu
aplicada a reta YZ sobre a reta AN, pode-se ahrir o
fechar o angulo XYZ e que quando esta todo feclwsdo
pontos B, C, D, E, F, G, H, estdo todos unidosau@A;

187 Descarted,a Géométriep. 323; p. 57.
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mas a medida que se abre, a régua BC que formdoangu
reto com XY no ponto B, empurra em direcdo a Zgaaé

CD que corre sobre YZ, formando sempre angulossreto
com ela; e CD empurra DE que corre sobre YX,
mantendo-se paralela a BC; DE empurra EF; EF empurr
FG; esta empurra GH; e pode-se imaginar uma irgded

de outras que se empurram consecutivamente da mesma
maneira, e das quais umas formam sempre 0S mesmos
angulos com YX e as outras com YZ. Contudo, a naedid
gue se abre o angulo XYZ, o ponto B descreve a kB,

que é uma circunferéncia; e os outros pontos DH,F,
descrevem outras linhas curvas AD, AF, AH, dasgjaai
Gltimas sdo, por conseguinte, mais compostas doaque

primeira, e esta, mais que a circunferénta.

Esta € uma descricdo cuidadosa do uso do compassolabio ou
compasso proporcional, reproduzido na Figura 6. Gampasso era um
instrumento privilegiado de inteligibilidade par@ddartes®® No Livro Il delLa
Géomeétrieele recorreu ao seu principio de clareza e détingara validar seu
processo.

Referindo-se as curvas AD, AF e AH, tracadas pmmpasso, ele

afirmou:

“Mas nédo vejo 0 que possa impedir que se conceba ta
clara e distintamente o tracado desta primeira [&@ho

o da circunferéncia, ou ao menos como as seccoes
conicas; nem 0 gque possa impedir que se conceba a
segunda [AF] , e a terceira, [AH] e todas as oufes se
possam descrever, tdo bem quanto a primeira; nem po

conseguinte, que nao sejam admitidas todas elas, do

18 Descartes,a Géométriepp. 317-318; pp. 45-46.
189 SheaThe Magic of Numbers and Motion: The Scientific&@arof René Descartgs. 46.
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mesmo modo, para servir as especulacbes da

Geometria.**°

Figura 6

La Géométriep. 318

A seguir, na seccdo “Maneira de distinguir todadimhas curvas em
certos géneros e de conhecer a relacdo que témm ¢sdeeus pontos com os das

linhas retas”, Descartes escreveu:

“Poderia dar aqui muitos outros meios para tracar e
conceber linhas curvas que fossem mais e mais g0

por graus, até o infinito™®*

A frase acima cita modos de se tracar e concefead curvas, o que
evidencia a crenca em que a natureza de uma cwes@m@pada em seu tracado.
Apesar disso, ndo ha graficos do tracado de cwom® usamos hoje em dia. No
diagrama do compasso de Descartes da figura 6 desasios:

YA=YB=a YC=x; CD=y; YD =z, paraencontrarmos mais facilmente

a equacao da curva AB?

10 Descartes, a GéométrigLivro |1, pp. 318-9; pp. 46-49.
¥11bid., p. 319; p. 49.
192 5eguimos aqui a abordagem feita por Shiaa,Magic of Numbers and Motion: The Scientific

Career of René Descartgs. 58.
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Os triangulosYBCe YCD séao retangulos, logo sdo semelhantesueseg

YD YC . Z X
se que—— =——, ou seja—=—.
YC YB X a

2

Logo, 2=2__ Mas no triangulo YCD, temogYD)? =(YC)? + (CD)?,
a

2
X N .
z° =x*+y?.Comoz="-, aequacdo da curva AD ¢! =a*(x*+y* . )
a
Segue-se, analogamente, comparando-se triangatosltgantes, que a

equacao da curva AF, tracada pelo ponto F enquamteesmo compasso esta

sendo aberto, &® =a®(x* +y?)*. A equacgdo da curva AH, tracada pelo ponto H

quando da abertura do compassos'€=a’(x* +y?)°. Descartes nio forneceu

essas equacoes éra Géomeétrie
Tendo Descartes declarado que as curvas AF e AHnsdis compostas

que a primeira” [AD] e “esta, mais que a circunfei@,” **3

inferimos que “curva
mais composta” implicava em que o grau da sua éguaca mais alto. E claro,
portanto, que a simplicidade da construgédo “me@ratravés do compasso néo
era acompanhada por graus mais baixos da equacéo.

Inicialmente, em 1619, Descartes distinguia agasigeomeétricas e nao
geométricas baseando-se na facilidade com queedas “instrumentalmente”
construidas através de um movimento continuo decempasso. Ele ndo se
baseava, a principio, nas equacdes das curvasemtsws que as curvas tracadas
por seu compasso eram clara e distintamente calagbimas logo teve
consciéncia de que as equacdes destas curvas erapiegas. Nao podemos
esquecer que a visdo cartesiana da solucdo deeprabl geométricos era
primordialmente em termos da construcdo e ndo eémote de uma solucéo
algébrica satisfatoria. Como ja citamos anteriotgerm muitos casos a sua
abordagem das curvas era efetuada sem dar suagbeguanquanto que em
outros casos, as equacgdes surgiam durante a ar@gdenNestes Ultimos, a
equacao da curva era considerada um instrumento gaonstrucdo e ndo um

meio de definicdo e representacao.

193 Descartes,.a Géométrielivro II, p. 318; p. 46.
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3.2.1.2. Admissibilidade da Curva na Geometria

Na mesma seccdo ja citada do Livro Il, Descartstsbeleceu sua

classificacdo das curvas em varios géneros:

“Mas para compreender em conjunto todas as [cunuaes]
estdo na natureza, e distingui-las por ordem enoscer
géneros, ndo conheco nada melhor que dizer qus txlo
pontos das que podem designar-se geométrica®, igtee
admitem certa medida precisa e exata, tém
necessariamente alguma relacdo com todos os pdeatos
uma linha reta, que pode ser expressa por alguoscaq,

a mesma para todos os pontt%.”

O que se entende do trecho acima € que se taaliagponto de uma curva
nao pode ser relacionado com uma coordenada eetiftravés de um numero
finito de operacdes algébricas, tal curva ndo rbisgivel em geometria. Mas
Descartes nao definiu explicitamente curvas gedcadtcomo sendo aquelas que
admitem equagdes algébricas. A razao disso poderesiseu principal interesse,
que era o0 modo pelo qual as curvas séo realmegaedas. Aquela época, um
gedmetra nao ficaria satisfeito somente com as egaeacoes. A preocupacao em
efetuar de fato as construcbes das curvas eranteederesolucdo de qualquer
problema e refletia um aspecto preponderante ageabutro.

Prosseguindo na classificacdo das curvas em gémdservou:

“E que quando esta equagao nao seja superioragyed

de duas quantidades indeterminadas, ou ao quadedo
uma s6*° a linha curva é do primeiro e mais simples
género, no qual ndo ha mais do que a circunferéacia
parabola, a hipérbole e a elipse. Mas quando acéqua
chega a terceira ou quarta dimenséo das duas, amae

19 Descarted,.a Géométrielivro |1, p. 319; p. 49.

1% Entenda-se: quando a equagao é de grau n&o supes.
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das duas quantidades indeterminadas, — pois séo
necessdarias duas para explicar aqui a relacdo entre

ponto e outro — ela é do segundo género. E quando a
equacdo chega a quinta ou sexta dimensodes, ela € do

terceiro; e assim para as outras até o infinit§.”

A classificacdo das curvas feita por Descartese pgel exemplificada
como a seguir: Seja OM uma curva previamente agidsir Seja O um ponto
sobre ela, e Q um ponto externo, ambos fixos c@peito a curva. Sejam S um
ponto fixo sobre a reta OQ, T um ponto fixo na pEgoendicular a OQ por Se P
um ponto de interseccdo da curva com a reta TQnd@ua curva (e portanto
também Q) se move com movimento rigido de translag@na direcédo paralela a
OS, o ponto P descrevera uma nova curva PT, que gedconsiderada como

uma sucessora da curva original.

o Figura 7
[ Boyer, History of Analytic
Geometryp. 89
M Q
- K R
.a'i / "l
¢ '\"
r * S

Se a dada curva € uma linha reta, a nova curvauseaahipérbole; se é

uma pardbola, a curva derivada serd a parabolas@ara (ou tridente) cuja
equacdo é x®-2ax’—a’x+ 2a° = axyDescartes transformou esta hierarquia

cinematica das curvas em uma classificacao algglatcavés do seu principio de

1% Descarted,a GéométrieLivro II, p. 319; p. 49.
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gue “todos os pontos de uma curva geométrica pstguando definida por
movimentos continuos] devem ter uma relagdo defingdkpressa por uma
equacéo”!®’

Vamos descrever, na notacao atual, como Descterl a expressao do
lugar geométrico do ponto p. Sejam: OQ = a, 3, e a curva dada por z =
f(x), onde z = OR e x = PR. Se RS =V, temze;sEl :L::-Fy. A equacéo do

Xy +ab-ax

lugar geométrico de P é portanfgx) = pois zb - ab = xz — ax + xy,

logo zb —zx = xy + ab - ax, donde z(b-x) = xy + abax e finalmente
S = Xy +ab—ax .

b-x

Se z = f(x) é linear, o lugar geométrico de P &elgundo grau. Se a curva
z = f(x) é do segundo grau, o lugar geométrico édweiro ou quarto graus. Se z
= f(xX) € uma cubica ou quartica, Descartes disse a@lugar geométrico de P
devia ser do quinto ou sexto graus; “e assim pamtdj até o infinito>®
Deste modo, uma hierarquia por pares de grausstabelecida para os

novos lugares geométricos. Ferridtobjetou que havia inconsisténcia nisto, pois
se a curva que é transladada ydr= b® , ertdo a curva gerada é do quarto grau —

isto é, ndo pertence ao proximo, mas ao mesmoepgiradis.

Apesar disso, a classificacdo de Descartes enm®rdie dois graus cada
uma, foi geralmente adotada por todo o século XBth baseada no fato de que a
solucéo algébrica da quartica leva a uma cubicaocsmiucédo, donde Descartes
teria concluido que uma equacao de grau “2n” lavam todos 0s casos a uma
solugéo de grau “2n-1".

Das afirmacdes de Descartes emGéométrigpode-se concluir que a sua
classificacdo tenha surgido naturalmente nas cuadssianas e no problema de
Pappus. Ela foi confirmada pelo propoésito da cogéin geométrica das raizes de
equacdes polinomiais através do uso de intersecdéesurvas. Cubicas e
quarticas sao ambas solucionaveis por coOnicas; ipticas e séxticas sao

7" Descarted,a GéométrieLivro II, p. 319; p. 49.
198 bid., pp. 319-323; p. 49.
199 0euvres de Fermav. I, pp. 121-123; v.1Il, pp. 112-113.
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solucionaveis por cubicas. Mas ao final da sua sifleacdo, Descartes
acrescentou a frase: “e similarmente para as difffassto poderia implicar em
que as cubicas nao seriam suficientes para resetygscdes de sexto grau e
superiores, embora na realidade elas possam sksugara graus acima de nove.
Descartes poderia, de acordo com as suas idéiag solpossibilidade de
construcao, ter agrupado melhor as curvas por srdem graus correspondentes
aos quadrados perfeitos, em vez de aos numeras pare

Outro exemplo de classificacdo de uma curva emrmgiado género foi
fornecido por Descartes no Livro Il da Géométrie?** Ele apresentou a figura
de uma curva EC, da qual se desejava saber a geeogéertencia, conforme a
figura 8.

Descartes imaginou a curva EC descrita pela eteé® da régua GL e a
peca CNKL, cujo lado KN foi prolongado indefinidame até C. Movendo-se
sobre o plano em linha reta a peca CNKL - istdegtal maneira que seu lado
KL esteja sempre sobre algum trecho da reta BAopgalda de um e outro lado -
ela faz mover circularmente a régua GL, ao redopaitio G. Isto ocorre porque

tal régua esta vinculada de tal modo que passaregrefo ponto L.

Figura 8

La Géométrie
p. 320

20 pescartesLa GéométrigLivro |11, p. 389.
291 1bid., Livro II, p. 319; p. 49.
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A sequir, Descartes escolheu a linha reta AB peifiexir a seus diversos
pontos todos os da linha EC; e nesta linha AB &stolm ponto, o ponto A, para

comecar o calculo por ele. A respeito de suas leaspDescartes declarou:

“Digo que escolho este ou aquele porgque sou liam p
toma-los como queira, pois ainda que haja muitesliess

para tornar a equacao mais curta e facil, qualquerseja

a maneira com que os tome, pode-se sempre fazer com
que a linha apareca de um mesmo género, comol @éaci

demonstrar.”%

O trecho acima € interessante, pois evidenciaalles arbitraria de uma
origem [A] e de um eixo coordenado [AB], para redaar todos os pontos da
linha curva EC aos diversos pontos deste eixo. &t ndo faz nenhuma
referéncia a estes termos atuais, tais como origexm,coordenado ou sistema de
coordenadas retilineas. Mas fica claro que escahieu proprio “sistema”,
ajustando os “eixos” ao problema, em vez de fazeverso.

Prosseguindo, tomou um ponto qualquer da curpanto C, sobre o qual
supls que o instrumento que servia para descres&tdaa aplicado. Tragou por
este ponto C o segmento de reta CB, paralelo aGaMmo CB e BA eram duas
quantidades indeterminadas e desconhecidas, etkesignou por'y" e "X",
respectivamente. Mas para encontrar a relacdo dmsaffi® ele considerou
também as quantidades conhecidas que determinatt@gado dessa linha curva,
tais como GA, que designola”; KL, que chamou de "b"e NL paralela a GA,

que chamou de "c". Portanto NL esta para LK, ouésta para "b" assim como

. . ~ NL
CB, ou seja," y"esta para BK. Em notacdo atual, temﬁkz— S A logo

b BK

BK:E.y e BL=BK—KL:E.y—b e AL:BA+BL:X+E.y—b. Além
C C C

292 Descartes,a GéométrieLivro |1, p. 320; p. 50.

293 Quer dizer, a equac&o algébrica da curva EC.
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disso,CB esta para LB, ou sejg" esta pare(E.y— b) assim como "a", ou seja
c

GA, esta para LA, ou sejéx +E.y —-b) . Dessa maneira:
c

CB _GA y a

LB LA E.y—b x+9y—b
C c

. . . b
Assim, multiplicando-se os “meios”, ou sd€fa.y —b) por "a" ele obteve:
Cc

a—by—ab, que € igual axy+9y2—by, 0 resultado da multiplicacdo dos
c c

“extremos” da proporcgéo. A equagao que ele encoritio
a—by—abzxy+9y2 -by = Ey2 :a—by—xy+by—ab

c C C C

- by® =aby-cxy+bcy-abc - y* = cy—%xy +ay-ac

Por esta equacao, Descartes disse que era saeda curva EC era de
primeiro género, pois com efeito, ndo era outradgsemma hipérbole. Ainda
acrescentou que se substituissemos, no instrummeatto para descrever a curva
EC, a linha reta CNK por esta hipérbole encontadaor alguma outra linha
curva do primeiro género, para limitar a peca CNHKLinterseccdo desta linha
curva com a régua GL descreveria, em vez da hofeEC, uma outra curva que
seria do segundo géner8*.Se CNK fosse um circulo, com centro em L, seria
descrita a primeira conchodide dos antigos; se fasse parabola, com eixo KB,
descrever-se-ia a curva que Descartes citou semaipa e a mais simples para a
solugéo do problema de Pappus, quando ndo sao aedsslo que cinco linhas
retas. Mas se em lugar de uma destas linhas cdevaemeiro género, fosse uma
de segundo género que limitasse a peca CNKL, sétida a partir dela uma
curva de terceiro género; ou se fosse uma de fien@sultaria uma de quarto e
assim ao infinito; Descartes acrescentou: “.... @ambem facil deduzir pelo
calculo”. Tal célculo néo é facil, é trabalhos@& deixado inteiramente a cargo do

leitor. Como em outras passagensLdeGeéométrie Descartes, talvez por ironia

%4 Descartes chamava curvas de primeiro género asastm de segundo género as de terceiro

grau.
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ou desafiando o leitor, superestimou o entendimdeagbe e deixou a seu cargo o
“prazer da descoberta”. Concluiu afirmando quegu@quer outro modo que se
imaginasse o tracado de uma linha curva, sempreetpudosse das que ele
chamou geométricas, poder-se-ia encontrar invdnerde uma equacao para
determinar todos 0s seus pontos, dessa maneira.

Retomou no Livro Il a explicacdo do problema dedes, dada no livro
precedente. Ele apresentou a solucdo deste prabtpraado ndo esta proposto
para mais do que trés ou quatro rétasA énfase que foi ali colocada mostra o
quanto ele estava convencido do seu éxito ao fdar este problema. Foi em
conexao com ele que, perto da metade do Livrodremeram coordenadas, de
maneira ndo explicita, elra Géométrié*® No Livro II, apés terminar a solucédo
de tal problema, aparece na seqiiéncia a seccdais'@@o os lugares planos e
sélidos, e a maneira de encontra-los”. Ali apaeoeportante principio essencial
de que equacdes indeterminadas em duas variavaisspondem a lugares
geomeétricos, embora tal principio ndo seja enuncegblicitamente, mas sim de
modo eventual, no meio da explicacdo de quais segalmgares planos e sélidos:
[ ... ] “pois estes lugares [geométricos] ndo sétraocoisa sendo o resultado da
guestdo de se encontrar algum ponto, que paracestgietamente determinado
falta uma condicdo” [ ... ]| “E sempre que isto slacese pode chegar a uma
equacéo que contenha duas quantidades desconhetfas

E interessante notar aqui a énfase sobre duadvewipara um lugar
geométrico plano. Boyéf® comparou o tratamento de Descartes ao efetuado por
Fermat, que também usou duas varidveis para unm ge@amétrico plano, em
contraste ao uso que Apolbnio fazia de varias veisa sendo que todas, com
excecdo de uma, eram na verdade variaveis depesd®uscartes concluiu: “E
se a linha que determina o ponto buscado € dengaéicomposto que as secg¢des
cbnicas, pode-se designa-la como um lugar supelesfl.] Se faltarem duas

295 \/er Descarted,a GéométrieLivro Il, pp. 323-334; pp. 59-78.
2%%bid., Livro I, p. 310; p. 28.

297 bid., Livro Il, pp. 334-335; pp. 78-81.

208 Boyer,History of Analytic Geometryp. 87.
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condi¢des para a determinacdo do ponto, o lugae smiqual se encontra é uma
superficie, a qual pode ser ou plana, ou esféricaas composta®®

A resolucéo do problema de Pappus para cinco detdas, é apresentada
também no Livro 1E*® O lugar geométrico é uma curva clbica e seriaede s
esperar que Descartes levasse em consideracaoedad® de formatos destas
curvas. Todavia, o que transparece é gue seu saterienediato ndo foi pela
questao do formato de um dado lugar geométrico, smagela possibilidade de
sua construcdo. Para cinco retas, ndo todas eaéde chamou a atencao para o
fato de que o lugar geométrico é elementar (do nzse simples), significando
gue, dado um valor para uma das coordenadas deounto pobre a curva, 0
segmento de reta que representa a outra coordénadastrutivel apenas por

régua e compasso.

Figura 9

La Géométriep. 331

299 Descartesla Géométrie p. 335, p. 81. Esta é uma pequena e indiretastimele uma
aplicacdo da geometria em trés dimensdes.
2101bid., Livro Il, pp. 335-339; pp. 81-89.
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Se, por exemplo, quatro das retas sédo paralelegtandigualmente entre
si a distancida" e a quinta reta € perpendicular as outras (&i§) e a constante
de proporcionalidade é tomada como sendo "a", emiéigar geométrico € uma

ctbica que Newton chamou de parabola cartesianarifentef'!, de equacéo:
y® - 2ay’ —a’y + 2a° = axy. Esta curva reaparece varias vezed anGéométrig

mas Descartes em nenhuma passagem deu um esbqgetoota mesma.

3.2.2. A Representacédo de Curvas e os Critérios Aeeitabilidade em

Geometria
O interesse de Descartes pelas curvas pode semitesa trés aspectos:

1. Obter a sua equagéo, como o fez no problema deuRapp

2. Mostrar a possibilidade de sua constru¢cdo por meimsmaticos, o
que ele fez usando varios instrumentos como coropag®mM
esquadros moveis e réguas pivotadas, que giravartorm de um
ponto fixo.

3. Usar a curva, por sua vez, para construir as rdizesjuacdes de graus

mais altos.

Fazer os graficos das curvas da maneira que haessema fazer, ndo era
parte da geometria de Descartes. O fato de queugerels geométricos do
problema de Pappus ndo foram esbogados é uma eldBsso. Descartes sabia
que uma equacao em duas variaveis determina uma, @omo ja foi citado. No
entanto, ele parece nao ter considerado uma telc8g como uma definicdo
adequada da curva, e teve que forcosamente exgbifatd uma construgéo
mecanica em cada caso. Poder-se-ia conjeturar quapartancia dada a
construcdes descende dos gregos antigos, paraegiasiserviam como teoremas
de existéncia. Descartes teria duvidado da exist@&suma curva correspondente
a uma equacao, a menos que ele pudesse forneceounsteucao cinematica para

ela? O fato é que ele, como os gregos antigogjitava que um lugar geométrico

211 Boyer,History of Analytic Geometrypp. 87-88.
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tinha que ser legitimado por associagdo geométricemematica com uma outra
curva conhecida. Além disso, ele desejava sistearadi geometria, generalizando
seus resultados, de tal forma que ndo devia hamruma limitacdo quanto ao
grau ou dimensionalidade de um problema. Descadéespoderia ter feito isto
simplesmente admitindo dentro da geometria todasiass dadas por equagdes
algébricas. Ele preferiu manter o critério cineotg acrescentou aos postulados
de Euclides uma afirmativa a mais: “Duas ou maisasipodem se mover uma
sobre a outra, determinando através de suas iop@eeoutras curvas?

Esta afirmativa acarretou uma ruptura claramentinedmla com a
limitacdoPlaténica dos instrumentos apenas a compassosiasrdgescartes fez
livre uso de réguas pivotadas, com conexdes, engteumentos mecanicos. O
conceito de movimento desempenhou um papel muitenpinente em sua obra.
Em certo sentido, Descartes nédo se tinha liberdadantiga definicdo cinematica
das curvas, tanto que ele admitiu para a geonsgtneente curvas tais que:

“... possam ser concebidas como descritas por um
movimento continuo ou por Vvarios movimentos
sucessivos, cada um deles sendo completamente
determinado por aqueles que o precedem; pois oexte
€ sempre possivel obter-se um conhecimento exasoala

medida.”?*?

Para tornar clara a distincdo entre quais erahml@@s curvas que podiam
ser admitidas em geometria e quais nao podiam, gairde passagem €

significativa:

“Também se deve assinalar que hd uma grande djteren
entre esta maneird* de encontrar varios pontos para

tracar uma linha curva e a que se emprega panairales

12 Descartes, a GéométrieLivro Il, p. 316; p. 42.
2Bbid., Livro II, p. 316; p. 42.

14 Entenda-se por “esta maneira” o tratamento dad®pscartes.
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suas similares.?”® No dltimo caso, ndo se acha
indiferentemente todos 0s pontos da curva procurada
somente aqueles que podem ser determinados pordeieio
uma construcdo mais elementar: [ ... ] [A primeira]
maneira de tragar a curva pela determinagdo de um
namero de seus pontos tomados aleatoriamenteaagalic
somente as curvas que podem também ser descritas po

um movimento regular e continug*®

Descartes admitiu trés tipos de “representacéoutieas’ ou modos de
especificar curvas para torna-las suficientementmhecidas. O termo
“representacdo de curvas” ndo se encontra em tenxdtsmaticos da época, nem
foi utilizado por Descartes. O termo “construcéo alevas” era usado pelos
matematicos de entdo, e tem quase o mesmo siglufiggorém mais restrito.
Havia muitos modos de especificar curvas. Descdatgaa uso da “construcao
ponto a ponto”, isto €, a indicacdo da maneiravagaa qual pontos sobre a curva
podiam ser construidos; também se utilizou da @Esrde instrumentos através
dos quais a curva podia ser tracada por um movoreritinuo ou uma sucessao
de véarios movimentos, cada um deles determinadis gekecedentes. O terceiro
tipo de representacdo de curvas utilizado por Descdoi a “construcdo por
cordas” . Tal construcdo desempenhou um papelLanDioptrique onde é
relatado que os jardineiros a usavam para darsacseueiros o formato de uma
elipse ou de uma hipérbd¥. Este tipo de “construcdo por cordas” sera descrito
na seccao 3.2.4 deste trabalho.

Como ja foi citado, Descartes ndo considerava oefomento da equacéo
como sendo uma representagdo suficiente da culeaseEutilizou da equagéo
com outras finalidades. A equacédo servia para @ieocmeio de se referir uma
curva a uma linha reta, ou seja, as coordenadassraun elas proprias segmentos
de retas. Por ndo aceitar a equacdo como reprederda curva, Descartes nao

podia estabelecer qualquer distingdo entre cuream@tricas e nao-geomeétricas

#5|sto &, curvas transcendentes, chamadas de ¢umeadnicas” por Descartes.
218 Descartes, a GéométrieLivro Il, pp. 339-340; pp. 89-90.
7TAT. , vol. VI, p. 166.



114

baseado em suas equacdes. Ele devia raciocinaguenemtar baseado nas
representacdes de curvas que ele admitia.

Como ja foi citado no Capitulo 2 deste trabalhos Bdexpressou a opiniéo
de que ha um conflito efta Géométrieentre métodos algébricos e geomeétricos
de definicdo, e critérios de aceitabilidade de asirma geometria. Este conflito
refletiria uma suposta ruptura que poderia ter dmwno desenvolvimento das
concepcOes de Descartes sobre geometria. Em seiapfabminar, Descartes
considerou que o proposito da Geometria era cangolucdes de problemas
geométricos por meio de curvas tracadas por cemgfrumentos. Tais
instrumentos serviam como generalizacdes aceitaleeisegua (sem escala) e
compasso. Ele trabalhou procurando novas conssueftuadas deste modo e
classificando-as. Segundo Bos, por volta de 1630amo inicial pareceu estagnar
e Descartes teria ficado completamente conscientepabler dos métodos
algébricos. Ele teria feito mudancgas em seu progranélgebra teria se tornado a
ferramenta dominante, tanto para a solucdo de gr@dd como para a
classificacdo das curvas. Mas Descartes ndo abandoprincipio da construcéo
geométrica por meio de curvas possiveis de se rtrpga instrumentos.
Consequentemente, segundo Bos, haveria elementoflitacies em La
Géométrie que seriam inevitdveis. Se Descartes mantivesse psograma
anterior, baseado no uso de instrumentos, perdenantagens da algebra. Se ele
adotasse uma abordagem completamente algébric®z talio pudesse mais
considerar que estivesse fazendo geometria. Pbmesivie, 0 erro que subsiste na
abordagem efetuada por Bos tenha sido o de analg@ometria cartesiana com a
lente da matematica contemporanea (ou da chamadan&jria analitica’). De

fato, Bos se perguntou:

“Por que Descartes ndo cortou 0 né goérdio de moais m
Obvio, isto €, definindo curvas geométricas comoetap

que admitem equacdes algébricas? Por que ele nao
estabeleceu simplesmente que todas as tais cuéas s
meios aceitaveis de construcdo e que 0s graus ae su

equacOes determinam sua ordem de simplicidade? Esse

218 Bps, “On The Representation of Curves in Desca@ésmétrié, p. 326.
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principio teria removido as contradicdes menciosada

acima.”?%®

Esta solucéo sO parece “mais Obvia” e simplesedestabelecer a partir de
uma observacao posterior aos fatos. Em suas céesluB8os deixa entrever

novamente esta visao distorcida:

“A sintese posterior dos métodos algébrico e geroét
dentro do que é agora a chamada geometria andlfica
possivel apenas porgue 0sS matematicos posteriéG@s n
estavam conscientes (ou se esqueceram) dos prablema

programaticos contra os quais Descartes tinhadutat

E imprescindivel buscar a explicacdo e compreeds&oelementos que
moldaram a estrutura dea Géomeétriesem nos apartarmos do contexto em que
ela foi escrita. Muitas vezes € necessaria a deftruda imagem de um
pensamento coerente a qualquer custo, no qual gt devesse se encaixar
precisamente. As vezes, o importante é como asspset desencaixam, como se

trabalha com esforgo através de ensaios e muitos. er

3.2.2.1. O Critério Instrumental e a Exclusédo da Qadratriz

O critério instrumental empregado por Descartas pieterminar quais
curvas seriam propriamente geométricas e quais maseriam, consiste
basicamente em que uma curva propriamente geom@inde ser construida
como uma linha continua, através da manipula¢adidestes” de seu compasso
mesolabio. A concepgéo desse critério retrocedé18.1Tal critério excluia as

constru¢des “em pontos” como a da quadratriz eespmal de Arquimedes.

219 Bos, “On the Representation of Curves in Desca@Gé®smétrié, p. 326.
220 bid., p. 298.
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B e Figura 10
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Consideraremos o exemplo da quadratriz, cuja aop@r requer dois
movimentos independentes, como esta representadiguna 10. A explicacéo
padronizada dessa constru¢abconsiste em supor um quadrado ABCD e, em
seguida, um quadrante BED, de um circulo com ceatrdA (conforme a Figura
10). A quadratriz é construida por dois movimergimsultaneos: o movimento
uniforme do segmento BC, de BC para AD (sempre aeetendo paralelo a
BC), e a revolucdo uniforme do raio AE, de AB paEa Ao se deslocarem para
AD, onde chegam no mesmo instante, AE e BC detamdi através de suas
intersec¢gbes, um dominio de pontos, tais como F,oe o lugar geométrico
desses pontos é a quadratriz.

Portanto, a quadratriz é tracada pelas intersed®esn segmento de reta
horizontal (BC), que se move uniformemente paradjade modo que seu
movimento se complete no mesmo instante que aaotagiforme do raio AE ao
longo de um quadrante de circulo.

O problema dessa construcdo é que teriamos deemh razéo
exata da velocidade de BC para a de AE, para mjussaa velocidade da linha
BC a velocidade do raio AE. Isto ndo pode ser fatanenos que saibamos a

razao do raio do circulo para o arco de um quatoirdunferéncia. Uma vez que

221 Segundo o resumo de W. Sh&he Magic of Numbers and Motion: The Scientific éarof
René Descartepp. 46-47.
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a razdo € funcao da circunferéncia para o raio, ést2nr, e T ndo pode ser
expresso como um numero inteiro ou uma fracdo ed@tam numero, a razao
exata de BC para AE ndo pode ser determirfadRodemos buscar aproximacoes
cada vez maiores da quadratriz, através da bisseogdinua dos arcos, mas nao
dispomos de nenhum método que resulte em uma eMata, mas sim apenas em
uma sequéncia de pontos.

Shea?®® descreveu a seguinte construcdo, que faz uso idascpdes
continuas: com um compasso comum, podemos subdovatico AC em 2, 4, 8,
16 partes, e com uma régua dividimos o raio AO msmo numero de partes,
conforme a figura 11. Entdo desenhamos raios,c@aiso OB, OE e OF, aos
pontos de divisdo sobre o arco AC. Tragamos agdmais a partir dos pontos

correspondentes K, L, M, no raio AO.

Figura 11

Shea.The Magic of
Numbers and Motionp.

Os pontos de interseccéo das linhas horizontais anespectivos raios,
tais como N, Q, P, estdo sobre a quadratriz. Degido pode-se construir
geometricamente 0s pontos sobre a quadratriz dag@mestdo perto um do outro
guanto se deseje. Se continuarmos bisseccionaradguo POD, depois a sua

222 Descartes ndo conhecia 0s métodos de retificag&muias algébricas, que s6 vieram a ser
desenvolvidos por volta de meados do século XVII.

2 sheaThe Magic of Numbers and Motiom. 47.



118

metade na direcdo de OC, e assim por diante, padao®aproximar da posi¢cao
de D o quanto desejarmos.

Este processo é equivalente a aproximacdo no oadieut e ndo produz
resultado mais exato ou mais preciso que esteloaEuprovavel que ndo tenha
impressionado Descartes, pois ele ndo aceitava dstno uma construcao
geomeétrica legitima. No entanto, a sua propriacgaulo problema de Pappus no
caso das quatro retas foi uma construcédo pontilHadmo Descartes justificou,
entdo, a exclusdo da quadratriz das curvas geaasiggitimas? Na pagina 317
do Livro Il Descartes fez a distingdo entre a soastrucdo, geometricamente
legitima, de um lugar geométrico, e a construcammgéricamente ilegitima de
uma quadratriz. Ele declarou que s6 podemos aaitestrucdes ponto a ponto
nas quais todos os pontos, em principio, possarosstruidos, como no caso da
conchoide.

3.2.2.2. Construcdo Geomeétrica da Conchodide

A propriedade fundamental da Conchéide é que anaeips RQ e R'Q’,
medidos sobre os raios-vetores CQ e CQ’, tém o mesmprimento, conforme

ilustrado na figura 12.

/ : 3

Figura 12
Shea.The Magic of
Numbers and Motionp. 63.

Uma possivel construc&d’ consiste em escolhermos qualquer ponto

R sobre a linha reta a tracarmos CR, prolongando até Q. RQ é a dada

224 Exposta por W. SheaThe Magic of Numbers and Motion: The Scientifare@r of René
Descartesp. 63.
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constante. Escolhemos indiferentemente qualquerooponto R’ e

repetimos a mesma operacao, fazendo R'Q’ = RQ. &fsteacao pode, em
principio, ser reiterada um numero infinito de \&zBermitindo que sejam
achados todos os pontos sobre a curva. Isto faiderado suficiente para
Descartes estabelecer uma correspondéncia ens& o ponto a ponto,
pela escolha indiferente de qualquer ponto e cad@gpor movimento

continuo. Descartes estabeleceu a admissibilidaest dipo de construcao

em geometria, declarando:

“E porque este modo de tracar uma linha curva toowse
muitos de seus pontos ao acaso [indiferentementgiliéavel
somente a curvas que podem também ser descritasinpor
movimento continuo e regular, nds ndao devemos ekclu

inteiramente da geometrig®

Ele ndo exibiu nenhuma prova que assegurasse «idasda desta
afirmacgdo, sendo esta simplesmente uma conjectoraanto ousada. No caso da
construcdo de uma conchdéide podemos escolher lieditanente os pontos a
serem construidos, ao passo que na quadratrizathamws fazé-lo, uma vez que
0S pontos sdo determinados pela bisseccéao reitgladarco. O ponto a ser
construido na quadratriz s6 pode estar onde seafhisseccdo. A escolha,
portanto, seria privilegiada, e ndo indiferenter ee essa diferenca haveria de
ser tdo significativa? Ela parece arbitraria. Deseajustificou a sua posi¢ao

afirmando que geométrico é o que € “preciso e éxaaguiu justificando que:

“Nao se deve excluir as linhas mais compostas das m
simples, ja& que se pode imagina-las sendo desgrias
um movimento continuo, ou por Varios que se seguam
ao outro, e dos quais 0s que vém a seguir saoamntente

determinados por aqueles que os precedem, pois dest

% DescartesLa GéométrigLivro |1, p. 340- p. 90.
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modo um conhecimento exato da sua medida é sempre

possivel obter-se2%°

Entende-se, a partir desta afirmativa, que a rqiréd foi excluida por ser
gerada por dois movimentos independentes e por afiesc ndo estar
familiarizado com os processos de retificagdo deagy que ainda nao eram
conhecidos. Alguns autores, como Gaukrog@r ,explicam essa exclusdo da
quadratriz através do contexto que a produzius@h®e que Descartes enfrentava
uma situacdo de incompatibilidade entre os seté&rios algébrico e instrumental
para a admissibilidade de curvas e estaria tentantimdo custo satisfazer a

ambos.
3.2.3. Método do Tracado de Normais e de Tangentas Curvas

Trataremos agora do topico que Descartes julgobasante relevante em

geometria e que € uma das contribuicdes importames GeéomeétrieDescartes
afirmou que “para encontrar todas as propriedadsdighas curvas basta saber a
relacdo que tém todos os seus pontos com os dwss letas, e a maneira de
tracar outras linhas que as interceptem em todsEs g®ntos em angulo retgs®”
A seguir, entusiasmou-se e declarou: “e me atregizex que este € o problema
mais Util e mais geral, ndo somente que eu conimegs,também que eu jamais
tenha desejado conhecer em geometfia.O problema a que ele se referiu era o
da determinacao da normal a uma curva dada.

Em uma forma algo simplificada, o método de Deesag como segue,
na notacdo atual. Seja dada a equacao da curva(Agi@a 13) em relacdo ao
ponto A como origem e a reta AG como eixo. Sejamnoasdenadas retangulares
de C,AM =y e CM =X, e seja CP a desejada reta normal a curva eml @tda

CP intercepta o eixo no ponto P, ondlE = e\CP= s Entéo pelo teorema de

Pitagoras temos, em notacao atual:

2% Descarted, a GéométrieLivro Il, p. 316; p. 42.

227 GaukrogerPescartes: Uma Biografia Intelectygd. 272.
228 Descartes, a GéométrieLivro Il, p. 341; p. 93.

22 bid., p. 342; p. 94.
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Figura 13
Boyer, History of Analytic
Geometry p. 94.

PC =2 =x2+V2-2vy+y? o (V-y) = —X = y=V+y/S —x°

Portanto chegamos as equacdes
y=v+ys’-x* ex :\/s2 —v? +2vy —-y?

A equacado da circunferéncia com centro P e contendmwnto C é

y =v++/s’—x*. Eliminando x ou y em ambas as equacbes, da ceirda

circunferéncia, obtém-se uma equacdo em uma ineOgmi “quantidade
indeterminada”, x ou y, e a quantidade v. Se ainferéncia é secante a curva em
dois pontos C e E, a equacéo final acima tera dhiass diferentes. Mas “quanto
mais juntos os pontos C e E sédo tomados, menofeeeiga que ha entre as
raizes; e quando os pontos C e E coincidem, assraio exatamente iguais, isto
é, a circunferéncia por C tangenciara a curva CEamo C, sem secciona-l&>°
Isto significa, em terminologia moderna, que seaashvalor de “v* fazendo o
discriminante da equacéo igual a zero, e “v” emt@i@rmina a reta normal PC, e
portanto também a reta tangente.

Descartes, a seguir, aplicou com muito trabalhewbcomplicado método

a elipse de equacgad® =ry - (L).yz, obtendo finalmente uma equacao elaborada
q

para “v’, em termos de quantidades conhecidas. Eta \das complicacdes

algébricas envolvidas, ndo € uma realidade prétipae ele declarou ao final: “eu

230 Descartes, a Géométriep. 346-7; pp: 102-105.
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nao vejo nada que impeca que se estenda esterpelida mesma forma, a todas
as linhas curvas que aparecam em qualquer caleoloérico.”*

Boyer %2 afirmou que esse método das tangentes de Desdaites
primeiro método tdo geral a aparecer impresso,&és# primeira antecipacao da
idéia de uma tangente como a posicéo limite desenante. Fermat, nessa época,
ja havia concebido seu método linear, que era smaigles, para determinacédo da
tangente a uma curva, que ndo havia sido publicadtava, portanto, em
condicdo de criticar o método circular muito ma@nplicado de Descartes.
Houve uma polémica com uma desnecessaria trocasddias e criticas, mas que
provocou interesse e pode ter servido para popatam® uso dos métodos
analiticos.

O estudo da tangéncia levou Descartes a inchgg kem seguida, uma
longa seccgdo devotada as ovais, também chamadas‘@¥d@escartes”, e ao seu
uso na optica. Elas serviram para relacidrsaGGéométriccomLa Dioptrique um

dos outros ensaios que acompanharddisoours de la Méthodé*?

3.2.4. As Ovais de Descartes

No Livro Il deLa GéométrieDescartes ainda admitiu um terceiro tipo de
representacdo das curvas, as “construcdes de cdrdedm incluidas entre os
“movimentos regulares e continuos” que sdo admEisiem geometria e
Descartes exemplificou-as com a construgcéo “dalifjairo” para a elipse e a

hipérbole, determinadas cinematicamente. Ele afirqee :

"Nao se deve excluir [da geometria] 0 método em spie
emprega um fio, ou uma corda, para determinar a
igualdade ou a diferenca de dois ou mais segmet@os
reta que possam ser tracados de cada ponto da curva

procurada a certos pontos ou sobre certas linlas, ¢

%1 Descarted, a Géométriep. 350; p. 110.
232 Boyer,History of Analytic Geometryp. 95.

23 oc. cit.
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certos angulos, como fizemos dm Dioptrique para
explicar a elipse e a hipérbolé®*

As ovais de Descartes, por sua vez, foram tratagesisivamente como
lugares geométricos, e as equacles destas curvafomr@@n dadas na forma
analitica. Isto mostra a énfase de Descartes ssbitggares geomeétricos, pois ele
fez um grande esforco para descrever os modos pelais elas podiam ser
geradas e usadas, mas em nenhuma parte ele fomexeuforma analitica em
termos de equacdes. Ele ndo incluiria lugares gemo® baseados em
comprimentos de linhas curvas, pela razado “de gpmpor¢do que ha entre as
retas e as curvas nao € conhecida, nem creio gsa g@-lo pelos homens, néo
poderia produzir-se disso nada que fosse exatogeraseTodavia, desde que
nestas construgdes sdo usados barbantes someatelgtarminar linhas retas
cujos comprimentos sdo exatamente conhecidos, Adm4fio nenhuma para
rejeita-las.”?

A crenca em que proporc¢des entre linhas retathadicurvas nao podiam
ser determinadas exatamente permaneceu essenciepa@cao cartesiana entre
curvas geométricas e nao-geométricas. Este pontastke era profundamente
arraigado na pratica da matematica daquela épomstrecede a Aristoteles.
Descartes, involuntariamente, teria se colocadoeeos partidarios de idéias
aristotélicas. 2% As retificacdes de curvas algébricas foram intridhs
independentemente por Fermat, Neil e Van Heuf¥Het.

Em La Dioptrique, Descartes forneceu uma ilustragdo de como canstru
uma elipse. Duas pontas da corda BHI sdo amaregessadas em torno das
estacas H e I. A corda € esticada por um pino dad@por B, que se desloca em
torno de H e I, mantendo-se a corda esticada. @tads € uma elipse com focos
H e |. Descartes usou os term@®thts brulant$ no lugar de focos. O nome vem

da propriedade de que colocando-se uma fonte lwaiem um dos focos de um

234 Descarted, a Géométriep. 340; p. 90.

2% bid., pp. 340-341; pp. 90-93.

2% \/er Thomas HeatiMathematics in AristotleOxford, Clarendon, 1949, pp. 140-142.

237 M. E. Baron,The Origins of Infinitesimal Calculu©xford, Pergamon Press, 1969, pp. 223-
228.
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espelho eliptico, a luz se concentra no outro fédsconstru¢cdes de corda séo
eminentemente instrumentais, e ndo algébricagr@dizem uma proporgédo que
era essencialmente incognoscivel entre as retascaraas. Portanto, Descartes
nao admitiria que fossem geometricamente apromigdendo assim, por que se
incomodou em menciona-las? Apesar de todas as dmefagéncias, pois era

“muito rastica” e ndo muito acurada, a construcéacdrda torna a natureza da

elipse “mais compreensivel do que a seccdo de nma@o de um cilindro®®

Figura 14

La Dioptrique
A.T.,vol. VI, p. 160

Descartes deve ter defendido tal construcdo porckuwaza e distingéo,
baseado em sua doutrina das idéias claras e dssthle pode ter sido motivado a
defender tal critério claramente instrumental pedécessidade de legitimar a
construcdo em termos do que poder-se-ia chamaeZelgictorica”.

Descartes tratou de ilustrar a relevancia de sat@mética para a optica.
As ovais que ele introduziu tém a propriedade deve@ir raios de luz, por
refracdo, sobre um ponto dado, e sdo de genuiakesse na oOptica fisica, mas
Descartes ndo deu nenhuma indicacdo de como el@np@er construidas por
um “movimento continuo e regular”. Segundo Sheanda Descartes escreveu

La Dioptrique por volta de 1632, ele ndo reconhecia construgoéesbarbantes

238 Descartes, a Dioptrique A. T., vol. VI, p. 166.
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como sendo genuinamente representacdes geomékeicasvas®>® Na época em

gue ele escrevela Géométrie quatro anos mais tarde, passou a considerar
algumas constru¢cdes com barbante, como fazend® ganmnesma familia que as
construcdes feitas com instrumentos como o0 seu assop O que pode ter
encorajado Descartes a dar a sua concordancia Ifamaonstrucdes com
barbante, que erna Dioptriqueapareciam como meras ilustragdes, pode ter sido
o fato de que elas podiam ser usadas em lugarodagucdes ponto a ponto para

representar suas ovais.

Figura 15
Shea,TheMagic of
Numbers and Motion,
p. 64

A primeira oval é descrita na pagina 352 lde Géométriee pode ser
resumida como se segue: duas retas se interceptamans angulo dado em A
(Figura 15). Tomemos o ponto F, arbitrario, istar&is ou menos afastado do
ponto A, conforme se deseje fazer a oval maior enan Desde o ponto F como
centro, descrevemos um circulo que passe maisaddgmonto A, isto €, com raio
FK, sendo K um ponto arbitrdrio sobre AG. Deste tpoK, tracemos a
perpendicular a AR, ou seja KL, sendo L tal que émenor que AK em uma
dada proporcdo qualquer, ou segundo a que medefragies, caso se queira
aplicar & didptrica. Depois disso, tomamos o pdhtarbitrario na reta AF do
lado em que esta o ponto K, isto é, fazendo comAdue AG tenham entre si
uma dada proporcdo. Fazemos, entdo, AR=AG, sobetadAL, e com o centro
G, descrevemos um circulo cujo raio seja igual aldte circulo interceptara o
outro circulo de raio FK e centro F em dois poMNas M, que sdo pontos sobre a
oval. Repetindo a construgao a partir de outro$gsol sobre AG, muitos pontos

da oval podem ser arbitrariamente encontrados.

29\, SheaThe Magic of Numbers and Motion: The Scientific&@arof René Descartes. 64.
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Figura 16

La Géométriep. 356

Esta mesma oval é tracada pela construcdo porrtafaSuponhamos
AF= AG e tomemos o ponto L sobre FG tal que FL pst@a LG em uma razéo
dada, isto é, que elas tenham a propor¢édo que asedracdes. Dividindo-se AL
em duas partes iguais pelo ponto K, se faz girax rdigua como FE, pivotada em
F, ao redor do ponto F, estirando com o pino Crdac&C que, estando fixada no
extremo dessa régua em E, se estende de C atekKpalesua vez de volta a C e
de C até G, onde é firmemente fixada a outra pdataorda. O barbante é,
portanto, mantido esticado ao longo do trajeto E-C-G e a medida que a régua
gira em torno de F, o pino tracador C desenha ka ova

A Lei de Refracdo da Optica € uma das mais sinplemis basicas, mas
passou despercebida a muitos antes de Descartesod# ser estabelecida como
segue: quando um raio de luz passa de um mei® ffgca outro, o seno do

angulo de incidéncia esta em uma razdo constamge @aeno do angulo de

~ ~  ...osen - ~ .
refracdo. Esta razéo, isto €— é chamada de indice de refracdo de um meio
serr

para o outro, e também é conhecida como lei dasss®&or exemplo, no caso de

um raio que passa do ar para a agua é 4/3.

240 Descarted, a Géométriep. 356; p. 122.



127

Descartes descobriu esta lei antes de retornaolanéf, no outono de
1628, provavelmente durante sua estada em Pares B$i25 e 1628. Ele nunca
forneceu um relato autobiografico do caminho peial ghegou a essa descoberta.
Ap6s a sua morte, foram levantadas suspeitas sahua originalidadé®**

Uma vez que descobriu a lei dos senos, ou dazéefydescartes quis uséa-
la para construir lentes que trouxessem todosias paralelos incidentes para um
foco, que Descartes chamou ponto radiante. [EmDioptriqué** e em La
Géométrie,**® ele expds as propriedades das ovais, com respeieflexdes e as
refragcdes. (ver a figura 17)

Descartes ja4 havia explicado anteriormente,LenGéométrie o método
de tracado de normais e de tangentes as curvasis@leaqui estes conceitos e
pelo ponto B tracou duas linhas retas, LBG e CBIg se interceptam em B
formando angulo reto e uma das quais, LG, dividmgulo HBI em duas partes
iguais. A outra, CE, tangenciara a elipse no p@htésto significa que LBG é a
normal e CBE a tangente a elipse, no ponto B. @paialelo AB incideem B e é
refratado para o foco I. Descartes tracou desstw [®yrfora da elipse, a linha reta
BA paralela ao diametro maior DK e tomou-a de com@nto igual a Bl. Tracou
desde os pontos A e | duas perpendiculares a L&sga AL e IG. Essas duas
guardam entre si a mesma propor¢cao que tém DK Bdiinaneira que se a linha
AB fosse um raio de luz e se esta elipse DBK fa@sseiperficie de um corpo
transparente, todo solido, os raios passariam Ipamais facilmente do que pelo
ar, na mesma propor¢cado que a linha DK é maior queEbke raio AB seria
desviado de tal modo, no ponto B, pela superfiessé corpo transparente, que
ele iria dali até I. E desde que o ponto B foi tdmgualquer sobre a elipse, tudo
0 que se disse do raio AB deve valer em geraltoai@s os raios paralelos ao eixo
DK que incidirem sobre qualquer ponto desta elipsggber, que eles serao todos
de tal modo desviados que se dirigirdo ao ponto |I.

241 sheaThe Magic of Numbers and Motion: The Scientificé@arof René Descartgs. 149.
242 Descarted, a Dioptrique Discurso VIII, A.T., vol. VI, pp. 168-172.
231d., La GéométrieLivro II, pp. 357-363; pp. 125-137.
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Figura 17
La Dioptrique
A.T., vol. VI,
p. 168.

Isto se demonstra deste modo: primeiramente, pagumhas AB e NI,
assim como AL e Gl s&o paralelas entre si, os gukrs ALB e IGN séo
semelhantes. Segue-se que AL esta para IG assim ABnesta para NI, ou seja,
como AB e BI séo iguais, AL esta para IG assim c@hesta para NI. Entdo, se
tracarmos HO paralela a NB e prolongarmos IB ateeBemos que Bl esta para
NI assim como Ol esta para HI. Isto ocorre porgsi¢ridngulos BNI e OHI sdo
semelhantes. Enfim, os dois angulos HBG e GBI géaais por constru¢cao. HOB
é igual a BGI e também igual a OHB, pois este aligilHBG. Por conseguinte, o

triangulo HBO é isésceles e o segmento OB sendd midB, a linha total 10 =

OB + IB é igual a DK, visto que HB + IB = DK. Assimmos:%=% e
Bl_ol e Ol = DK, logo AL _ DK ou senABL _ DK , OU seja:
NI HI IG HI serGBI HI

sen() _ comprimend do eixo maior
sen() distanciafocal HI

Desta maneira, se para tracar a elipse DBK foretagslas medidas de DK
e HI, teremos a propor¢do que, por experiénciauélaqque serve para medir a
refracdo de todos os raios que passam obliquandense a um vidro ou outra
matéria transparente que se queira empregar. Siabddcado desse vidro um

corpo que tenha a figura que descreveria a elpstasse movesse circularmente
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ao redor do eixo DK, os raios que estariam no el@las a este eixo, como AB,
entrando nesse vidro se desviariam, de tal mageaeeeles iriam todos juntar-se
no ponto radiante | ( foco 1), que dos dois, H € b mais distante do lugar de

onde vém os raios.

Figura 18

La Dioptrique
A.T., vol. VI, p. 176.

Assim Descartes explicou como uma lente eliptieaigrtodos os raios
paralelos incidentes para um foco I, se ela fossstauida de tal maneira. Ele
tratou do tracado de uma hipérbole pela constrdedcorddes e usou uma lente
hiperbdlica para chegar ao mesmo resultado daicalipEle declarou que “a
hipérbole € também uma linha curva que os mateasaégplicam pela secgéo de
um cone, como a elipse. Mas a fim de concebé-ldaneintroduzirei também
aqui um jardineiro que deve tracar o contorno deoceanteiro. Ele crava
igualmente suas duas estacas nos pontos H e lisddp@marrar ao extremo de
uma longa régua o extremo de uma corda um pouce codia que a régua, faz
um furo redondo no outro extremo desta régua, @b fqa entrar a estaca |. Faz
um lago no outro extremo desta corda, que ele gmedaaestaca H. Logo, pondo o
dedo no ponto X em que a corda e a régua figuetagunma da outra, ele o0 move
dali para baixo até D, mas tendo sempre a cordajbeta e esticada contra a
régua, desde o ponto X até o lugar em que for, acoorda bem estendida.

Obrigando esta régua a girar ao redor da estacmddida que baixa seu dedo,
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descreve sobre a terra a linha curva XBD, que & pante da hipérbole. Depois
disto, fazendo girar a régua do outro lado, atdescreve do mesmo modo a outra
parte YD. Em seguida, se passar o laco da cordagsthca |, e 0 extremo da
régua for fixado pela estaca H, descrevera o owtnoo da hipérbole, SKT,
semelhante e oposto ao precedefité”.

Resumindo, diriamos que sao fixadas estacas eml,Hj@e seriam 0s
focos. Uma régua é pivotada em |, um barbanteréigegnte mais curto que a
régua € amarrado com um laco em H e fixado firméenea outro extremo da
régua. O barbante é puxado por um pino tracad@uB,é mantido pressionado
contra a régua. Quando a régua é girada em torhocden B mantido justaposto
arégua e HB é esticado, B descreve um ramo déhip@ebole com focos H e I.

Descartes ainda acrescentou que, sem mudar asest@am a régua, se
nds tomarmos o corddo um pouco mais longo, se @lesd& uma hipérbole de
outra espécie, e se tomarmos ainda um pouco nrae,lee descrevera outra, de
outra espécie, até que chegando a tomar o corddrigo quanto a régua, se
descrevera, em vez de uma hipérbole, uma linha Tetmbém caso se mude a
distancia entre as estacas na mesma proporcaerggisintre os comprimentos da
régua e da corda, se descreverao hipérboles gée wmlas da mesma espécie,
mas cujas partes semelhantes serdo de tamanhoentife Enfim, se
aumentarmos o0s comprimentos da corda e da réguoa, nsedar nem sua
diferenca, nem a distancia entre as estacas, seedesa sempre uma mesma
hipérbole, mas com maior extensao.

Para a demonstracdo da lei da refracdo, no camtahiperbdlica, pelo
ponto B, tomado arbitrariamente em uma hipérboteagada a linha reta CE, que
divide o angulo HBI em duas partes iguais (verragi®). A mesma linha CE € a
tangente a hipérbole no ponto B, que Descarteg digs “tocard essa hipérbole
nesse ponto B sem corta-la: e a demonstracdo @cemhbem os gedmetraé®

244 Descarted, a Dioptrique Discurso VIII, A. T., I, p. 176.
245 1bid., p. 178.
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Figura 19
T La Dioptrique
"y A.T., vol. VI,
r p. 178

Do mesmo ponto B tracemos até o interior da higéradinha reta BA,
paralela a DK, e, do mesmo ponto B, a linha LG, iqtercepte CE em angulo
reto. Esta linha LG é a normal a hipérbole no p@itdomando-se BA igual a Bl
e dos pontos A e | baixando-se as perpendiculakes K5 sobre LG, estas duas
Ultimas AL e IG terd@o entre elas a mesma propogg&oas duas retas DK e HI.

Portanto, o raio AB é refratado em B na dire¢ad, @efoco do segundo
ramo da hipérbole. Os passos importantes, depdsdeccionar o angulo HBI,
envolvem tracar a normal LG, e o segmento HO paraeela. Com meios
geomeétricos simples e usando triangulos semelha@étpsssivel mostrar que o
tridangulo IGB é semelhante ao triangulo NMB, passémgulos IBG e NBM sédo
iguais (opostos pelo vértice). Como AB é paraleldlae AL paralela a Gl, os
triangulos ALB e IGN sdo semelhantes. Segue-seAjuesta para IG assim
como AB esta para NI. Ja que AB e BI sdo iguampte AL esta para IG assim
como Bl esta para NI. Tracando-se HO paralela aug&emos que Bl esté para
NI assim como Ol esta para HI, porque os triangBlse OHI sdo semelhantes.
Por fim, os angulos EBH e EBI sdo iguais por cagsio, pela bisseccdo do
angulo HBI. HO, que é paralela a LG, forma comaéglgulo reto com CE. Logo,
os dois triangulos BEH e BEO séo congruentes. AsB) hipotenusa de BEH é
igual a BO, a hipotenusa de BEO. Ol é a diferemieeeBl e BH, que sabemos

ser igual a DK. Portanto, AL esta para IG assima@®@K esta para HI. Segue-se
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gue sen(ABC) esta para sen(CBI) assim como DKpstHI, ou seno do angulo
de incidéncia esté para o seno do angulo de refieggEm como DK esta para Hl.

No restante do Livro Il dea GéométrieDescartes mostrou como se pode
fazer uma lente tdo convexa ou tdo cbncava em wmsuds faces quanto se
queira e que faga convergir para um ponto dadostedoraios que venham de
outro ponto dado. Depois se ateve a outro cas@ cocho fazer uma lente que
tenha o0 mesmo efeito que a precedente e cuja coladexde uma de suas faces
tenha uma proporcao dada com a da outra.

Finalmente, na dltima seccdo do Livro Il, reaparacreferéncia a uma
geometria em trés dimensdé¥.Sob o titulo “como se pode aplicar o que foi dito
aqui das linhas curvas tracadas sobre uma supeplana, aquelas que se tracem
em um espaco que tem trés dimensdes”, Descartiesingue o que foi tratado
sobre curvas planas “pode facilmente ser feito garaplicar a todas aquelas
curvas que podem ser concebidas como sendo ggrattasnovimento regular
dos pontos de um corpo no espaco tri-dimensiofi”.

Aqui também, como no espaco bi-dimensional, asenésta sobre o ponto
de vista cinematico, mais do que sobre equacdesetddo que Descartes propos
para o estudo das propriedades de uma curva ngoefpaprojetd-la sobre dois
planos perpendiculares e considerar as duas cdev@sojecado. Infelizmente, a
Gnica propriedade ilustrativa dada aqui é errbpes, Ié-se que a normal a curva
em trés dimensdes num ponto P, pertencente a civagta de interseccao dos
dois planos passando por P, determinados pelas netanais as curvas de
projecdo nos pontos correspondentes a p. Istoriposker verdadeiro para a reta
tangente & curva em P, mas em geral ndo é validoymaa normal. Boyef*®
comentou que os matematicos daquela época na@amotsse erro, inclusive o

bastante critico Roberval. O mesmo erro teria sefmetido quase um século

246 Na p. 335 do mesmo Livro Il dea Géométrieja havia aparecido uma pequena e indireta
sugestdo de geometria em trés dimensdes, pelaagfion“Se duas condi¢des para a determinacdo
de um ponto ndo estdo presentes, o lugar geomédtiponto é uma superficie, que pode ser plana
ou esférica ou mais complicada”.

247 Descarted,a GéométrieLivro I, p. 368; p. 146.

248 Boyer,History of Analytic Geometrypp. 93-94.
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depois, pelo comentarista Claude Rabuel, enCsgnmentaires sur la Géométrie
de M. Descartes

Descartes parece que nao estava consciente dddajoe para o espaco
de mais de duas dimensfes uma normal ndo € unientardeterminada por um
ponto sobre uma curva. Aparentemente, passaramerdebplas a ele as
dificuldades que crescem em quantidade quandonserdaa 0 niamero de graus de
liberdade.

3.3. A Simplicidade de Curvas e a Sua ConstrucaonaAlise do Livro lll.

O proposito principal deste livro € a solucédo gaafile equacdes de grau
mais alto do que o segundo, com particular énfaseclibica e na quartica.
Descartes expds diversas concepc¢des importantesona das equacdes — mais
especificamente, mostrou como descobrir raizesmais, como reduzir o grau de
uma equacgao quando se conhece uma raiz, como auwneentliminuir as raizes
de uma equacdo, como encontrar a solucado algébeécaquacdes cubicas e
quérticas — além de fornecer uma notagdo muito asguada do que a que era
usada até entdo. Descartes demonstrou uma grgmaledasde de fazer abstracdes
de numeros e formas geométricas particulares,otabcele jA 0 expressara nas
Regulae ad Directionem IngeniQuanto aos resultados concretos, Descartes
talvez tenha sido otimista demais ao supor que sEiiedos fossem capazes de
resolver equacdes de qualquer grau.

Na década de 1670, ja estavam sendo levantadadadiguanto a
possibilidade de construir a solucéo de uma equaded@uinto grau, ou mesmo de
graus superiores, em termos de proporcdes comptstas

O Livro Il se inicia com o0 pronunciamento:

“Embora todas as linhas curvas, que possam sexdfac
por algum movimento regular, devam ser admitidas na

Geometria, ndo cabe dizer que esteja permitidarsssv

249Ver M. S. Mahoney, “Infinitesimals and Transcenid@elations: “The Mathematics of Motion
in the Late Seventeenth Centuryf, D. Lindeberg & R. Westman, orgReappraisals of the
Scientific Revolution Cambridge, 1990, p. 465.
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da primeira que se encontre para a construcao die ca

problema,°

Para solucionar a dificuldade surgida quando agasutracadas por seu
compasso fossem algebricamente complexas, Desestipslou uma exigéncia
de simplicidade. Ele explicou que devemos escatbar cuidado a curva mais
simples que possa ser usada na solu¢do de umpegbigas deve-se notar que a
mais simples nao significa meramente a mais facitendescrita, nem a que leva
a demonstracdo ou construcdo mais facil do prohlemas aquela de classe ou
género mais simples que possa ser usada para theteenguantidade procurada.

Fica evidente que simples significa o grau maigdpossivel da equacéo.
Quando sustentou que “ndo creio que haja nenhuno ndedse achar meios
proporcionais que seja mais facil ou cuja demogdtraseja mais evidente”,
Descartes se referia a aplicacdo deste critéreeacompasso, enquanto gerador
de curvas. Mas desde que 0s meios proporcionaenpsdr achados com seccdes
cOnicas, cujas equacdes sdo mais simples do qedaaqias curvas AD, AF ou
AH, geradas pelo compasso, Descartes admitiu geiga“sim erro geomeétrico
usar tais curvas”, conforme ilustrado na figura %% Surge assim uma
incompatibilidade entre o critério algébrico e dtéio instrumental, para a
classificacdo de curvas como geométricas. Se deveuuar-nos pela
simplicidade da equacéo, isto €, pelo grau maisobaomo aceitar que o0 modo
mais facil e de demonstracdo mais evidente semapticacdo do compasso, que
gera curvas de grau mais alto e de género maiplega?

Segundo uma tentativa de explicar essa aparemigadacédo, feita por
Shea®? apesar das equacdes incorporarem informacéo astpepriedades das
curvas, Descartes considerava que elas ndo fomecima representacao
suficiente de suas realidades geométricas. Nosaaedamos que “imaginar
varios meios de descrever a curva e escolher os fd@is”. Isto se expressa na

seguinte passagem da Géométrie

#0 Descarted, a Géométriep. 370; p. 152.
#11bid., p. 371; p. 157.
%2 3heaThe Magic of Numbers and Motiom. 59.
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“Se é conhecida a relagdo entre todos os pontasrde
curva e todos os pontos de uma linha reta do modwc
eu ja expliquei [isto é, quando a equacao é codhgé
facil achar a relacdo entre os pontos da curvalestos
outros pontos e linhas dados; e destas relacOoes ash
diametros, eixos, centros e outras linfidou pontos que
tém especial significado para esta curva, e partant
imaginar varios meios de descrever a curva e escalh

mais facil.”?>*

O critério cartesiano de simplicidade de classeuw&a a ser escolhida
para uma construcdo € uma consequéncia naturaedaduia estabelecida para
as curvas, que por sua vez € uma extensdo daficks®d dos antigos para
lugares geométricos. Papp@¥ objetou quanto & “inapropriada” solucdo de
problemas planos através do uso de lugares gecogsblidos e também quanto
a solucéo de problemas sélidos mediante lugaremé&jecos lineares. Descartes
deu continuidade a esta idéia da ordem de complicapropriada ao problema,
mas nédo a estabeleceu claramente, nem a investigdadosamente. Ele falou do
uso de curvas de uma classe desnecessariamerteratid'um erro geométrico”,
acrescentando que “seria um erro muito estupiddesmecessario tentar em vao
construir um problema por meio de uma classe deasumais simples do que a
sua natureza admite®>® Muito do Livro Ill, em conseqiiéncia, é devotadojae
agora esta contido em obras sobre Algebra, pommpddescartes observou, “as
regras para evitar ambos estes erros” necessitammdestudo da “natureza das

equacdes®’ Comeca com uma pseudo-definicdo de equacéo:

#3por exemplo, as equacdes das tangentes, das speteai

%4 Descarted,a GéométrieLivro Il, p. 341; p. 92.

2% Conforme P. Ver Eeck®appus of Alexandria. La Collection MathématiqLiro IV, prop.
30), v. Il p. 208-209.

2% Descartes,a GéométrieLivro IlI, p. 371; p. 157.

2 |pid.
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“Das somas compostas de varios termos, em parte
conhecidos e em parte desconhecidos, e em quedans s
iguais aos outros; ou melhor, que considerados em
conjunto, sao iguais a zero, pois este sera fregimmte

o melhor modo de considera-la&®

Regras sdo fornecidas para combinar, fatorarsfoemar e resolver
equacOes, ilustradas por exemplos com coeficiemieséricos especificos. A

regra de sinais, chamada usualmente “regra dessileaDescartes” € publicada
aqui®®® na forma geral, para raizes positivas e negati¥as.

3.3.1. Regra de Sinais de Descartes

Na resolucdo do problema de Pappus para quatr® metd.ivro |, duas
equacdes do grau dado séo necessarias para acsohasDescartes reconheceu
somente uma por causa de inadequacfes em suaaté@mitratamento das
mudancas de sinad® Em cada caso, deveria haver duas equacdes, dedal
que no problema das quatro retas o lugar geométed® ndo é uma Unica secgado
cbnica, mas duas. Este erro ndo é fundamentalta derprejudicar o restante da
abordagem de Descartes ao problema. E interessatateque ele pareceu ter tido
alguma possivel idéia ou percepcao disto por shmegpois ele reconheceu duas
curvas em um caso do problema de Pappus pararetasodadas.

Uma espécie de ‘“regra de sinais” para se sabentagiaraizes
“verdadeiras” pode haver em cada equacéao foi eadacem demonstracao por
Descartes no Livro 1ll dea Géométri¢®? Ela consiste em que “pode-se conhecer

quantas raizes verdadeiras pode haver e quantss,fam cada equacgdo.” A

28 Descartes,a GéométrieLivro IlI, p. 371; p. 157.

#9bid., p. 373; p. 161.

60 Boyer levantou a hipétese de que é provéavel gleseoberta desta regra tenha sido provocada
por Descartes fazer uso de uma pratica sistenditaazer todos os termos de uma equacao para
0 primeiro membro, igualando-o a zero, conformeéBdytistory of Analytic Geometnyp. 96.

%1 A esse respeito, ver A . G. Mollan@Hifting the Foundations: Descartes Transformatin
Ancient Geometry"Historia MathematicaB: 21-49, 1976, p. 39.

%62 Descartes, a GéométrieLivro I, p. 373; p. 161.
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saber, pode haver tantas raizes verdadeiras queezes os sinais + e — forem
trocados nos coeficientes da equacao; e tantasfgleantas vezes se encontrem

dois sinais + ou dois sinais — seguidos. Remplo, na equacao:

x* —4x® -19x* +106x —120=0

ha trés mudancas de sinais e uma permanéncia, dagbem trés raizes

verdadeiras e uma falsa. Descartes queria dizeregueuma equacdo como
x®-5x —2 =0, com apenas uma varia¢io de sinais nos coefisigmele-se ter,
no maximo, uma raiz positiva (“verdadeira”), queaaso €l++/2. E em outra

equacdo comox® - x*+x-1= ,0com trés variacbes de sinais nos coeficientes,
pode haver, no maximo, trés raizes positivas. Agquiaizes sdo 1, ie —i, onde i é
a unidade imaginaria, e portanto temos uma raizpestiva. Descartes nao citou

a unidade imaginaria.

Poderiamos ter, como um enunciado “moderno” daarelg sinais de
Descartes, 0 seguinte: “Se os coeficientes de wquacéo séo reais e todas as
suas raizes sao reais, entdo o nimero de raizigneshte positivas (levando-se
em conta as suas multiplicidades) é igual ao nunderdrocas de sinais na
sequéncia dos seus coeficientes. Se a equacgdontatebe raizes complexas,
entdo o numero de trocas nos sinais dos seus ieoédfis menos o nimero de
raizes positivas € um numero par.”

A primeira parte dessa regra (referente a equacgOes coeficientes e
todas as raizes reais) foi importante para Descadesua tentativa de resolver a
questado da tangéncia a uma curva algébrica, pgramto da curva. O enunciado
original de Descartes nao explicitou, mas devesialelecer que o numero de

7

raizes “verdadeiras” é igual a, no maxjnm numero de trocas de sinais nos

coeficientes da equacao. A demonstracdo da regsandes “de Descartes” foi
feita mais tarde no século XIX por S. Sturm, em5l&3por J. J. Sylvester (1814-
1897), de forma completa, em 1865

283 Ver A. J. M. Wanderley, “Existéncia e Unicidade ®aiz Positiva de Equagbes Algébricas

Particulares”Revista do Professor de Matematib& 27-31, Sao Paulo, p. 31.
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3.3.2. A Construcdo Geométrica das Raizes de EquastAlgébricas

Ainda no Livro Ill, Descartes retomou o tépico dioro | — referente a
construcdo das raizes de equacdes determinadass&ardeve-se saber qual é a
natureza das raizes da equacgdo a ser tratada,pargoular, deve-se saber se a
equacao é redutivel ou ndo. Por isso, o Livro praticamente um curso sobre a
teoria elementar das equacbes. Nele encontramasrnaa fde aumentar ou
decrescer as raizes, de se mudar o seu sinal, iiplicatlas ou dividi-las por
uma constante, de remover o segundo termo de unag®wm, de testar a solucao
algébrica de cubicas e quarticas, para raizesmnaisioatravés de um método
abreviado de divisdo e até a nocdo de equacdaiived Segundo Boyef: a
maior parte deste material ndo era original e Deszado alegou originalidade.
Mesmo assim, ele teria sido acusado de plagiocedpente em relagdo a Viete
e a Harriot.

Apoés esta introducdo algébrica, Descartes completgoroblema que
comecara a tratar no Livro |, isto é, construiu geticamente as raizes de
equacdes algébricas. Ele demonstrou afinal quéugé&ode cubicas e quérticas,
isto é, de “problemas sélidos”, podia sempre skada “por meio de uma das trés
seccgOes conicas, seja qual for, ou mesmo por algaria de uma delas, apesar

de pequena, sem empregar nada mais que circudtsss 3

Descartes mostrou que equacgdes da formz:=z+pz+ e

2" = +pZ® + qz+r podiam ser resolvidas para raizes reais atra@mtaseccdes
de uma parabola com vérias retas e circulos. Anmalslecujas constru¢des séo
procuradas por meio desses tipos de equacdes eaomihados “solidos”.
Todos eles podem ser resolvidos (isto é, constsyijglor meio de um circulo e de
uma parabola. Por exemplo, ele resolzé& pz+ graficamente como se segue.
Tracou a parabola FAG com eixo ADKL e semi param@&i€= %. Tomou CD =

p/2 e tracou DE= /2, perpendicular a AD.

264 Boyer, History of Analytic Geometrypp. 96-97.
%5 Descartes, a GéométrigLivro 11, p. 389; p. 193.
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Figura 20
La Géomeétrie
p. 396.

Com E como centro e com raio AE tracou o circulo E@&o o ponto de
interseccdo F a esquerda do eixo forneceu a ramadeira” (isto €, positiva);
qualguer uma do outro lado correspondia a uma‘faiga” (isto €, negativa). Em
simbolismo moderno, este método consiste em achantarseccdes entre a
pardbolax® = ye o circulox® +y” =gx+ (p+ 1)y Com pequenas modificacdes
no procedimento, Descartes aplicou o método a sutasos de cubicas e
quarticas com raizes reais. Ele ficou tdo satsfeiim estas solucdes através de
cOnicas que declarou: “pois a natureza das raiZes permite que sejam
determinadas por nenhuma construcdo que seja deépanmais geral e mais
facil.” *°°

A demonstracdo de Descartes da validade de smedimento para o
caso em quez® =pz®—-qgz+ € reproduzida aqui na linguagem atual. Seja a
parabola FAG tracada com o eixo ACDK. Seja AC= afffje a datus rectum.

267

Marcamos CD = p/2 sobre o eixo. Tracamos DE=q/Peeficular ao

eixo. Sobre AE, marcamos AR=r e sobre AE prolongaddmamos AS=a.

%% DescartesLa Géométriep. 401; p. 217.
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Desenhamos um circulo com RS como didmetro. Tragakhb perpendicular a
RS, interceptando o circulo em H. Tragamos um ltircam centro E e raio EH.

Fazemos MK=ED. Tracamos EM. A raiz positiva da e§oaé GK ou “z”, a
negativa € FL.

Figura 21

La Géométrie
p. 390.

A verificagdo, na notacao atual, € como seguensg&=z; AK=y e a =
latus rectursl. Comoz® = ayentdoz® = y. Temos:
DK =AK -AD = z? - (AC+CD) =

1 1 1 1

:Zz——+— :Zz—_ -_
(2 Zp) 2p 2

1 1 1

DK)? =(EM)? = z* -pZ> -z +=p® +=p+=

(DK)* = (EM) p LR

DE:KM:%q

%7 DescartesLa Géométriep. 394; p. 202.
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(GM)? = (GK + MK)? = (z+%q)2 = 22 +qz+%q2

(EG) = (EM)” +(GM)” =2' ~pz* +qz+ ;" +3p* +p+,

1 1 1
EA)? =(AD)* + (ED)* = (Zp+2)°+-0q°
()()()(2p2) 29
Como (AH)? = (AR)x(AS) de Euclides, Livro VI, prop. 13, e AR=r; AS=1,

entdo(AH)? = r. Temos:(EH)? = (EA)? + (AH)? :%q2 +%p2 +%p+%+ r.

Igualando: (EH)* = (EG)” resulta:
lq2 +£p2 +£p+£+ r=2z"-pz +qz+£q2 +£p2 +£p+l
4 4 2 4 4 4 2 4
logo:
r=z'-pz®+qzez*=pz°-qz+r
Quando Descartes comunicou o tratamento dessedBpproblema a
Beeckman, em 1628, ele se referiu a isto como goes® universal para resolver
por curvas geométricas todas as equacdes do teceeguarto graus°®
Em La Géométrie oito anos mais tarde, Descartes registrou seo égi

maneira mais comedida:

“Agora, quando ndés estamos certos de que o prablem
proposto € sdlido, se a equacdo através da qual nés
buscamos sua solucdo é do quarto ou somente airderc
grau, suas raizes podem sempre ser achadas padasma
trés seccdes conicas ou mesmo por alguma partende u
delas, apesar de pequena, usando nada além de ratas

e circulos. Mas eu me contentarei em dar aqui wger
geral para acha-las todas por meio de uma parghaage

esta é, em alguns aspectos, a mais simpies.”

268 Journal de Beeckma\.T., vol. X, p. 344.
%9 Descartes,.a GéométrieLivro 11, p. 389-390.
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Shea?’® supde que a mudanca de atitude de Descartes gaastm
descoberta deve ter sido porque ele veio a perapi®ioutras seccdes conicas
fariam tdo bem o papel de realizar essa constraggioe para certos problemas
elas seriam mais simples e mais praticas do qaedd@a. Descartes teria, entao,
desrespeitado o seu critério de simplicidade, emaje estipulou que devemos
sempre escolher a curva mais simples para constnmr problema mais

facilmente. Isto esta explicito na seguinte passage

“Pelas curvas mais simples, devemos entender ré&itaap
aguelas que sdo mais faceis de descrever ou aguedas
fazem a construcdo ou a demonstracdo do problema
proposto mais facil, mas principalmente que sagétero
mais simples que pode ser usado para determinar a

quantidade que é procuradd’*

Na mesma pagina em que esta a citacdo acimafigara do compasso
cartesiano com esquadros moveis e Descartes estagéerindo a aplicacdo deste
critério de simplicidade ao seu compasso, enquantgerador de curvas. Por um

lado, Descartes afirmou que:

“Nao ha nenhum modo de se achar meios proporsionai
que seja mais facil ou cuja demonstracdo seja mais
evidente. Por outro lado, jA que 0s meios propo&ifo
podem ser achados com secc¢fes coOnicas, cujas equacd
sdo mais simples do que aquelas das curvas AD,UAF o
AH, geradas pela abertura do compasso, Descartasiad

que seria um erro geométrico usa-1&5>”

Isto parece evidenciar a incompatibilidade ou @néncia entre os critérios

instrumental e algébrico de Descartes para a fitzgsio de curvas como

2’0 sheaThe Magic of Numbers and Motiom. 57.
"1 Descartes, a GéométrieLivro IlI, p. 370; p. 154.
2"21bid., p. 371; p. 157.
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geométricas. Indica também uma inadequacao dorsgériacde simplicidade para
a escolha de uma curva que sirva para uma congirpgé se a simplicidade da
construcdo deve guiar-nos na escolha do nosso mgtarh solucionar um
problema, poderiamos seguir a sugestdao de Des@mbsir 0 compasso com
esquadros moveis para gerar uma curva e achar mppsrcionais. Entretanto,
ao escolhermos uma das curvas geradas pelo compassoa construcao,
estariamos infringindo o critério cartesiano de pdicidade, jA que meios
proporcionais podem ser achados por meio de secédgsas, que sdo curvas de
género mais simples do que aquelas. De fato, sifitagédo de problemas
segundo a facilidade e possibilidade de sua cay@sirundo coincidia com a
classificacdo das equacdes correspondentes, seguadocomplexidade ou seus
graus.

Como ja dissemos no Capitulo 2 deste trabalhocd@bes esforgou-se em
manter juntas estas duas exigéncias, sem abridogiprincipios metodolégicos

e das exigéncias do seu programa filosofico.
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CAPITULO 4

Consideracoes Finais

Retomemos agora, para uma rapida exposi¢cao fiadh um dos aspectos
gue consideramos importantes neste trabalho.

No Capitulo 1, abordamos em primeiro lugar o tigg@ formacao
intelectual recebido por Descartes. A educacdadtjeauinha por objetivo educar
cristdos para serem testemunhas do Evangelho ndanBor um lado, defendia
ortodoxia em matéria de F€, e por outro, encoragaitzerdade de pensamento na
discusséo de questbes de conhecimento. O ensimoctwi@mo os debates, eram
feitos em latim, que era a lingua de erudicdo &dga Catdlica. Nos primeiros
cinco anos, o curriculo era dedicado em grandee paot latim, ao grego e a
literatura classica. As disciplinas da gramatica,retérica e da dialética eram
consideradas meios de acostumar a mente a cont@Euoplias idéias e da
realidade inteligivel, em contraste com a percepti® filosofia e a literatura
classicas, que eram produto de uma cultura pagAntigiidade, haviam-se
“cristianizado” gradativamente, tendo alcancado as@modacgédo com a teologia
crista, fruto de sucessivas conciliacdes efetuglasratar de tais questdes, Santo
Agostinho defendeu que, caso os fildsofos ensinagpelquer coisa que fosse
contréria as Sagradas Escrituras, isto é, a Fdi€atéem nenhuma davida dever-
se-ia acreditar que tal coisa era completamenrdga.fal

A influéncia exercida pelo tipo de educacédo esticksecebida sobre o
pensamento de Descartes ndo é duvidosa. Descaitesmf “agostiniano-
platonista” que encontrou certeza na crengca emogenais perfeito de todos os
seres [Deus] n&o o enganaria. Etienne Gilson @stzdu o “parentesco singular
que une oPenso, logo existale Descartes a certos textos célebres de Santo
Agostinho”.?”® A primeira pergunta que nés fazemos é como Descassimilou,
ou nao, todo este material recebido. Sobre a samgdhde seu argumento com o

de Santo Agostinho, Descartes anunciou claramargeagaproximacao néo lhe

213 Gilson,Etudes sur le Réle de la Pensée Médiévale danera#tion du Systéme Cartésjgn
191.
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interessava, porque Santo Agostinho “ndo me pa@car a0 mMesmo uso que eu
faco”. 2"

O aspecto mais poderoso da filosofia medieval élacta que permaneceu
fortemente influente no principio do século XVIlviez tenha sido a concepc¢ao
neo-platonica de que a natureza definitivamentéadssr explicada por meio da
matematica. Na Idade Média esta crenca foi expéopaishcipalmente nas ciéncias
intermediarias, como a optica. No entanto, os iSt&® medievais pareciam nao
sentir muita necessidade de fazer distin¢cdes filts®entre a matematica pura, a
fisica como a ciéncia das ‘naturezas’ e causas, @émcias intermediarias. A
fisica aristotélica ainda nao tinha se tornado ele=sssaria. Crombie sugeriu que
isto tenha sido destacado em Descartes, considpoaidee “0 mais medieval dos
grandes cientistas do século XVII, no sentido de csanais dominado pela
filosofia da natureza™"

A transicdo do periodo medieval para a Renascengepois para a ldade
“Moderna”, deu-se gradativamente, inclusive na matea. A influéncia
medieval ainda se fazia sentir no fim do século &Micio do século XVI, com
numerosas edic6es das obras de Bradwardine e dm&fé®

O valor da algebra e da trigonometria foi sendo entatlo com novas
aquisicdes e uso de nova simbologia. A aplicacé@gkbra a geometria ampliou
a sua extensao e aconteceu de uma maneira main&isia. Entre os resultados
mais importantes destacam-se a resolucdo das eguagdicas por Tartaglia,
resultado que foi antecipado em sua publicacddgmmiamo Cardano (1545), o
método de obter valores numéricos das raizes dedpubs e o principio da
reducado de equacdes algébricas, desenvolvidosraoncdis Viete (1540-1603). A
teoria das equacdes também foi desenvolvida pomakdiarriot (1560-1621) e
por Albert Girard (1595-1632), que estendeu a idd@anumero para incluir
quantidades negativas e ‘imaginarias’. Ao mesmoptenforam sendo feitos
desenvolvimentos no simbolismo algébrico e Pieree Feermat (1601-1665)

compreendeu a equivaléncia das diferentes expesalgébricas e as curvas

2" Carta a Mersenne, dezembro de 1640, A.T. , Vopl261.
25 Crombie Medieval and Early Modern Science 2, p. 118.
278 Boyer,History of Analytic Geometryp. 54.
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geométricas tracadas por meio dos lugares geowstrimovendo-se com
referéncia as coordenadas.

No Capitulo 2 deste trabalho foram abordadas msxées existentes entre
asRegulae ad Diretionem IngemiLa Géométrie.

Desde meados do século XVI, havia-se delineadeesatdo da certeza e do
poder demonstrativo da matematica dentro de umersiilade de controvérsias
sobre o método. Um debate era centrado sobre agpgies opostas da relacéo
da matematica com a filosofia natural, atribui@®&datdo e a Aristoteles.

Antes de escrever ®@iscours de la Méthodee os ensaios que o0
acompanharam, incluindoa Géométrie Descartes j& havia escrito, entre 1619 e
1628, o seu mais completo tratado sobre o métawiBegulae ad Directionem
Ingenii, publicado postumamente em 1701. Esta sequénciaudaproducao
intelectual pode evidenciar sua abordagem confiagrée racionalista da ciéncia.

Quando Descartes discutiu primeiramente a aplicagf seu método a
ciéncia natural ele estava tdo confiante em qua $em sucedido, quanto ele
estava confiante na filosofia. A “matematica unsa#r (Mathesis Universaljs
esbocada naRegulaerepetiria a estrutura de seu sistema filoséfiepethdente
das “naturezas simples”. Ela abrangeria todo o mdisico e subordinaria a ela
todas as ciéncias particulares.

A consideracao, por Descartes, do métodoRegulaeera uma variante
do procedimento duplo, familiar, da anédlise e s&teu resolucdo e composicao.
O objeto da investigacao cientifica era reduzipablemas complexos, como se
apresentavam por meio da experiéncia, a problepragitintes especificos para
solucdo quantitativa, de tal modo que a situacaoptexa podia entdo ser
reconstituida teoricamente e explicada por meioddducdo, a partir dos
elementos e leis descobertas que a produziram.

Descartes escreveu a Regra |V:

“Por método, eu quero dizer um conjunto de ceegsas
faceis, tais que qualquer um que as obedeca exatiame
primeiramente nunca tomara qualquer coisa falsaocom

verdadeira, e em segundo lugar, avancara ordenat@ame

2’7 Crombie Medieval and Early Modern Scienqep. 128-129.
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por meio de uma tentativa, passo a passo, semrukspe
esforco mental, até que tenha atingido o conhedonegs

tudo que nao supere sua capacidade de entendinféfto”

Ele continuou a afirmar na Regra V:

“Todo o método consiste na ordem e na disposi¢c&o do
objetos para os quais a atencdo da mente develsmiay

e pelos quais nés podemos descobrir alguma verdade.
nés observaremos exatamente este método se nos
reduzirmos as proposi¢cdes obscuras envolvidasp pass
passo, a outras mais simples, e entdo, a partunoe
intuicdo das mais simples de todas, tentar ascetida®es

dos mesmos passos até o conhecimento de todas as

outras”.?’®

Uma distingéo deve ser feita entre 0 método dede=s, como é aplicado
a filosofia, e como é aplicado a ciéncia. A respda filosofia, as regras que ele
forneceu para a analise dos dados de experiéraiaara preparar a mente para
um ato intuitivo, pelo qual as ‘naturezas simpleiim aprendidas. Estas eram
auto-evidentes, “claras e simples idéias” por exempensamento, extensao,
ndamero, movimento, existéncia, duracdo, que nadpoder reduzidas a alguma
coisa mais simples e portanto, ndo tinham defisi¢Ggicas.

O propésito das regras era escolher e arranjaadssdpara esse tipo de
intuicdo, e elas incluiam uma forma de inducdo guoeolvia o principio da
eliminacdo. O objetivo filoséfico de Descartes eemuzir as “proposicoes
obscuras envolvidas”, com as quais ele entrava@taio desde a experiéncia, a
proposicdes que eram, ou auto-evidentes (natusgxrgdes), ou que ja tinha sido
mostrado que procediam de proposicfes auto-eviletendo feito isto, ele
entdo estaria apto a explicar todos os dados dariérpia, mostrando que eles
podiam ser deduzidos das “naturezas simples” destash

2’8 DescartesRégles pour la Direction de L’EspriRegra IV, p. 19.
2"91bid., Regra V, p. 29.
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O exame dagkegulaeserviu ao objetivo de esclarecer, em termos mais
precisos, o significado do processo construtivagdametria cartesiana, e para
mostrar como este processo se traduz diretamentmeeito de “construcéo
geomeétrica” e em uma definicdo precisa da modatidael tal construcdo. A
classificagdo cartesiana das curvas, que é talhmnibuicdo mais importante
dada por Descartes a matematica, é consequéneta ds principios gerais do
método analitico cartesiano, tal como séo exposisRegulaeAs caracteristicas
especificas deste procedimento analitico construtiedificaram o panorama da
geometria cartesiana, em particular os tipos deeseptacdo de curvas e 0s
critérios de admissibilidade das curvas na geometri

Para a solucdo de certos problemas, em que n&aofiéente o
procedimento dedutivo, Descartes fez usoAds Analytica que consistia em
desenvolver alguma coisa que dependida de muittiasolEsta ‘arte’ ndo era
outra sendo o método para resolver os problemaguais aparecem ‘incognitas’.
Na Regra Xl — isto fica esclarecido, quando apar@ conceito de designacéo de
alguma coisa que néo é conhecida por alguma coigzecida, isto €, a ‘arte’ de
resolver equacoes.

Na Regra XIV?*ha um passo importante na observacdo de que as
naturezas comuns se encontram em ‘relacbes’ @popgdes’, que se reduzem a
‘igualdades’, isto €, equacdes. Ai também é inzathua idéia de tomar-se um
segmento de reta para ser a unid&ifeFoi esta nova perspectiva que permitiu a
resolucdo do problema de Pappus, no caso das qa&s) e o desenvolvimento
subseqiente de toda a geometria expostaLamGéométrie conforme foi
explicado no Capitulo 3 deste trabalho.

Com efeito, a geometria cartesiana dependia dessemir que um
comprimento era equivalente a um ndmero e que ugmes®o podia ser
considerado como uma unidad& Esta concepcdo é totalmente estranha as
concepcOes dos antigos gregos. Rejeitando a lidatdgnensional na algebra, ao
assumir, por exemplo, quadrados e cubos de terom® sendo representados

por segmentos, Descartes foi capaz de colocargmasd geométricos na forma

280 DescartesRégles pour la Direction de L’EspriRegra XIV, pp. 108-109.
81 1bid., Regra XIV, p. 115; p. 118.
82 Descartes, a Géométriep. 298; p. 4.
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algébrica e de usar algebra para resolvé-los. Blesdcambém mostrou que todas
a seccoes conicas de Apolonio podem ser abrangmlaalgumas equacdes do
segundo graé®®

Em La Géométrig ndo encontramos uma exposicao sistematica de uma
colecdo de curvas e de suas equacdes, hierargeizi@dacordo com 0S seus
graus, nem suas representacdes graficas. Em cantiiap encontramos muito da
forma algébrica e da relacéo entre esta e a geiamétforcoso admitir-se que a
simplificacdo da notacdo algébrica efetuada porc@éss facilitou muito o
tratamento algébrico.

Descartes acreditava que s6 podiamos ter umaeldistinta concepcéo
da solucdo geométrica de um problema quando sétgdo de curvas efetuada
para sua construcao fosse tracada por um movin@ttnuo, e deste modo
resultasse visivel a nossos olhos ou a nossa iaggn

Em vista do contexto e da sequéncia do desenvehtondas idéias e
concepcOes cartesianas, compreendem-se as causadevgram a dificil
coexisténcia de classificacbes e critérios de aunédade de curvas
aparentemente incompativeis.

A solucdo de um problema em geometria consistragodialmente em
sua construcado, e Descartes parece inicialmentpetesado em classificar as
curvas a serem utilizadas nas construcoes, segaridoilidade com que eram
tracaveis. Primeiramente, ele engendrou o seu cgsopaom esquadros moveis,
através do qual encontrou meios proporcionais esegpniu tracar curvas de
complexidade crescente. Tal compasso podia serdesado uma generalizacao
da construcao euclidiana por régua e compassag&ugs hastes deslizavam ao
longo de linhas retas e a régua descrevia umlgigquando aberta. Desta forma,
Descartes veio a definir curvas geométricas conmulses descritas por um
movimento continuo ou séries de movimentos interddentes, em uma analogia
com aqueles efetuados pelas hastes do seu compasts regulados e
determinados pelo movimento da primeira.

Pouco depois da primavera de 1619, quando expofaseso programa
de criacdo de uma nova ciéncia em uma carta a Beeckman, Descartes deve

ter pensado na possibilidade de achar meios propais por meio da

283 Descartes,a Géométriep. 328; pp. 67-68.
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interseccé@o de conicas. Ele descobriu que a imtgisede um circulo e de uma
parabola resolvia todas as equacdes do terceigoantio graus.

Numa data ndo determinada, mas € provavel quedepjais de 1628,
Descartes deve ter estendido sua pesquisa as equagduinto e sexto graus,
alcancando o propésito de construir as curvas i como “parabolas
cartesianas” ou “tridentes”. Estes resultados atares poderiam ter levado
Descartes a tomar mais em consideracdo o graurigigéata equacdo de uma
curva. Apesar disso, ele ndo abandonou a simptieida processo de tracado de
uma curva com um instrumento como fundamento paritério de simplicidade
de curvas geométricas. Elbba Géométrieele apelou para ambos os critérios, o
algébrico e o instrumental, embora parecesse recentgue ndo coincidiam a
classificacdo das equacfes de acordo com o0s saus gra classificacdo dos
problemas segundo sua facilidade de construgao.

Descartes sempre deu atencdo cuidadosa ao modmeordo qual a
curva era realmente tracada. Apesar de uma pantdevavel de.a Géométrie
ter sido dedicada a técnicas algébricas, Descatesa chegou a definir como
geomeétricas apenas as curvas que admitissem egqualgébricas. Ao contrério,
ele estava convencido de que o problema de Pappuas problemas que ele
resolveu com a ajuda de equacdes algébricas podramprincipio, ser resolvidos
por movimento continuo. Tanto foi assim que elelwyca possibilidade de
considerar como geometricas construcdes ponto @ pomo o da quadratriz ou
as construgdes com cordao, que careciam de “poeeigkatidao”, por causa da
incomensurabilidade entre linhas retas e curvaspoAterior introducéo da
retificacdo de linhas curvas, a partir da segunétade do século XVII, ndo
desmereceu o seu esforco.

Quanto ao método cartesiano de tracado de tarsggemtermais as curvas,
era bastante complicado, até para a aplicacdo aelipse, e foi preterido em
favor do método linear de Fermat, que era muits sienples. Apesar disso, ndo
se pode considerar de modo leviano a obra de Des@mo sendo nada mais do
que uma aplicacdo de equacdes a curvas de grauvaltmigiue ndo houvessem
sido tratadas suficientemente por Viete e pelogast

Se levassemos em consideracdo o conteudo do llivde La Géométrie

concluiriamos por ser esta principalmente uma tmngdo a algebra. De fato,
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aquele livro chega bem perto de um curso traditiolea algebra avancgada.
Devemos lembrar, porém, que Descartes tinha mesmoansiderar em detalhe a
transformacdo de equacdes e sua redutibilidade, gylples razdo de que ele
derivou equacdes de curvas com um propdésito ememesd-las na construcao de
problemas geométricos determinados, que haviam esigoessos por equacdes
polinomiais.

O Livro 1ll de La Géométriefoi menos significativo no desenvolvimento
da geometria do que na histéria dos problemasictésda Antigtiidade. Ele pés
uma énfase excessiva sobre a construcdo geoméiceizes de equacles
algébricas, em detrimento do estudo analitico dawas. Por outro lado,
Descartes estabeleceu a impossibilidade da du@bcadg cubo e da trisseccao de

um angulo apenas com o uso de régua e compasdeclaoar:

“Problemas sélidos em particular ndo podem, com@eu
havia dito, ser construidos sem o0 uso de uma queia
composta que a circular; € coisa que também se pode
deduzir do fato de que eles se reduzem todos a duas
construgcbes: em uma das quais ha que ter conjuntame
os dois pontos que determinam dois meios propason
entre duas linhas dadas; e na outra os dois paues

dividem em trés partes iguais um arco dad¥.”

Infelizmente, Descartes ndo apresentou uma pratiafatoria e cabal

desta afirmacéo, limitando-se a declarar:

“... como pelo método de que me sirvo tudo o quesaa
a consideracdo dos geOmetras se reduz a um mesmo
género de problemas, que é o de buscar o valaadees
de alguma equacdao, julgar-se-a que é acertado Gazar

listagem de todos os caminhos pelos quais se possa

84 Descarted,a Géométriep. 401-402; p. 217-218.
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encontra-las, que seja suficiente para demonstrarse
escolheu o mais geral e 0 mais simplé%.”

Foram, sem duvida, aquisicbes importantes e dedmetéa legadas pdra
Géomeétrie a simplicidade da notacdo algébrica utilizadayso de equacdes
algébricas, tanto ao classificar curvas geométrigaanto em discernir a solucao
mais simples possivel, e a solugcdo com métodoslesngos problemas de
duplicacdo do cubo e da trisseccédo de um angula,faelidade de aplicacéo de
sSeu compasso.

Quanto & difusdo dos conteldos lde Géométrie segundo Bog®® as
idéias realmente influentes deste livro foram ag&b entre curva e equacibo
método da raiz dupla para a determinacdo de nol@amgentes) as curvas e
a teoria de equacdes e suas rafZ84\ primeira, a relacdo entre curva e equacéo,
nao teve um lugar predominante na estrutura do,|lembora viesse depois a ser
muito frutifera. O método da raiz dupla € um teeuadario dentro da obra, mas
na historia subsequiente dos meétodos infinitesinmiser uma idéia muito
influente. Quanto a teoria de equacdes e suassraépguadrou-se muito bem
dentro da estrutura do livro, atraiu em si mesmaamiteresse e foi desenvolvida
depois.

A publicacdo de La Geéométrie contribuiu, portanto, para o0
desenvolvimento gradual das matematicas, pois coldodo o campo da
geometria cladssica sob o dominio da acdo dos @tgtr Alguns pensadores
julgaram que Descartes procurava um método gergbemsamento capaz de
facilitar as descobertas e “encontrar a verdadeci@gias”. A astronomia e a
mecanica eram as ciéncias naturais mais em eval@acépoca e a matematica,
gue era bastante utilizada como a chave da cong#eataquelas, tornou-se um
meio muito importante para compreender o universerg um exemplo

satisfatorio de que a verdade podia ser encontredeciéncia. A filosofia

285 Descarted, a Géométriepp. 401- 402; pp. 217-218.

28 Bos, “ The Structure of Descart€&ométrié, pp. 365-369.
%87 Descarted,a Géométriep. 341; p. 93.

288 bid., pp. 341-352; pp. 93-114.

289 bid., pp. 371-389; pp. 157-193.



153

mecanicista daquele periodo, ao acreditar em uradoédieral baseado na razéo,
encontrou na matematica um modelo conveniente.

Na ultima pagina déa Géométrie Descartes fez a seguinte afirmacao:
“Em matéria de progressdes matematicas, quandmsed dois ou trés primeiros
termos, ndo é dificil encontrar os outro$® A partir do que Descartes
experimentou no campo matematico, nés poderianzes tema transferéncia para
a visao do desconhecido como um termo ignorado,guasera necessariamente
descoberto desde que, a partir do que ja é coryesggh construida uma ‘cadeia
de razdes’ que a ele conduza. Descartes terian,agsneralizado o procedimento
matematico que faz do desconhecido um termo reladm a outros termos (o
conhecimento existente) e que em funcéo destessaodescoberto. Esta idéia da
existéncia de uma ordem natural, inerente a pregoesio conhecimento, €
fundamental para o intento cartesiano de consirna “matematica universal”.

O importante — e que constituiu o preceito metagiob basico apontado
no Discours de la Méthode € que s6 se considere como verdadeiro o que for
evidente, ou seja, o que for perceptivel por meioirduicdo com clareza e
precisdo. Todavia, a ampliacdo da &rea do conhatinmem sempre oferece um
panorama permeavel a intuicdo, e consequentensetg@quado a pronta aplicacdo
do ‘preceito de evidéncia'. Eis porque Descartepds também outros preceitos
metodolégicos complementares ou preparatorios d@émsia: 0 ‘preceito da
analise’ (dividir cada uma das dificuldades quaesentam em tantas parcelas
guantas forem necessérias para serem resolvidal, sintese’ (conduzir com
ordem os pensamentos, comecando pelos objetossimgites e mais faceis de
serem conhecidos, para depois tentar gradativantestanhecimento dos mais
complexos) e o da ‘enumeracao’ (realizar enumeggd@emodo a verificar que
nada foi omitido). Tais preceitos representam anssdfo a exigéncias
estritamente racionais. Seguir os imperativos ddaeajue, a exemplo de sua
manifestacdo matematica, opera por intuicdes eapalises, € justamente o que
Descartes prescreveu como recurso para a constiagéiéncia e também para a

sabedoria da vida.

2% DescartesReégles pour la Direction de L’Esprip. 413; p. 241.
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