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“Yo no soy mas que un hombre sin oficio. 
Y sin gremio. 
No soy un constructor de cepos 
¿ Soy yo un constructor de cepos ? 
¿ He dicho alguna vez: 
Clavad esas ventanas, 
Poned vidrios y pinchos en las cercas ? 
Yo he dicho solamente: 
No tengo podadera 
Ni tampoco un reloj de precisión que marque exactamente 
los rítmicos latidos del poema 
Pero se la hora que es. 
  
No esta la hora de la flauta. 
Es la hora de andar, 
De salir de la cueva y de andar, 
De andar…de andar…de andar 
  
Yo soy un vagabundo. 
No soy un tocador de flauta. 
Yo no soy más que un vagabundo 
Sin ciudad y sin tribu 
Y mi éxodo es ya viejo. 
No viene de ayer como el tuyo. 
En mis ropas duerme el polvo de todos los caminos 
Y el sudor de muchas agonías. 
Hay saín en la cinta de mi sombrero. 
Mi bastón se ha doblado 
  
Y en la suela de mis zapatos llevo sangre, llanto 
Y tierra de muchos cementerios. 
Lo se, me lo han enseñado 
El viento 
Los gritos 
Y la sombra…la sombra!!! 
Y digo que la poesía esta en la sombra”. 
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RESUMO 

O objetivo principal dessa dissertação é estudar por meio da Gênese Instrumental 
da função de uma variável real com várias sentenças o processo de 
desenvolvimento cognitivo de um grupo de alunos do 2o e 3o ano do ensino 
médio. Os referenciais teóricos utilizados no trabalho foram a Teoria da 
Instrumentação sob a ótica de Pierre Rabardel e a Teoria dos Registros de 
Representação Semiótica, de Raymond Duval. A pergunta investigativa da 
dissertação foi: “De que maneira ocorre a Gênese Instrumental da função de uma 
variável real com várias sentenças em alunos do 2o e 3o anos do ensino médio, 
durante uma sequência de atividades?” A metodologia utilizada no trabalho foram 
os pressupostos da engenharia didática de Artigue. As conclusões do trabalho 
indicaram que a Gênese Instrumental pode ser uma ferramenta adequada para 
estudar o processo de desenvolvimento cognitivo da função de uma variável real 
com várias sentenças.  
 
Palavras-chave: Gênese Instrumental. Função de uma variável real com várias 
sentenças. Registros de Representação Semiótica. 
 

 

 

 

  



 

  



 

ABSTRACT 

The main objective of this thesis is to study through Instrumental Genesis of a real 
variable function with several sentences cognitive development process of a group 
of students from the 2nd and 3rd year of high school. The theoretical framework 
used in the study was the Theory of Instrumentation from the perspective of Pierre 
Rabardel and the Theory of Semiotics Representation Registers of Raymond 
Duval. The research question of the dissertation was: "How is the Genesis 
Instrumental of a real variable function with several sentences in the second 
students and third years of high school, during a sequence of activities?" The 
methodology used in the study were the assumptions the didactic engineering 
Artigue. The conclusions of the study indicated that the Genesis Instrumental can 
be a suitable tool to study the cognitive development process of a real variable 
function with several sentences. 
 
Keywords: Instrumental Genesis. Function of a real variable with several 
sentences. Theory of Semiotic Representation Registers. 
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1	INTRODUÇÃO	

Na busca por compreensão dos fenômenos que envolvem os processos 

de construção de ensino e aprendizagem em Matemática, por meio da prática 

docente e observação minuciosa dos diversos conteúdos desenvolvidos no 

ensino médio brasileiro, o tema funções invariavelmente atrai a atenção, devido a 

sua importância no currículo escolar. Especificamente, o conceito de função de 

uma variável real de várias sentenças, que é tratado no primeiro ano do ensino 

médio (alunos de aproximadamente 15 anos) é, por vezes, esquecido quando 

esses alunos cursam o segundo ou terceiro ano. Note-se que essa ocorrência não 

é geral: alguns alunos se esquecem, enquanto que outros, não. 

As questões envolvendo o ensino e a aprendizagem de Matemática têm 

dominado os debates acadêmicos no âmbito da educação matemática há 

bastante tempo. Se de um lado as questões que abordam a aprendizagem de 

Matemática invariavelmente debatem sua realidade e formulam novas estratégias 

para se lidar com as dificuldades encontradas nesse processo, de outro, as 

experiências exitosas são compartilhadas.  

A partir dessa constatação e, a despeito dos mais variados temas 

matemáticos que são abordados no processo de aprendizagem, foi possível 

perceber em minha prática docente que, enquanto alguns alunos apresentam 

barreiras para efetuar conexões com temas que já foram tratados e que são 

correlatos com o que está sendo momentaneamente desenvolvido, tal situação 

absolutamente não ocorre com outros, que demonstram facilidade em enfrentá-

las. Trata-se da dualidade que um quadro de aprendizagem apresenta, cuja 

compreensão é razão para um estudo mais aprofundado.  

O conceito de função de várias sentenças é importante, pois possibilita 

expressar matematicamente muitos fenômenos que se relacionam com variáveis. 

Imagine, por exemplo, um caso hipotético de um cidadão que deseja emagrecer: 

para isso, decide tomar algumas providências, tais como, praticar esportes, comer 

menos, dentre outros. Essas alternativas de que o cidadão dispõe, são as 

variáveis, que podem ser expressas, cada uma, por meio de uma sentença. O 

conjunto dessas sentenças expressa a função matemática que representa o 
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emagrecimento do cidadão. Em outras palavras, poder-se-ia dizer que foi criado 

um modelo para essa situação, viabilizada pela função de várias sentenças. 

Durante aula de reforço com um grupo de alunos do 2o e 3o1 anos do 

ensino médio foi possível vivenciar essa situação. Nessa ocasião, estava sendo 

feita uma revisão sobre o conceito de função, que é abordado no 1o ano do 

ensino médio. O exercício considerado nessa aula baseou-se em um tema da 

atualidade do país: o aumento de impostos dos trabalhadores, e foi retirado do 

livro de Gelson Iezzi et al. (2012). Os autores informam diversas faixas salariais 

sobre as quais incidiram alíquotas relativas ao imposto de renda, que foram 

retidos na fonte. Como o exercício tem a finalidade de envolver o conceito de 

função de uma variável real com várias sentenças, foi solicitado que montassem a 

referida função e elaborassem a construção do gráfico que a representasse. 

Durante a resolução da atividade, grupos de alunos apresentaram 

dificuldades, desde a montagem de uma tabela para relacionar as informações 

existentes no enunciado, até mesmo a identificação da variável existente. Esse 

quadro fez com que a resolução do exercício não fosse efetiva. A realidade 

enfrentada por esses alunos provavelmente tenha evidenciado as dificuldades em 

mobilizar conhecimentos que tiveram a respeito do tema no 1o ano do ensino 

médio.  

Diametralmente oposto a esses da situação anterior foi possível constatar 

que outros grupos não apresentaram qualquer dificuldade com a atividade, 

mostrando-se seguros no processo de resolução e sendo capazes de montar com 

facilidade as sentenças que compunham a função.  

A Teoria da Instrumentação2 e, em particular, o processo da Gênese 

Instrumental, trouxe uma nova perspectiva na compreensão de fenômenos de 

construção do conhecimento, por parte dos indivíduos envolvidos em uma 

determinada ação. A fim de aprofundar esse estudo, foi então realizada uma 

pesquisa bibliográfica do tipo estado da arte. 

                                            
1 Alunos de aproximadamente 16 a 17 anos de idade. 
2 A Teoria da Instrumentação será explicada no referencial teórico. 
3 O conceito de artefato será tratado no capítulo a seguir. 2 A Teoria da Instrumentação será explicada no referencial teórico. 



25 

Com relação ao processo de aprendizagem da função de uma variável 

real com várias sentenças, foi possível perceber, por meio do levantamento de 

trabalhos de pesquisas pretéritas, a existência de poucos estudos relacionados ao 

tema. Da mesma forma, poucos trabalhos foram observados acerca da Gênese 

Instrumental, que se ocupassem do estudo de ferramentas – denominadas 

artefatos3 - com caráter simbólico. A função de uma variável real com várias 

sentenças, sob a ótica da Teoria da Instrumentação, pode ter uma abordagem 

dita instrumental quando definida como artefato. Estudá-la como artefato em um 

ambiente de desenvolvimento cognitivo tornou-se, portanto, o objeto dessa 

pesquisa. 

Ainda durante essa etapa, em função da escolha pelo estudo de artefato 

simbólico, foi decidido também incorporar ao referencial teórico da instrumentação 

a Teoria dos Registros de Representação Semiótica4 de Raymond Duval, a fim de 

possibilitar a construção de uma conexão entre ambas e compreender melhor o 

processo de construção do conhecimento. 

Em seguida, dentre as várias metodologias existentes em pesquisas 

qualitativas, foi decidido utilizar pressupostos da Engenharia Didática, que 

possibilitaram responder de modo analítico à questão de pesquisa e assim, aos 

objetivos definidos. Para tanto, foram elaboradas atividades para serem 

desenvolvidas com alunos, a fim de estudar o processo de aprendizagem da 

função de uma variável real de várias sentenças. 

O trabalho foi construído em quatro capítulos sendo o primeiro esta 

Introdução. No capítulo dois foi apresentada a problemática com a revisão 

bibliográfica, a justificativa da escolha do tema, o referencial teórico, a delimitação 

do problema, além da metodologia e os procedimentos metodológicos. No 

capítulo três, foram apresentados os estudos preliminares, que incluem o estudo 

das funções de uma variável real com várias sentenças nos Parâmetros 

Curriculares Nacionais, no livro didático, além do estudo do artefato. No capítulo 

quatro, foram apresentados o conteúdo programático da instituição em que a 

                                            
3 O conceito de artefato será tratado no capítulo a seguir. 
4 A Teoria dos Registros de Representação semiótica será explicada no referencial teórico 
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pesquisa foi realizada, os sujeitos da pesquisa, a descrição da aplicação das 

atividades desenvolvidas e as análises a priori e a posteriori. 

Por fim, nas considerações finais, foram propostos possíveis caminhos 

para as questões que foram produzidas durante o estudo e que podem vir a 

ensejar um aprofundamento em eventuais futuros trabalhos. 
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2	PROBLEMÁTICA	

Neste capítulo é apresentada a revisão bibliográfica, a justificativa e, em 

seguida, o referencial teórico, seguidos da delimitação do problema, metodologia 

e procedimentos metodológicos. 

2.1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  

A Teoria da Instrumentação tem sido objeto de pesquisa em trabalhos 

realizados em universidades no Brasil e no exterior. Com relação às produzidas 

no exterior há um grupo de pesquisadores na Europa, do qual faz parte o 

Professor Dr. Luc Trouche do Institut français de l’Éducation na École Normale 

Supérieure de Lyon, França, que, inicialmente, se dedicou ao estudo didático da 

integração das TIC (Tecnologias da Informação e Comunicação) na Educação 

Matemática, a partir do estudo dos processos de instrumentação. Em função 

dessa realidade, o grupo desse professor estudou e propôs o conceito de 

orquestração instrumental sob a ótica do papel desempenhado pelo professor no 

processo de instrumentação. Atualmente, o grupo está dedicado ao estudo de 

design para recursos informáticos necessários aos processos de digitalização na 

formação de professores, na área de didática da Matemática, introduzindo, como 

um primeiro resultado, o conceito de abordagem documental na didática, 

considerando todos os recursos individuais e coletivos compreendidos na 

atividade docente.  

O grupo DIMAT – Didáctica de las Matemáticas, da Pontificia 

Universidad Católica del Peru, em Lima, tem como uma de suas abordagens 

teóricas a Teoria da Instrumentação e desenvolve trabalhos especialmente 

voltados para processos de ensino e de aprendizagem de Matemática em 

ambientes tecnológicos. 

No Brasil alguns grupos desenvolvem pesquisas que utilizam a Teoria 

da Instrumentação, dois deles estão na Pontifícia Universidade Católica de São 

Paulo - PUC/SP, o PEA-MAT e o TecDEM que também desenvolvem trabalhos a 

respeito dessa teoria dentro e fora de ambientes informáticos no contexto da 

Educação Matemática. Há ainda um grupo na Universidade Federal de Mato 
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Grosso do Sul - UFMS/MS e outro na Universidade Federal de Pernambuco, 

UFPE/PE. Outros pesquisadores que estudam a Teoria da Instrumentação estão 

em outras universidade brasileiras, especialmente as públicas, e de acordo com 

Xavier Neto (2015), “apenas na região norte do Brasil não foram observados 

grupos desenvolvendo trabalhos sobre o tema”. 

De uma maneira geral, independentemente do país, as pesquisas em 

Educação Matemática a respeito da Teoria da Instrumentação enfatizam o uso de 

tecnologia, especialmente a digital. A origem desse fato será explicada no 

capítulo que trata do referencial teórico. Essa ênfase teve como consequência a 

escolha de artefatos definidos como materiais, tais como calculadoras ou 

linguagem de computador em estudos dos processos que envolvem a teoria e os 

sujeitos envolvidos, sejam alunos ou professores. 

Dentre as pesquisas sobre artefatos materiais em ambientes digitais, 

Artigue (2002) publicou um artigo em que discutiu pesquisas a respeito do uso de 

software de cálculos avançados (CAS) com diferentes grupos de alunos no nível 

do lycée5  da França, envolvendo a aprendizagem algébrica e processos de 

instrumentação. Essas pesquisas mencionadas pela autora foram realizadas 

especialmente por grupos de estudos localizados em Paris, Rennes e Montpellier.  

Duas teses de doutorado permitiram algum avanço no conhecimento e na 

compreensão da complexidade no uso da tecnologia, segundo Artigue (2002, 

p.6): “a primeira de L. Trouche (Trouche, 1997), e a segunda por B. Defouad 

(Defouad, 2000)”. A tese de L. Trouche centrou-se principalmente na 

conceitualização da noção de limite em dois ambientes diferentes: as 

calculadoras gráficas e, em seguida, as calculadoras simbólicas e concluiu que, 

de acordo com suas características específicas relativas ao perfil, os alunos 

desenvolvem diferentes relacionamentos com suas calculadoras gráficas e 

simbólicas. A pesquisa possibilitou identificar os esquemas de ação 

instrumentada6 com relação aos sujeitos estudados.  

                                            
5  De acordo com Brandão (2015), o ensino médio francês é chamado lycée. Retirado de: 
http://frances.forumdeidiomas.com.br/2010/09/o-sistema-educacional-frances/?lang=pt-br 
6 O conceito de esquemas de ação instrumentada será tratado no referencial teórico. 
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A tese de B. Defouad estudou a Gênese Instrumental da calculadora TI92 

referente ao estudo da função. Foram observadas inúmeras dificuldades com o 

uso dessa calculadora e chegou-se a questionar se as técnicas instrumentais 

levavam a alguma influência no processo de Gênese Instrumental. 

Com relação a esses dois trabalhos, Artigue (2002, p.14, tradução nossa), 

conclui ser “necessário o entrelaçamento dos conhecimentos matemáticos 

básicos, aliado aos conhecimentos do artefato”, de modo que se possam 

compreender as potencialidades oferecidas pelo ambiente tecnológico, sobretudo 

o digital para o ensino e a aprendizagem da Matemática. 

Em outro artigo, que trata da utilização de artefato material em ambiente 

tecnológico, Trouche (2003) pesquisou junto a alunos do ensino médio francês a 

evolução de ferramentas de cálculo com uso de calculadora. Esse estudo teve 

como ponto de partida a constatação de que a integração das calculadoras na 

educação matemática na Europa continuava pobre. Segundo Trouche (2003, 

p.784, tradução nossa), “apenas 15% dos professores de matemática na França 

(Guin e Trouche, 1999) e 5% no Reino Unido (Monaghan, 1999) incluíram a 

tecnologia no dia a dia do ensino”. Por outro lado, o autor chamou a atenção para 

o fato de que esse uso, de certa forma, pode construir a ilusão de que tudo se 

tornará positivo devido a sua utilização, o que pode não ser totalmente 

verdadeiro.  

É também muito comum observar, nesses ambientes tecnológicos, a 

ocorrência de fenômenos didáticos que produzem uma confusão por parte do 

aluno entre o objeto matemático e a sua representação no ambiente da 

calculadora. Assim, o estudo dos obstáculos encontrados pelos alunos durante o 

processo de apropriação, sobretudo dos softwares que existem nas calculadoras, 

torna-se importante para essa compreensão. A ferramenta de análise dessa 

apropriação utilizada pelo autor foi a Gênese Instrumental. 

Durante essa análise, foram constatados três níveis de dificuldades 

com relação ao uso do artefato: aquelas de caráter intrinsecamente ligado ao 

material (capacidade de memória e estrutura da tela etc), restrições de comando 

(ligadas à escolha do designer: determinados comandos são pré-programados, 

mas outros não) e aquelas relativas à organização (a organização do teclado e do 
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menu de comando etc). Da mesma forma, foi observado que o usuário da 

calculadora não é livre para usar esse artefato de acordo com os seus desejos, já 

que essa escolha é relativamente direcionada pelo artefato. 

Ao estudar os esquemas de ação instrumentada dos alunos, o autor 

inferiu que eles compreendem melhor os instrumentos que construíram no 

processo de Gênese Instrumental quando em trabalho coletivo na sala de aula 

bem como quando o professor organiza os vários dispositivos tecnológicos no 

processo didático, favorecendo a construção das gêneses individuais. O autor 

define o processo que conta com a interferência do professor como sendo uma 

orquestração instrumental. 

A noção de orquestração instrumenta, de acordo com Trouche (2003, 

p.799, tradução nossa), “permite abordar a gestão didática dos sistemas de 

instrumentos, a fim de conceber a integração dos artefatos dentro das instituições 

de ensino”. Ele conclui que as orquestrações instrumentais podem representar 

uma maneira de superar a estagnação didática que tem acompanhado a evolução 

tecnológica. 

Henriques, Attié e Farias (2007) desenvolveram um estudo teórico a 

respeito da utilização de integrais múltiplas envolvendo o artefato material 

conhecido como Maple com alunos do ensino superior. O Maple é um software 

que possibilita o estudo de cálculos avançados (CAS). Os autores entendem ser 

necessário o estudo dessa situação didática sob a ótica da Teoria da 

Instrumentação, dos registros de representação semiótica e da antropologia do 

didático, a fim de que se possam compreender e interpretar os processos do 

ensino e da aprendizagem, especificamente, com relação às interações possíveis 

entre as representações gráficas e analíticas dos sólidos nos problemas de 

cálculo de volume por integrais múltiplas. 

Entenderam os autores que a utilização de apenas uma das três 

teorias isoladamente não permite analisar a interação do ambiente tecnológico 

com o objeto matemático. Assim, no artigo, projetam diferentes cenários 

estudados isoladamente a partir de cada uma das teorias mencionadas, com o 

objetivo de que os diferentes pontos de vista que as três abordagens oferecem 

possam contribuir para a utilização em outros trabalhos de educação matemática.  
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Com relação à Teoria da Instrumentação, os autores propõem a 

utilização do modelo SAI 7  (Situações de Atividades Instrumentais) para 

compreender melhor o processo de ensino e aprendizagem nesse ambiente. A 

possibilidade de estudar as interações entre o sujeito e o objeto é a razão da 

proposta que desenvolvem. A partir da compreensão das duas dimensões da 

Gênese Instrumental, Henriques, Attié e Farias (2007, p.56) "entendem que essa 

análise deve permitir a melhor identificação das potencialidades e dos entraves 

que o utilizador do Maple pode encontrar na implementação dos objetos 

matemáticos em questão”. 

A elaboração dos esquemas de certos exercícios que envolvem uma 

representação gráfica com funções de duas variáveis e com o cálculo de integrais 

tem como premissa, além da possibilidade de construir competências no uso do 

software, a de mobilizar conhecimentos matemáticos. Um exemplo disso é a 

representação gráfica de dois planos perpendiculares de algumas funções de 

duas variáveis que exigem que o sujeito construa um esquema de representação 

gráfica, ou seja, o uso do artefato possibilitará com que construa esse 

instrumento. 

Com relação à Teoria de Registros de Representação Semiótica8, o 

ambiente de integração do objeto matemático e a tecnologia possibilitam utilizar 

vários registros e, por outro lado, a necessidade de efetuar conversões. 

Entretanto, os autores observam que, se de um lado a conversão de 

representações entre registros pode ser simples, por outro a passagem de uma 

representação gráfica de um sólido, por exemplo, à sua representação analítica e 

vice-versa, certamente será uma tarefa complicada. Com o uso do software, essa 

tarefa pode ser mais simples, na medida em que sua utilização facilita a 

representação de objetos tridimensionais, obviamente dependendo das 

habilidades em construir a figura. 

                                            
7 SAI: Trata-se de um modelo, proposto por Rabardel e Verillon, baseado em uma tríade composta 
pelo sujeito, o objeto e o instrumento. Tem a finalidade de servir como ferramenta de análise de 
tarefas e atividades instrumentais. 
8 A Teoria dos Registros de Representação semiótica será explicada no referencial teórico. 



32 

Pargmann e Waern (2008) publicaram em artigo uma pesquisa a 

respeito da utilização do artefato chamado Moo (Mud Object-Oriented), um 

software que faz a mediação entre o computador e a aprendizagem; no caso da 

pesquisa, os sujeitos são professores de Matemática, envolvidos em um curso de 

formação profissional em educação e tecnologia da informação. A pesquisa foi 

realizada em maio de 2000, com dois grupos de 21 e 17 participantes 

respectivamente. O objetivo foi analisar nas ações dos sujeitos suas interações 

nesse ambiente tecnológico mediado pelo artefato, por meio da Gênese 

Instrumental e de como os participantes construíram significados e 

conhecimentos em conjunto. 

O programa possibilita utilização em uma plataforma tecnológica a 

distância, uma vez que os professores estão separados geograficamente. 

Desejou-se conhecer a ação desse artefato na aprendizagem e atividade docente. 

Seu uso é interessante, em função de que a interação entre os sujeitos é 

realizada por meio digital, ou seja, com troca de mensagens que são geridas pelo 

Moo, com a gerência dos organizadores da pesquisa. 

O ambiente da pesquisa é definido pelos pesquisadores como 

colaborativo. Durante as discussões, os participantes foram levados a interagir - 

segundo Pargmann e Waern (2008, p. 760, tradução nossa), “a adicionar, 

explicar, avaliar, sintetizar e, por vezes, até mesmo transformar a informação”, a 

fim de que se pudesse analisar o papel do artefato como um intermediário da 

atividade de aprendizagem colaborativa. 

Dentro do ambiente virtual do Moo, os usuários podem manter 

conversação pública e privada. Também podem consultar o sistema para 

diferentes tipos de informações úteis sobre a comunidade e seus membros. O 

software também possui algumas ferramentas, tais como objetos manipuláveis 

pelos usuários, quadros brancos virtuais, documentos de texto compartilháveis, 

gravadores de transcrição, além de comandos para criar e manipulá-los e chats. 

A fim de favorecer o diálogo entre os participantes foram introduzidos 

temas como construtivismo, colaboração e integração com a tecnologia ou ainda 

as experiências de ensino.  
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As principais constatações do estudo foram que os participantes se 

apropriaram rapidamente ao artefato, na medida em que desenvolveram até 

mesmo atividades não esperadas pelos pesquisadores, como por exemplo, o uso 

das ferramentas de bate-papo para discussões pessoais, ou fora do que havia 

sido proposto. Assim, foram desenvolvidos esquemas de comunicação 

correspondentes a discussões em reuniões eletrônicas. 

Observou-se que a comunicação entre os pesquisadores e os 

estudantes do projeto pode ser reorganizada de maneira a direcionar o uso do 

artefato para as tarefas que estavam sendo propostas. Notou-se que após seis 

semanas de uso, as mensagens entre os alunos resumiram-se aos aspectos 

sociais e pessoais de comunicação. 

Além disso, o processo de apropriação do conhecimento desenvolveu-

se por meio de ritmos diferentes para cada participante, indicando a construção 

individual de gêneses instrumentais em função dos objetos envolvidos nas ações. 

Por outro lado, esperou-se que seria possível uma construção 

colaborativa do conhecimento com o desenvolvimento dos esquemas de 

comunicação. No entanto, não foram observados quaisquer utilizações do artefato 

para fins de construção colaborativa de conhecimento. Isso evidencia, segundo o 

estudo, que a comunicação por si só não garante que os sujeitos possam 

alcançar os objetivos de aprendizagem que são esperados em um determinado 

curso. Em suma, a comunicação não garante a construção colaborativa de 

conhecimento. 

Gomes (2008) publicou em um artigo o relato de um estudo de caso 

sobre conceitos geométricos com alunos que os utilizaram como artefatos, o que 

definiu como sendo software educativo o programa para o ensino de geometria 

chamado Cabri-Gémetrie II e a régua e o compasso. Utilizou a Gênese 

Instrumental para estudar o processo da aprendizagem de conceitos geométricos 

com alunos, em especial para os conhecimentos geométricos que são 

mobilizados durante a interface entre o aluno e os artefatos.  

Os primeiros programas projetados para o ensino da geometria no final 

dos anos 1980 e que estavam voltados para a geometria plana apresentavam 

dificuldades no trabalho com as propriedades das figuras geométricas. O Cabri-
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Gémetrie foi escolhido para o estudo, já que, de acordo com Gomes (2008, p.11), 

“permite colocar em evidência aspectos variantes de uma figura pela visualização 

de numerosos desenhos, tendo as mesmas propriedades geométricas”, ou seja, 

diferentemente dos outros programas, ao deslocar-se uma determinada figura, o 

programa consegue manter suas propriedades geométricas sendo, portanto, 

oportuno para a aprendizagem, conforme o entendimento do autor.  

A utilização da interface educativa foi analisada sob duas perspectivas: 

a da adaptação dos usuários à interface - em que se utilizou a Gênese 

Instrumental para analisar a organização dos esquemas mentais construídos e os 

aspectos da estrutura do artefato - e a segunda perspectiva, com relação à 

avaliação de softwares educativos, em que os elementos foram tratados como 

artefatos e integram os instrumentos9. A análise da aprendizagem dos conteúdos 

específicos ocorreu por meio do estudo dos invariantes que são mobilizados pelos 

usuários cada vez que estão em ação com os artefatos. Essa análise é similar à 

que será produzida com as atividades que envolvem a função de uma variável 

real de várias sentenças. 

No estudo de caso, o autor investigou a resolução de problemas 

geométricos com dois sistemas de instrumentos diferentes: o primeiro com régua 

e compasso, e o segundo por meio do software, abarcando assim, os dois 

artefatos.  

As atividades desenvolvidas permitiram concluir que os usuários 

aprendem em razão do uso das interfaces.  

O trabalho também concluiu que, para cada conjunto de artefatos 

utilizados na resolução dos problemas que foram propostos, os alunos 

mobilizaram propriedades distintas dos conceitos geométricos. Assim, conforme 

Gomes (2008, p.19), ”foram concebidas geometrias específicas em torno do uso 

de diferentes sistemas de instrumentos”. Especificamente com relação ao uso do 

software, os resultados observados indicam a existência de uma influência 

positiva no sentido da aprendizagem, pois se observou que favoreceram a 

mobilização dos esquemas de utilização por parte dos usuários. 

                                            
9 O conceito de instrumento será tratado no referencial teórico. 
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A tese de Salazar (2009), por sua vez, está centrada no estudo da 

Gênese Instrumental em transformações geométricas com alunos do ensino 

médio, utilizando como artefato o software de representação dinâmica em 

geometria Cabri-3D. A pesquisa usou a abordagem instrumental de Rabardel 

como referencial teórico, com o objetivo de compreender como se produziu a 

interação dos alunos com o Cabri-3D e que conteúdos foram mobilizados durante 

uma sequência de atividades. A autora empregou a teoria dos registros de 

representação semiótica, com o objetivo específico de estudar as apreensões das 

figuras geométricas. 

A pesquisa pôde observar que os alunos conseguiram construir 

relações entre as ferramentas disponíveis pelo software e os conhecimentos 

matemáticos. Como afirma Salazar (2009, p.271), os alunos “mobilizaram 

conhecimentos de transformações geométricas, pois suas ações evidenciaram a 

mobilização de esquemas pré-estabelecidos”. A autora concluiu também que 

além da mobilização desses esquemas existentes, novos foram criados no 

processo de Gênese Instrumental, o que é esperado nas atividades envolvendo o 

artefato. 

A abordagem instrumental no sentido de Rabardel foi, segundo a 

autora, pertinente como ferramenta de análise do estudo, pois possibilitou  

estudar com detalhes a interação dos sujeitos com o ambiente digital oferecido 

pelo Cabri-3D. A Gênese Instrumental foi constada em suas duas dimensões: nos 

processos de instrumentação e instrumentalização, já que, se de um lado, alguns 

alunos mobilizaram conhecimentos disponíveis por meio de esquemas existentes, 

por outro, por meio dos esquemas de ação instrumentada, puderam construí-los 

durante as ações envolvidas nas atividades propostas. 

A interação entre professor e aluno foi considerada importante no 

sentido de favorecer a apropriação do instrumento por parte dos sujeitos e, 

segundo a autora, as duas dimensões da Gênese Instrumental. 

Por outro lado, a Teoria dos Registros de Representação semiótica 

possibilitou compreender de que maneira os alunos visualizaram uma figura por 

meio do registro figural dinâmico. 
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A dissertação elaborada por Silva (2009) pesquisou a influência da 

Informática Educativa em um projeto de formação para um grupo de professores 

de Matemática da educação básica, tendo o computador como artefato e, em 

outros momentos, softwares educativos como o Cabri-Géomètre, além da 

linguagem de computador Super Logo. 

A Teoria da Instrumentação de Rabardel foi importante na 

compreensão dos processos em que os professores utilizaram o computador e 

softwares para o ensino da Matemática e como modificaram suas práticas de 

ensino. 

A pesquisa procurou buscar uma articulação entre os esquemas de 

utilização que esses sujeitos construíram ao longo da formação e a compreensão 

que possuíam do computador quando utilizavam os softwares em suas aulas. Os 

três sujeitos que foram objeto do estudo chegaram ao projeto instrumentalizados 

e, consequentemente, contando com diferentes esquemas de uso referentes aos 

softwares educativos. O projeto de formação contribuiu para que os sujeitos 

fossem instrumentados com o uso dos recursos tecnológicos e, a partir disso, os 

utilizassem em suas aulas, como foi o caso de um dos sujeitos, segundo Silva 

(2009, p.137): “Pedro mobilizou seus esquemas de uso do Super Logo, 

desenvolvidos a partir do estudo e da exploração do software durante as reuniões 

do GETECMAT”. Com relação ao Super Logo, houve também a 

instrumentalização do sujeito por meio da familiarização que tiveram durante o 

projeto, abrindo-se a possibilidade de também agregar ao uso das ferramentas 

tecnológicas outros artefatos tais como lápis e papel no processo de ensino de 

maneira simultânea. 

Durante o trabalho realizado no projeto com o Cabri-Géomètre foi 

possível observar os esquemas de ação coletiva instrumentada entre os três 

sujeitos, por meio da troca de experiências entre o grupo e das várias discussões 

ocorridas entre os sujeitos durante a sequência de atividades desenvolvidas. 

Bittar (2011), por meio de um artigo, pesquisou a construção da 

Gênese Instrumental de um grupo de estudo composto por 22 professores ligados 

à escola básica, utilizando como artefato softwares como o Cabri-Géomètre e a 

linguagem Super Logo, destinados ao ensino de Matemática. O grupo de estudo 
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foi parte de um projeto de pesquisa ligado à Universidade Federal de Mato 

Grosso do Sul. 

Uma das preocupações centrais do trabalho foi o processo de ensino e 

de aprendizagem acerca da Matemática envolvendo a tecnologia, no sentido de 

que esta possa ser uma ferramenta que auxilia na construção desse processo. 

Com relação aos professores constatou-se que, por uma série de razões, a 

maioria ainda não utiliza tecnologias que favoreçam o desenvolvimento do 

processo didático; dentre elas, estão a falta de material e de condições 

adequadas, tais como salas e até mesmo computadores e softwares. Assim, o 

trabalho analisa possíveis mudanças nas práticas dos professores a partir do 

momento em que começam a utilizar tecnologia em suas aulas.  

Buscou-se um referencial teórico que pudesse ser uma ferramenta de 

análise dessa realidade e que encontrasse respaldo na Teoria da Instrumentação. 

O referencial possibilitou que se pudesse explicar o surgimento dos esquemas no 

sentido dado por Vergnaud, segundo Bittar (2006, p.160): “quando falamos em 

esquemas estamos pensando no sujeito que age sobre alguma coisa”. Portanto, 

essa definição está de acordo com o sentido dado por Rabardel em seus 

trabalhos de 1995 e 1999, em que afirma que um esquema tem uma caraterística 

dinâmica fundamental para diferenciar artefato de instrumento. O quadro teórico 

definido pela abordagem instrumental no sentido de Rabardel, utilizado pela 

autora para estudar os fenômenos didáticos descritos anteriormente, é o mesmo 

utilizado nessa pesquisa. 

Durante o desenvolvimento das reuniões foram constatadas mudanças 

de postura dos participantes, no sentido de passar a utilizar com maior ênfase a 

tecnologia em suas aulas. A teoria da instrumentação permitiu compreender 

melhor de que maneira aprenderam essa tecnologia e as incorporaram em suas 

atividades docentes, e como se instrumentalizaram com os artefatos. As diversas 

atividades desenvolvidas permitiram que se acompanhasse a construção dos 

esquemas de uso quando da utilização dos softwares, bem como os esquemas 

de ação instrumentada - individuais e coletivos -, na medida em que as 

discussões favoreceram suas construções, evidenciando a transformação desses 

artefatos em instrumentos. 
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Farias (2012) realizou pesquisa e publicou artigo envolvendo a Gênese 

Instrumental com alunos do ensino fundamental segundo ciclo, utilizando o 

software Cabri-Géomètrie II com Geometria.  

O trabalho foi desenvolvido com duas escolas, por meio de 8 seções 

de exercícios a respeito do deslocamento como um possível meio de promoção 

de mudanças significativas no ensino e na aprendizagem de Geometria Plana. O 

deslocamento no ambiente do Cabri-Géomètrie II foi estudado em figuras como 

quadriláteros, triângulos, círculos etc, assim como as relações entre elas. O uso 

do Cabri-Géomètre II é importante, pois, de acordo com Farias (2012, p.12), 

“permite conservar as propriedades geométricas primitivas do desenho”. Isso faz 

com que quando se produz o deslocamento da figura, ainda que esta sofra 

deformação de sua forma original, as propriedades do traçado são mantidas.  

A respeito da Gênese Instrumental, o autor argumentou que o fato de 

um determinado sujeito utilizar um artefato não garante a transformação deste 

num instrumento eficaz e prático. De fato, corrobora-se essa afirmação, pois, no 

caso dessa pesquisa, o fato de um determinado aluno ter estudado função de 

uma variável real com várias sentenças não é garantia de que conseguirá resolver 

atividades envolvendo esse objeto matemático. É possível que não tenha sido 

instrumentalizado pelo conceito, por exemplo. 

Com relação às observações colhidas da aplicação das atividades de 

Geometria envolvendo o software, observou-se que em alguns poucos sujeitos foi 

possível constatar a estruturação mais sólida de conhecimentos geométricos. Isso 

ocorreu, por exemplo, quando puderam construir a noção de diferença entre 

figura e desenho e a noção de demonstração. Na maioria dos sujeitos, 

observaram-se dificuldades na utilização do software, evidenciando problemas 

com os esquemas de uso, assim como com a mobilização de conhecimentos 

anteriores necessários ao desenvolvimento da atividade.  

Dessa forma, a utilização de deslocamento com o objetivo de validação 

ou não de uma construção geométrica, por meio do uso do software com o grupo 

de alunos estudado, não garante êxito, por si só, em razão das dificuldades 

apresentadas pelos alunos durante o seu desenvolvimento. 
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Em outro artigo, Trouche e Drijvers (2014) constroem inferências por 

meio da possível utilização de artefatos materiais em atividades matemáticas, 

abordando o conceito de orquestração instrumental. Para isso, fazem uma 

avaliação histórica das teorias desenvolvidas que tratam da integração entre a 

Matemática e a Tecnologia. 

Desde a década de 1980, conforme os autores, a integração entre a 

Tecnologia e a Educação Matemática foi objeto de estudo, por se tratar, tanto de 

uma tendência promissora como problemática. Na década de 1990, surgiram 

importantes visões teóricas no sentido de tratar a questão da integração e a 

abordagem instrumental.  

A fim de dar significado sobre a importância do professor no processo de 

relacionamento com os alunos durante o ensino e a aprendizagem envolvendo o 

uso de tecnologia, foi desenvolvida a noção de orquestração instrumental, ou 

seja, o procedimento que visa a inserir o professor em um contexto ativo na 

atividade que alia Tecnologia e Matemática. Conforme afirmam Trouche e Drijvers 

(2014, p.4, tradução nossa), ela “é definida por configurações didáticas que 

podem ser delimitadas por meio dos recursos disponíveis no ambiente onde é 

desenvolvida a atividade didática”.  

Nesse ambiente de configuração didática, ganha importância a 

organização do espaço da sala de aula em que o aluno está inserido; assim, um 

dispositivo tecnológico, como um computador portátil ligado a um aparelho de 

projeção, torna-se fundamental já que pode permitir que os outros alunos possam 

não apenas assistir à projeção de um trabalho deste aluno como tenham as 

mesmas possibilidades de fazê-lo. 

A atividade em que um aluno pode desenvolver nesse contexto poderá  

contribuir de maneira significativa para a construção dos esquemas de ação 

instrumentadas coletivos. O fato de utilizar os recursos tecnológicos para 

disponibilizar a solução que construiu de um determinado exercício é uma 

situação que exemplifica esse ambiente. Assim, nesse ambiente, com o objetivo 

de favorecer o processo de construção da Gênese Instrumental, o professor pode 

convidar um aluno para conectar seu dispositivo e mostrar seu trabalho ou até 

mesmo compartilhar tarefas. Isso possibilita ao professor maneiras de 
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acompanhar e monitorar a atividade instrumentada dos alunos, relacionadas com 

as exigências da tarefa matemática que está sendo construída. A noção de 

orquestração está, portanto, ligada à gestão do espaço e do tempo destinada às 

atividades da aprendizagem em que o professor desempenha um papel de 

orquestrador. 

A noção de orquestração instrumental é importante para essa pesquisa, 

na medida em que pode significar uma proposta de agilidade no fenômeno da 

Gênese Instrumental. Embora as atividades planejadas não envolvam a utilização 

de recursos tecnológicos, tal situação não pode ser descartada em estudos 

futuros, por exemplo. 

Em um artigo, Trgalova e Jahn (2014) divulgaram os resultados de um 

extenso estudo de seu grupo de pesquisa na Europa a respeito da qualidade na 

utilização de artefatos softwares de representação dinâmica em Geometria. Os 

participantes deveriam ser professores que já estivessem em atividade ou em 

processo de formação. A pesquisa ocorreu de setembro de 2008 a junho de 2012 

e procurou estudar os sujeitos no momento em que utilizaram os softwares em 

suas aulas ou nas diferentes formações oferecidas pelo grupo. Os referenciais 

teóricos para suas análises foram a abordagem instrumental e a orquestração 

instrumental. 

Duas técnicas de observação dos sujeitos foram desenvolvidas pelo 

grupo de pesquisa, no sentido de obter dados e possibilitar aos sujeitos a 

identificação dos recursos relativos à instrução adequada do software de 

representação dinâmica em Geometria: um motor de busca, que teve como 

objetivo identificar competências matemáticas para obter os recursos; e um 

questionário ajudando aos usuários, no sentido de analisarem os recursos 

disponíveis e destacarem quais aspectos poderiam ser melhorados. 

O questionário foi composto de 8 questões relativas à amplitude que um 

recurso de representação dinâmica em Geometria deveria oferecer. Mais tarde 

uma nona questão relativa à Ergonomia Cognitiva foi também incluída. 

Com relação aos professores, a pesquisa observou a necessidade da 

ocorrência da Gênese Instrumentai em sentido duplo, dada a necessidade de um 

instrumento para realizar tarefas matemáticas e um segundo instrumento para as 
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tarefas educativas. Além disso, a integração das tecnologias em sala de aula 

requer que professor esteja ciente das potencialidades e limitações dos artefatos 

necessárias para a realização das tarefas matemáticas. Para tanto, o professor 

necessita pensar na gestão de sua aula, no sentido de tempo e do espaço a ser 

utilizado, o que leva à necessidade de uma orquestração instrumental. 

A orquestração instrumental, portanto, 

refere-se à organização e utilização feita pelo professor, de maneira 
intencional e sistemática, de vários artefatos disponíveis em um 
ambiente de aprendizagem informatizado na realização de uma tarefa 
matemática, a fim de orientar a gênese instrumental dos estudantes. 
(TRGALOVA E JAHN, 2014, p.7, tradução nossa). 

A análise dos dados obtidos mostrou uma significativa mudança nas 

práticas docentes. Com relação à gestão dos recursos na sala de aula, por 

exemplo, a orquestração instrumental possibilitou que os professores pudessem 

utilizar os recursos tecnológicos de maneira mais eficaz, porque possibilitaram 

constatar uma verdadeira interação entre alunos, professor e os recursos digitais. 

Em outros trabalhos encontrados constatou-se, também, que a Teoria da 

Instrumentação não se limita apenas ao ambiente computacional quando do 

envolvimento com a Matemática, podendo tornar-se ainda mais ampla, conforme 

poderá ser observado nos estudos mostrados a seguir. Estes estudos são 

fundamentais, pois abordam o uso do artefato simbólico, que é objeto de nossa 

pesquisa. 

Seguramente, a tese de Jesus (2012) foi precursora no uso do artefato 

simbólico. Não foi localizada outra pesquisa com essa abordagem. O estudo teve 

como objetivo principal desenvolver pesquisa do tipo estudo de caso com dois 

professores, cuja finalidade foi estudar a Gênese Instrumental de um conceito 

matemático abstrato: a mediatriz de um segmento. O estudo nos chamou a 

atenção com relação ao artefato utilizado, ou seja, um conceito abstrato.  

Nesse caso, o estudo da Gênese Instrumental do objeto matemático 

centrou-se na interação do mesmo com o sujeito quando os mesmos estão 

envolvidos no processo de resolução de problemas geométricos. Além disso, a 

pesquisa procurou investigar de que maneira a inserção do objeto matemático 
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mediatriz interfere no processo de aprendizagem dos conteúdos geométricos do 

grupo de professores. 

A pesquisa realizada pôde constatar que a teoria da instrumentação, 

segundo Jesus (2012, p.146), “foi pertinente para o nosso estudo, pois, por meio 

dela pudemos analisar nas ações dos professores, quando resolviam as tarefas 

de construções geométricas utilizando a mediatriz”. Por meio dos processos da 

instrumentação e da instrumentalização, as duas dimensões da Gênese 

Instrumental, foi possível analisar a elaboração do instrumento mediatriz tendo 

como base a ação desses sujeitos. 

O processo de construção do instrumento demonstrou como os 

professores mobilizaram esquemas já construídos, ou ainda, como puderam 

construí-los durante a resolução das atividades. Durante os blocos de atividades 

propostas, os sujeitos mobilizaram e/ou construíram os esquemas de utilização, 

caracterizando o processo de instrumentação. Na maioria  

dos esquemas de utilização mobilizados e/ou construídos percebíamos a 
presença da definição de mediatriz, que oscilavam, ora pela definição 1 
e propriedade 1e ora pela definição 2 e propriedade , invariantes 
operatórios (conceito-em-ação e teorema-em-ação) presentes nesses 
esquemas. (JESUS 2012, p.147). 

Os professores se instrumentaram quando mobilizaram e/ou construíram 

esquemas de ação instrumentada que favoreceram a descoberta de uma nova 

propriedade por parte dos sujeitos na utilização dos problemas propostos nas 

atividades. Durante momentos de discussão das atividades, foi também verificada 

a construção de esquemas de ação coletiva instrumentada, favorecendo uma 

evolução dos sujeitos no sentido da construção de seu conhecimento. 

A pesquisa de Jesus (2012) é uma referência importante na pesquisa, 

seja porque será utilizado um artefato simbólico, com também porque inclui o 

processo de construção da Gênese Instrumental em suas duas dimensões. É 

esperado que os sujeitos envolvidos com o artefato que está sendo estudado 

possam ou não estar instrumentalizados, ou seja, possam construir esquemas de 

ação instrumentada individuais ou coletivos para o desenvolvimento de suas 

Gêneses. 
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A dissertação de Chumpitaz (2013) tem um caráter híbrido com relação 

ao estudo do artefato, uma vez que analisa como ocorreu a Gênese Instrumental 

em um grupo de alunos do curso de Engenharia da Universidad San Ignacio de 

Loyola, no Peru, na disciplina de Análise Matemática. O estudo teve como 

objetivo analisar como os alunos se instrumentalizaram por meio de uma 

sequência de atividades com dois artefatos: o software Geogebra e a função de 

várias sentenças.  

Já com relação à Teoria da Instrumentação, o estudo objetivou identificar 

nas interações estudantes-Geogebra e estudantes-função de várias sentenças, 

de acordo com Chumpitaz (2013, p.135, tradução nossa) “o conjunto de 

interações que forma parte do processo que Rabardel (2011) denominou como 

processo de instrumentalização da Gênese Instrumental de um artefato”. Para 

analisar tais ações e identificar nas ações desses sujeitos o instrumento e o 

objeto foi utilizado o modelo SAI. 

Especificamente com relação ao Geogebra, o estudo procurou identificar 

como a sequência de atividades desenvolvidas pelo autor poderia minimizar 

eventuais dificuldades apresentadas pelos estudantes quando instrumentalizaram 

algumas propriedades desse software no processo de aprendizagem da função 

de várias sentenças. Da mesma maneira, buscou analisar, com a mesma 

sequência de aprendizagem, como seria possível minimizar as dificuldades que 

os estudantes apresentaram ao instrumentalizar propriedades da função de várias 

sentenças no ambiente do Geogebra. 

Algumas das principais observações do estudo identificaram que os 

estudantes mobilizaram esquemas de uso pré-existentes com relação ao 

Geogebra e a função de várias sentenças. No que se refere ao Geogebra, esses 

esquemas foram, por exemplo, o uso da função zoom existente no software, e, 

com relação ao artefato simbólico função de várias sentenças, o conceito de 

domínio e imagem. 

Três dos oito sujeitos pesquisados tiveram dificuldades em utilizar os 

símbolos disponíveis no Geogebra e de identificar claramente os pontos na opção 

de exibir a vista do gráfico gerado pela função.  
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Por fim, como consequência das ações dos sujeitos pesquisados, pode-

se concluir que, ainda que tenham sido observadas dificuldades com a 

manipulação dos artefatos, os alunos alcançaram o nível de instrumentalização. 

As observações colhidas por meio dos esquemas pré-existentes identificados nas 

ações dos sujeitos, durante a resolução da atividade, ajudaram a compreender 

como é possível minimizar dificuldades no processo de aprendizagem. 

O trabalho chamou atenção pelo fato de estudar o uso de um artefato 

simbólico, portanto coincidente com o que se está sendo investigado, embora o 

ambiente digital não seja utilizado nessa pesquisa. Ainda que tenha sido estudado 

apenas um dos processos da Gênese Instrumental, esta é altamente importante 

para o estudo, pois será analisado o fenômeno da instrumentalização nas ações 

dos sujeitos pesquisados. 

Um segundo trabalho com essas características é a dissertação de Rios 

(2014). O trabalho tem como objetivo estudar o processo de instrumentalização 

da elipse mediado pelo software Geogebra por alunos do curso de Arquitetura e 

Administração de uma Universidade privada de Lima. A pesquisa utiliza como 

metodologia a Engenharia Didática de Artigue construindo, portanto, os quadros 

de análise a priori e a posteriori a uma sequência de atividades que foram 

desenvolvidas no sentido de estudar o fenômeno.  

O referencial teórico da pesquisa é a Teoria da Instrumentação no sentido 

de Rabardel, portanto similar a essa pesquisa, utilizando a dimensão da 

instrumentalização da Gênese Instrumental. A pesquisa esteve centrada em 

propiciar a instrumentalização da noção da elipse enquanto os alunos estivessem 

trabalhando com uma sequência de atividades mediadas pelo Geogebra.  

As principais conclusões do estudo apontaram que em uma dimensão 

considerada pedagógica, segundo Rios (2014, p.268, tradução nossa) “os 

processos de aprendizagem podem estar condicionados as características dos 

sistemas se ensino e que sofrem influência, por sua vez, dos textos 

universitários”.  

Com relação a abordagem instrumental, o estudo entende como 

pertinente para o que se propôs, na medida em que possibilitou compreender o 

surgimento e enriquecimento das propriedades da elipse por parte dos alunos. A 



45 

partir da instrumentação ocorrida pelos alunos foi possível perceber que os 

esquemas de ação instrumentada evoluíram a esquemas de uso e facilitaram as 

atividades que foram propostas na sequência de aprendizagem.  

Durante a ação dos alunos, também foi possível identificar os esquemas 

de utilização que foram construídos ou mobilizados. O processo de Gênese 

Instrumental ocorreu quando as componentes artefato da elipse foram 

mobilizados como instrumentos. Em razão disso, algumas funções tanto da elipse 

quanto do Geogebra foram conservadas pelos sujeitos de maneira durável para 

certas classes de ações. Essas funções poderiam ser novamente observadas em 

novas atividades para comprovar o caráter de instrumentalização. Com relação ao 

estudo da Gênese Instrumental, no que diz respeito a dimensão 

instrumentalização do processo, a pesquisa do autor produziu importantes 

conclusões e que são ricas para o estudo que ora se desenvolve. 

Por fim, o terceiro trabalho que utiliza o conceito de artefato com um 

caráter híbrido é a dissertação de Cuéllar (2014). O estudo foi desenvolvido com 

alunos de 12 a 13 anos de nível secundário no Colégio Sagrado Coração 

Siphianum em Lima, no Peru buscando investigar a instrumentação do conceito 

de simetria axial no ambiente do software Geogebra. O referencial teórico do 

estudo foi a abordagem instrumental no sentido de Rabardel. A metodologia 

aborda alguns aspectos da Engenharia Didática de Artigue.  

O foco do estudo, com relação à abordagem instrumental, está centrado 

na dimensão da instrumentalização da Gênese Instrumental no qual foram 

utilizadas as noções de esquemas propostas por Vergnaud a fim de observar-se 

os possíveis esquemas de utilização que foram mobilizados nessa dimensão da 

Gênese. A estrutura do trabalho no que diz respeito ao referencial teórico e a 

metodologia, é muito similar a esse trabalho o que despertou grande interesse por 

seu estudo. 

As principais conclusões apontaram que a instrumentalização quando 

foram considerados os conceitos em ato e as regras de ação, segundo Garcia 

(2014, p. 111, tradução nossa) “permite identificar os possíveis esquemas de 

utilização que forma sendo mobilizados pelas alunas”. Foi possível inferir, em 

decorrência disso, que as alunas conseguiram construir uma instrumentalização 
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local de algumas ferramentas do Geogebra que as ajudaram no processo de 

aprendizagem do conceito de simetria axial, sendo que em alguns casos, foi 

possível a instrumentalização da noção de simetria axial. 

Outros trabalhos que tratam da Teoria da Instrumentação utilizam 

artefatos materiais que não envolvem a utilização de tecnologia digital. Dois 

trabalhos tratam do uso de artefatos dessa natureza, mas utilizam a teoria de 

maneira distinta.  

O artigo de Vita, Henriques e Cazorla (2009), que versou sobre um 

trabalho com o Soroban (calculadora utilizada para pessoas com deficiência 

visual) para utilização com alunos cegos, propõe o emprego da Gênese 

Instrumental para estudar o processo de instrumentalização dos sujeitos por meio 

desse artefato. A ferramenta Soroban ainda é desconhecida por professores de 

Matemática. 

O trabalho menciona o fato de que nem sempre as instituições de ensino 

estão estruturalmente preparadas para oferecer um trabalho pedagógico 

adequado em Matemática, de acordo com as proposições dos Parâmetros 

Curriculares Nacionais (PCN), a respeito da educação especial. Nesse sentido 

foram buscar trabalhos existentes na academia a respeito da inclusão de alunos 

com deficiências visuais, destacando-se os desenvolvidos pelo grupo de pesquisa 

da Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC-BA), da qual fazem parte os 

pesquisadores. 

O Soroban é um ábaco japonês: 

que significa “bandeja de cálculo”, seu formato é retangular e composta 
por várias hastes verticais onde estão presas cinco contas separadas 
por uma barra central, que o divide em dois retângulos, um inferior que 
contém quatro contas de valor um e, um superior, que contém uma conta 
de valor cinco correspondente a cada ordem ... (VITA, HENRIQUES E 
CAZORLA, 2009, p.129). 

A pesquisa propõe a utilização do modelo SAI como um possível caminho 

de pesquisa e de ação didática para que os sujeitos transformem o artefato 

Soroban em instrumento, pois, no entendimento dos pesquisadores, ele permite 

entender como os sujeitos lidam com o objeto matemático mediado pelo 

instrumento. Embora não tenha sido utilizado o modelo SAI, a discussão teórica 
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acerca da possível construção do instrumento é uma contribuição para essa 

pesquisa. 

A tese de Vita (2012) estudou o uso do artefato maquete tátil para 

construir conceitos básicos de probabilidade (cbP), tendo como sujeitos alunos 

com deficiência visual. A autora utilizou a Teoria da Instrumentação para 

compreender o fenômeno da transformação desse artefato em instrumento, 

sobretudo na análise das atividades desenvolvidas coletivamente por meio do 

modelo SAI. Apesar de considerar a Gênese Instrumental como um dos conceitos 

fundamentais da mesma, Vita (2012, p.59) esclarece “que não fez parte dos 

objetivos desta tese investigar o surgimento dessas dimensões durante o 

manuseio da maquete tátil”, ainda que o trabalho tenha utilizado as relações 

compreendidas pelo modelo SAI.  

A investigação concluiu que o uso do material didático funcionou como 

instrumento mediador e foi plenamente possível desenvolver o artefato com a 

participação do sujeito. Entendeu a autora que a maquete tátil é um instrumento 

que possibilita aos sujeitos pesquisados se apropriarem e ampliarem seus 

entendimentos sobre os cbP.  

Ainda que esteja sendo estudando os dois fenômenos da Gênese 

Instrumental, a instrumentação e a instrumentalização, diferentemente da tese de 

Vita (2012), a discussão oferecida pelo trabalho sobre como os sujeitos se 

apropriaram do artefato ajuda a compreender os processos complexos da 

aprendizagem vistos a partir da Teoria da Instrumentação.  

Não foram localizadas pesquisas específicas que tratasse função de uma 

variável real com várias sentenças em processos de desenvolvimento cognitivo 

ou de aprendizagem, com exceção da pesquisa de Chumpitaz (2013), que foi 

relatada anteriormente. No entanto, foi possível encontrar alguns trabalhos que 

procuraram abordar o tema funções, o que, de certa forma, em nosso 

entendimento, foram pertinentes para este estudo, pois se aproximaram da 

situação inicial que o motivou. Além disso, puderam trazer elementos que 

contribuíram para uma melhor compreensão do ponto de vista matemático. 

Em geral, as pesquisas apontam dificuldades distintas para sua 

compreensão. Oliveira (1997) investigou as concepções dos alunos do 1o ano do 
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curso de Engenharia sobre o conceito de função e observou que um número 

considerável de estudantes confunde função com equação, função contínua com 

função constante, não compreende funções dadas por mais de uma expressão 

algébrica, e entendem que a existência de uma expressão algébrica ou gráfico é 

suficiente para afirmar que eles representam uma função. 

Com relação ao fato de não compreenderem as funções dadas por mais 

de uma expressão algébrica, o estudo verificou que isso ocorreu no momento em 

que os alunos deveriam representar uma função graficamente e apresentar 

problemas de compreensão da noção de domínio. 

Delgado (2010) estudou como a utilização dos registros de representação 

semiótica auxiliou no ensino e na compreensão da função afim com um grupo de 

alunos do 1o ano do ensino médio, observando suas dificuldades na conversão 

entre as diversas representações dos diferentes registros de representação. O 

autor escolheu estudar a função afim em detrimento de outros tipos de função, 

por entender ser esta a primeira a ser trabalhada pelos alunos, o que permite, em 

sua opinião, observar suas dificuldades com maior nitidez.  

A pesquisa procurou explorar uma multiplicidade de representações da 

função afim em diversas tarefas que exigiram conversões entre as 

representações dos registros de língua natural, algébrica e gráfica. 

Os principais resultados do estudo apontam para dificuldades 

relacionadas às conversões que envolvem a forma algébrica da função. Da 

mesma forma, conversões para a forma gráfica foram também observadas e 

demonstraram que as representações de língua natural para a gráfica foram bem-

sucedidas.  

Pires (2014) pesquisou sobre como a noção de função é compreendida 

por alunos do ensino médio e superior, fundamentando-se nos registros de 

representação semiótica de Raymond Duval. Além disso, o estudo abordou as 

concepções e os saberes dos professores que ensinam o tema. 

As principais conclusões do estudo apontam para o fato de que os 

professores, especialmente os oriundos do ensino médio, nas suas atividades, 

tinham tendência a incluir situações presentes nos livros didáticos. Tal situação 
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ocorreu, segundo Pires (2014, p. 386), “sob o pretexto de que gostariam de 

envolver situações do mundo real, possibilitando ao estudante dar um significado 

real no que estava aprendendo”. Portanto, os saberes daqueles que ensinam 

estão diretamente relacionados à produção de situações de aprendizagem que 

permitam ao estudante construir imagens dos conceitos de função. 

O autor constatou também que a maioria dos discentes entendia função 

como um processo, e não como objeto. 

A seguir será apresentada a justificativa do trabalho. 

2.2 JUSTIFICATIVA 

Após os estudos apresentados na revisão bibliográfica, fica evidente a 

relevância do processo da Gênese Instrumental como ferramenta de análise da 

aprendizagem e do desenvolvimento cognitivo em diferentes sujeitos. O fato de 

haver poucos trabalhos relativos ao estudo do processo em que o artefato é 

abstrato reforça a ideia da necessidade de um estudo aprofundado por meio de 

uma investigação. Especificamente, as questões envolvendo ensino e 

aprendizagem de Matemática, em que a Gênese Instrumental é ferramenta de 

análise desses fenômenos – como, por exemplo, nos trabalhos de Artigue (2002) 

e Gomes (2008) -, indicam a necessidade do entrelaçamento e da mobilização 

dos conhecimentos matemáticos básicos aliados aos do artefato.  

As pesquisas de Oliveira (1997), Delgado (2010) e Pires (2014) dedicadas 

ao estudo de funções convergem na direção da existência de lacunas nos 

conhecimentos matemáticos dos sujeitos envolvidos nesses estudos o que, 

dentre outros, dificultou o domínio do conhecimento acerca do objeto matemático. 

Ainda que a função de uma variável real com várias sentenças não tenha 

sido objeto de muitas pesquisas, conforme observamos, sua relevância é 

importante, por exemplo, para o estudo do cálculo em cursos de Engenharia. O 

estudo como o de  

Yan (2009) indica que uma frágil e inadequada aprendizagem do 
conceito de uma função definida por várias sentenças pode transformar-
se em um obstáculo no sentido de Brousseau (2007) para a 
aprendizagem de novos conhecimentos no âmbito do cálculo. 
(CHUMPITAZ, 2013, p. 17, tradução nossa) 
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De acordo com o que foi pesquisado a respeito da função de uma variável 

real com várias sentenças e que será detalhado no capítulo três - dedicado aos 

estudos preliminares -, sua abordagem nos currículos nacionais é feita ainda na 

educação básica, normalmente no 1o ano do ensino médio. Assim sendo, 

eventuais lacunas na construção desse conhecimento, em nosso entender, 

podem ocorrer já nesse nível de aprendizagem. Entretanto, são nos anos 

subsequentes da educação básica (2o e 3o anos do ensino médio), em que os 

alunos estão envolvidos com situações de aplicação desse conhecimento, que 

entendemos ser possível um estudo detalhado do conhecimento, portanto, antes 

do início no ciclo universitário.  

De acordo com as pesquisas conduzidas por Salazar (2009), Bittar (2011) 

e Jesus (2012), foi possível constatar na ação dos sujeitos quais conhecimentos 

matemáticos foram mobilizados enquanto estiveram envolvidos em atividades que 

lhes foram propostas. Dessa forma, levantamos a seguinte questão: quais 

conhecimentos devem ser mobilizados para o efetivo domínio desse 

conhecimento no âmbito da escola básica? 

No sentido de compreender como se dá a construção de tal 

conhecimento, entendemos também ser importante conhecer quais lacunas 

possam existir no processo de aprendizagem. No estudo a respeito dos 

problemas que envolvem o ensino e a aprendizagem das construções 

geométricas com um grupo de professores, Salazar (2009, p.49) “constata que 

estão diretamente relacionados à necessidade que os professores têm de balizar 

sua prática nos livros didáticos”, levando à formação de grandes lacunas nessa 

área específica do saber. No conjunto de atividades elaboradas para sua 

pesquisa também houve preocupação em compreender quais eram as noções de 

transformações geométricas dos professores.  

Da mesma forma, as lacunas encontradas em conteúdos matemáticos 

representam entraves no processo de formação de professores, de acordo com 

Jesus (2012, p.25), “especialmente os conteúdos geométricos, sobretudo os que 

envolvem demonstrações”, sendo fundamental investigar como os mesmos 

mobilizam conhecimentos para superá-los. Paralelamente as essas questões, foi 

possível constatar nas pesquisas de Salazar (2009) e Jesus (2012) durante as 
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atividades com os sujeitos pesquisados, uma ênfase na observação, de como se 

produziram suas interações, enquanto mobilizavam noções relativas aos objetos 

matemáticos estudados por esses trabalhos, e como as mesmas permitiram 

observar o fenômeno da Gênese Instrumental. 

Como desdobramentos do questionamento anterior e das pesquisas 

mencionadas, produziram-se outros mais específicos, relativos ao processo de 

aprendizagem de função de uma variável real de várias sentenças, com alunos do 

2o e 3o anos da educação básica, e que levaram à condução desse estudo. São 

eles:  

1o) De quais conhecimentos dispunham e quais eram as lacunas que 

impediam seu domínio? 

2o) De que maneira a interação entre os alunos poderia favorecer a 

construção desse conhecimento?  

A ferramenta de análise de processos cognitivos identificada para o 

desenvolvimento desse estudo foi a Gênese Instrumental.  

Dessa forma, buscou-se explicar de que maneira o artefato função de 

uma variável real com várias sentenças transforma-se em instrumento pelos 

alunos, quando estes estão envolvidos em uma ação intelectual, ou ainda, se já é 

um instrumento disponível entre os alunos. Foi decidido, portanto, que a 

elaboração de um conjunto de atividades matemáticas específicas sobre a função 

de uma variável real com várias sentenças poderia possibilitar um estudo mais 

aprofundado da situação.  

As pesquisas de Pires (2014) e Delgado (2010) a respeito da utilização 

dos registros de representação semiótica no estudo de função com alunos em 

cursos universitários apontaram que a identificação dos mesmos, por meio de 

tratamentos e das conversões de suas representações, permitiu observar suas 

dificuldades com maior nitidez. A pesquisa de Henriques, Atié e Farias (2007) e a 

de Salazar (2009), mencionadas na revisão bibliográfica, apontam que o estudo 

dos registros de representação semiótica foram fundamentais para analisar a 

interação do ambiente tecnológico com o conhecimento, tendo como ferramenta 

de análise o processo de Gênese Instrumental. 
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Assim, de maneira concomitante, foram analisadas as produções dos 

alunos durante suas ações, por meio dos registros de representação semiótica 

que são estudados na Teoria dos Registros de Representações Semióticas de 

Duval, de modo a que a articulação entre as duas teorias forneça um arcabouço 

teórico suficiente para responder às questões levantadas.   

2.3 REFERENCIAL TEÓRICO 

Durante os anos 90 do século passado a Educação Matemática sofreu 

grande impacto das tecnologias digitais. Um exemplo disso foi o desenvolvimento 

tecnológico apresentado pelas calculadoras, que se tornaram mais robustas do 

ponto de vista do hardware e, em consequência, passaram a oferecer aos seus 

usuários uma maior variedade de softwares.  

Nessa mesma época, na França, segundo Artigue (2002, p.245, tradução 

nossa), “ocorreu um significativo aumento das pesquisas sobre o ensino e a 

aprendizagem em Matemática em ambientes CAS10”, reflexo da preocupação em 

abordar temas envolvendo diretamente a tecnologia, sobretudo a digital, no 

âmbito da educação matemática. 

A fim de compreender melhor essa nova realidade, ainda segundo a 

autora, foi necessária buscar em outras teorias uma perspectiva que 

dimensionasse melhor a questão do uso da tecnologia. Apenas uma abordagem, 

feita a partir da Teoria Antropológica do Didático (TAD), existente naquele 

momento na Educação Matemática, não foi suficiente, já que fazia referencia 

apenas a ambientes de sala de aula tradicional. Buscaram-se, então, pesquisas 

que fizessem abordagens em processos de aprendizagem dentro de ambientes 

tecnológicos, a fim de compreender melhor esse fenômeno.  

                                            
10 Computer Álgebra Systems (Sistema de computação algébrica e simbólica, Tradução nossa). 
São programas existentes - no caso, em uma calculadora - com recursos gráficos, e que, além de 
realizar cálculos numéricos, permitem manipular em forma simbólica expressões matemáticas, 
além de realizar cálculos numéricos. 
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Assim, foram localizados trabalhos no âmbito da Ergonomia Cognitiva11, 

realizados P. Rabardel12 e P. Verillon por meio da Teoria da Instrumentação. 

Esses trabalhos estavam inseridos dentro de processos tecnológicos complexos, 

sendo dedicados à formação de pilotos de aviões.  

Rabardel apresentou, em 199513, uma contribuição a esse respeito por 

meio de uma abordagem instrumental. Essa abordagem propunha que, tendo 

como referência um determinado sistema técnico, este poderia ser tanto material 

quanto simbólico e a figura chave do processo seria quem iria utilizá-lo, ou seja, o 

homem. 

Outros dois pontos importantes também foram abordados: o primeiro 

considera o homem inserido em suas atividades, ou seja, em ações reais que 

estão situadas nos diversos contextos da sua vida cotidiana ou profissional e, o 

segundo, que esse sistema, é imaginado, projetado e idealizado para que este 

mesmo homem o utilize como uma ferramenta nessa ação. 

O conceito nega, portanto, abordagens exclusivistas do ponto de vista 

tecnocêntrico14 ou antropocêntrico15 vistos isoladamente, mas procurando fazer 

uma articulação, segundo Rabardel (2011, p.26, tradução nossa) “conceitual e 

pragmática das mesmas que permita pensar em um sistema a partir do ponto de 

vista tecnológico, da atividade dos homens”.  

Foi essa articulação que chamou a atenção de Artigue no artigo 

anteriormente mencionado, pois possibilitou entender os sistemas técnicos de 

uma maneira diferente da abordagem sobre a Teoria Antropológica do Didático 

                                            
11  Ergonomia cognitiva, é a disciplina científica que visa à compreensão fundamental das 
interações entre os seres humanos e os outros componentes de um sistema, e a profissão que 
aplica princípios teóricos, dados e métodos com o objetivo de otimizar o bem-estar das pessoas e 
o desempenho global dos sistemas. (FALSON 2007, p.7 apud JESUS 2012, p.27). 
12 Professor emérito de Piscologia e de Ergonomia da Universidade de Paris 8. Fundou e liderou, 
durante 10 anos, nessa Universidade, a equipe de investigação C3U (concepção, criação, 
habilidades e práticas) sobre Ergonomia. Tradução nossa. Retirado de 
http://c3u.paragraphe.info/Site_C3U/Pierre_Rabardel.html.  
13 Revisada em 1999. Tradução nossa. Retirado de: 
http://www.adjectif.net/spip/spip.php?article202 e outros. 
14 Tecnocênctrico: “que tem a tecnologia como base ou centro, ou como principal característica 
(sociedade tecnocêntrica)”. Retirado de: http://www.aulete.com.br/tecnoc%C3%AAntrico. 
15 Antropocêntrico: “Ideologia ou doutrina, de acordo com o qual o ser humano é o centro do 
universo, de tudo, sendo rodeado por todas as outras coisas”. Retirado de: 
http://www.dicio.com.br/antropocentrismo/. 
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(TAD) e da Ergonomia Cognitiva (EC) e abrindo a possibilidade de situar a 

Educação Matemática dentro deste contexto. A abordagem instrumental no 

sentido de Rabardel, em outras palavras, não está fundamentada em um discurso 

técnico ou em acordos sociais, objetivando uma compreensão profunda da 

relação do homem com os sistemas técnicos.  

O processo, que está no centro da Teoria da Instrumentação, e que, 

precisamente, trata-se da construção dessa relação pelo sujeito, segundo 

Rabardel, é a Gênese Instrumental (GI). Foi o que interessou a Artigue no 

trabalho mencionado anteriormente e que será o referencial teórico dessa 

pesquisa.  

De acordo com Rabardel (2011) dois conceitos são fundamentais para a 

compreensão da Gênese Instrumental: o artefato e o instrumento. Um artefato 

está ligado ao que se pensava definir como ferramenta, o qual, porém, possui um 

caráter neutro e está  

conectado ao uso que o sujeito faz como meio para sua ação e que pode 
ser considerado como uma máquina, um objeto técnico, objetos e 
sistemas simbólicos, ou seja, que (os artefatos) podem ser definidos 
como materiais ou simbólicos. (RABARDEL, 2011, p.49-52, tradução 
nossa). 

Uma calculadora, como no caso da pesquisa de Artigue (2002), pode ser 

então conceituada como um artefato material. Mas o artefato também pode ser 

simbólico, e é exatamente esse entendimento que nos interessa. A função de 

uma variável real com várias sentenças pode ser dessa maneira ser entendida, de 

acordo com Rabardel, no âmbito da Teoria da Instrumentação, como um artefato 

simbólico.  

Suponhamos um exemplo hipotético que utiliza um artefato material: uma 

criança que utiliza uma caneta para fazer desenhos em uma folha de papel. A 

caneta significa para a criança um artefato. Mas a caneta só terá sentido nessa 

ação se for empregada para construir os desenhos que são o objeto dessa ação. 

Portanto, a caneta vista isoladamente não tem sentido nessa tarefa. A criança 

também precisará lembrar o que são desenhos para realizar a ação. Ao recordar 

desse conhecimento, poderá passar à ação de utilizar a caneta com a finalidade 

que lhe foi proposta. Tal ação poderá ter ou não um caráter familiar para criança. 
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Ela já pode ter vivenciado essa situação, isto é, teria feito outras vezes um 

desenho utilizando a caneta, mas poderá também jamais tê-lo feito. Nessa fase 

da ação, pode-se dizer que existe um sistema, constituído da caneta e dos 

conhecimentos existentes sobre desenho. A ação será efetuada apenas com 

estes dois elementos. Tais conhecimentos, que a criança precisa mobilizar para 

dar sentido ao uso desse artefato, são chamados esquemas. 

O conjunto dos conhecimentos existentes mencionados acima, chamados 

de esquemas, e que são acrescidos ao artefato para executar a tarefa da 

construção do desenho, têm o nome de instrumentos. Segundo Rabardel (2011, 

p.49-52, tradução nossa) “um instrumento consiste de uma entidade mista 

formada por um artefato e um esquema, e também é uma construção produzida 

pelo sujeito”. 

Portanto, a Gênese Instrumental, de acordo com a Figura 1, é o processo 

em que o sujeito está envolvido em uma determinada ação, utiliza uma 

ferramenta chamada artefato e acrescenta, a ele, seus conhecimentos, 

transformando-o em instrumento. Cabe salientar que, conforme Rabardel, esse 

processo está atrelado, de um lado, às limitações ou possibilidades que o artefato 

oferece e, de outro, aos conhecimentos que o sujeito possui. 

Com relação ao conceito de esquemas, a Teoria da Instrumentação tem 

como referência, a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud16. De acordo 

com essa teoria, o conhecimento racional é operatório ou então não pode ser 

considerado como conhecimento. Além disso, pode-se distinguir duas classes de 

situações relativas ao conhecimento: 

1) classes de situações para as quais o sujeito dispõe, no seu 
repertório, em dado momento de seu desenvolvimento e sob certas 
circunstâncias, das competências necessárias ao tratamento 
relativamente imediato da situação e 
2) classes de situações em que o sujeito não dispõe de todas as 
competências necessárias, o que obriga a um tempo de reflexão e 
exploração, a hesitações, a tentativas frustradas, levando-o 
eventualmente ao sucesso ao fracasso. (VERGNAUD, 1990, p.134, 
tradução nossa). 

                                            
16 VERGNOUD, Gérard. É diretor do Centro Nacional de Pesquisa Científica (CNRS) na França, 
discípulo de Piaget, onde liderou por 18 anos um grupo de pesquisa sobre o ensino de 
matemática e física voltados a psicologia cognitiva e a didática. (Retirado de: http://www. 
saudiovisuelles.fr/413/introduction.asp, tradução nossa). 
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Figura 1 - Esquema para a formação do instrumento 

 
Fonte: Adaptado de Salazar (2015). 

Os sujeitos envolvidos nas atividades propostas, que tratem do artefato 

função de uma variável real de várias sentenças, poderão dispor ou não das 

competências necessárias para resolvê-las. No primeiro caso, a conduta dos 

sujeitos poderá estar organizada por um único esquema e de certa forma 

conduzida de maneira mais automatizada. No segundo caso há necessidade de 

vários esquemas, com o intuito de atingir o objetivo desejado e, nesse processo, 

serão acomodados, desfeitos e construídos novamente. Além disso, tais condutas 

estão relacionadas a um conjunto de esquemas que o sujeito já possui. 

Segundo Vergnaud um esquema é 

a organização invariante da conduta de uma classe de situações dadas. 
São nos esquemas onde se devem investigar os conhecimentos em ato 
do sujeito, ou seja, os elementos cognitivos que permitem que essa ação 
seja operatória. (VERGNAUD, 1990, p.134, tradução nossa). 

De acordo com a Teoria dos Campos Conceituais, são os invariantes 

operatórios que permitem ao sujeito realizar uma conexão entre teoria e prática, 

pois são nesses que repousa a operacionalidade dos esquemas. 

São dois os elementos constituintes dos invariantes operatórios e que 

fazem parte dos esquemas,  

os teoremas em ação (invariantes do tipo “fazer propostas”) que são as 
proposições elaboradas pelo sujeito e consideradas como verdadeiras 
sobre o real, e os conceitos em ação (invariantes do tipo “função 
proposicional” e “do tipo “argumento”), que são uma categoria do 
pensamento considerada pelo mesmo sujeito, como válida. 
(VERGNAUD, 1990, p.136-139, tradução nossa). 
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Esquemas 
de 

Utilização 

Artefato 



57 

No exemplo hipotético, essa organização que a criança mobiliza e agrega 

à sua ação é um esquema. Segundo Rabardel (2011, p.139), “Piaget considera 

esquema de ação a um conjunto estruturado de caracteres generalizáveis da 

ação que permitem repeti-la ou aplicá-la a novos conteúdos”, e é na ação do 

sujeito que está centrada a Teoria da Instrumentação. 

Os esquemas relacionados com a utilização de um artefato são 

chamados esquemas de utilização e fazem  

referencia a duas dimensões da atividade: - As atividades relacionadas 
com as tarefas secundárias, ou seja, a gestão das características e 
propriedades particulares do artefato, e, as atividades primárias 
(principais), as que estão orientadas ao objeto da atividade em que o 
artefato é um meio de realização. (RABARDEL, 2011, p.171, tradução 
nossa). 

No caso do exemplo da criança, que realiza desenho com a caneta, os 

esquemas de utilização elementares são relativos à manipulação da caneta. 

Aqueles que dão significado global ao ato são os primários.  

Os esquemas de uso são relativos às tarefas secundárias. O que os 

caracteriza é sua orientação em direção às tarefas secundárias que 

correspondem à gestão das características e propriedades particulares do 

artefato. No exemplo da criança são relacionadas a manipulação da caneta. No 

caso de um artefato simbólico, o esquema de uso teria a função de orientar o 

sujeito no sentido de encontrar solução de tarefas específicas inerentes ao 

artefato. 

Os esquemas de ação instrumentada estão relacionados com a meta 

de operar transformações sobre o objeto em atividade. Estes esquemas 

incorporam como componentes os esquemas de uso.  

O que os caracterizam é o fato de que são relativas as tarefas primárias. 
Constituem o que Vygostsky chamava de “atos instrumentais”, para os 
quais há uma recomposição da atividade dirigida até a tarefa principal do 
sujeito. Os esquemas primários (esquemas de uso) constituem, segundo 
a terminologia de Cellerier, módulos especializados que se coordenam 
uns com os outros e também com outros esquemas, se assimilam e se 
acomodam reciprocamente para constituir os esquemas de ação 
instrumentada. (RABARDEL, 2011, p.172, tradução nossa). 

Se pensarmos no exemplo da criança, os esquemas de ação 

instrumentada agiriam diretamente na ação de desenhar, que é o objeto da tarefa 
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que lhe é proposta. No caso de um artefato simbólico, o esquema de ação 

instrumentada teria por objetivo desenvolver as potencialidades do artefato e 

operar transformações sobre o objeto da tarefa proposta. 

Uma análise dos esquemas implicados na atividade com instrumentos 

não pode se limitar ao sujeito individualmente. Com efeito, os usos instrumentais 

se localizam muitas vezes no contexto da atividade coletiva. Um mesmo artefato 

(ou uma classe de artefatos) pode ser utilizado simultaneamente ou 

conjuntamente por um ou vários sujeitos para a realização de uma tarefa comum 

ou compartilhada. Assim, existe um terceiro nível de esquemas, chamados de 

esquemas de atividade coletiva instrumentada, quando o coletivo compartilhar 

o mesmo instrumento ou trabalhar com a mesma classe de instrumentos, visando 

a alcançar metas comuns. 

No exemplo da criança, não haveria possibilidade de estudar os 

esquemas de atividade coletiva instrumentada, pois ela está agindo sozinha, 

porém, se tivesse mais uma criança envolvida na atividade haveria a possibilidade 

da troca de esquemas individuais, que poderiam avançar no sentido de uma meta 

mútua. O mesmo ocorre quando pensarmos em um artefato simbólico, ou seja, 

quando deve-se imaginar um grupo de sujeitos que possuem a meta de resolver 

uma determinada atividade usando um artefato em comum. 

Rabardel tem por hipótese de que esses diferentes esquemas têm 

relação de dependência mútua:  

a partir dos esquemas de uso e dos esquemas de ação instrumentada 
podem surgir, recomporem-se e generalizar esquemas de atividade 
coletiva instrumentada. Analogamente, os esquemas de atividade 
coletiva instrumentada são uma fonte a partir do qual se podem 
desenvolver, evoluir e recomporem-se os esquemas de ação 
instrumentada e os esquemas de uso. (RABARDEL, 2011, p.174, 
tradução nossa). 

Por fim, é conveniente mencionar que os esquemas de utilização têm 

uma dimensão privada e uma dimensão social. A dimensão privada é própria de 

cada indivíduo. A dimensão social é de que os esquemas se elaboram no curso 

de um processo em que o sujeito não está isolado. Os outros usuários e também 

quem projetam os artefatos contribuem a este o surgimento dos esquemas. A 

aplicação de esquemas de utilização nas situações novas, mas não distantes 
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(processo de assimilação), conduz, por extensão, à generalização dos esquemas 

por extensão dos tipos de situações, de artefatos e objetos para os quais são 

pertinentes. Segundo Rabardel (2011, p. 175, tradução nossa), “a assimilação de 

novos objetos e de novos artefatos aos esquemas de utilização é fonte de 

generalização, mas também de diferenciação acomodável”.  

O processo de gênese e de elaboração instrumental realizado pelo sujeito 

concerne aos dois polos da entidade instrumental: o artefato e os esquemas de 

utilização e, segundo Rabardel (2011, p. 204, tradução nossa), “tem duas 

dimensões: a instrumentalização orientada ao artefato e a instrumentação 

relativa ao sujeito”.  

Os processos de instrumentalização se referem ao surgimento e à 

evolução dos componentes artefato do instrumento. Sendo assim pode-se defini-

lo como um processo de enriquecimento das propriedades do artefato por parte 

do sujeito. Um processo que se baseia nas características e propriedades 

intrínsecas do artefato, o que lhe dá um status em função da ação em curso e da 

situação. Essas propriedades podem, ainda segundo Rabardel (2011, p.217, 

tradução nossa) “conservar o status de função que adquiriram. Então constituem 

para o sujeito uma característica, uma propriedade permanente do artefato”. O 

primeiro nível é local. O artefato é instrumentalizado momentaneamente e um 

segundo nível, a função adquirida se conserva de maneira durável como 

propriedade do artefato. Portanto, a instrumentalização é durável ou permanente. 

Os processos de instrumentação são relativos ao sujeito. Segundo 

Rabardel,  
o descobrimento progressivo que realizam os sujeitos das propriedades 
(intrínsecas) do artefato é acompanhado da acomodação de seus 
esquemas, mas também, de mudanças de significado do instrumento 
que resultam da associação do artefato com novos esquemas. 
(RABARDEL, 2011, p.211, tradução nossa). 

A acomodação dos esquemas que contribui para suas mudanças de 

significado são constituintes dessa segunda dimensão da Gênese Instrumental. 

Finalmente, os dois processos, de acordo com a Figura 2, contribuem 

solidariamente para o surgimento e a evolução dos instrumentos, embora, de 

acordo com Rabardel (1995, p. 112, tradução nossa) “a situação de algum deles 
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possa desenvolver-se mais, ser dominante, e inclusive ser o único que se 

apresente”17.  Assim, para um determinado sujeito a Gênese Instrumental pode 

apresentar apenas uma dessas dimensões e, ainda assim, será gênese, pois ela 

tem um caráter individual.  

Figura 2 - Esquema para os processos de instrumentação e instrumentalização 

 
Fonte: Produção do Pesquisador. 

É possível supor a existência de sujeitos que já construíram os esquemas 

necessários para a solução de uma determinada atividade ou tarefa e estes já 

estão agregados ao artefato, logo estão instrumentalizados apenas. 

A Teoria da Instrumentação possibilitou, por meio do processo da Gênese 

Instrumental, analisar de que maneira os alunos interagiram com o artefato função 

de uma variável real com várias sentenças. Tal análise foi possível por meio da 

identificação dos esquemas de uso, de ação instrumentada e de atividade coletiva 

instrumentada que mobilizaram e/ou criaram durante suas ações, tornando 

possível estudar como o artefato foi transformado em instrumento. 

A Teoria dos Registros de Representação Semiótica desenvolvida por 

Duval e publicada em 1995, tem como objetivo estudar o funcionamento do 

pensamento. Para o autor, a matemática possui uma particularidade com relação 

a sua aprendizagem em comparação com outras áreas do conhecimento, pois a 

aprendizagem necessita de  

                                            
17 “Dans le processus d’instrumentation elle est tournée vers le sujet lui-même, alors que dans le 
processus corrélatif d’instrumentalisation, elle est orientée vers la composante artefact de 
l’instrument. Les deux processus contribuent solidairement à l’émergence et l’évolution des 
instruments, même si, selon les situations, l’un d’eux peut être plus développé, dominant, voire 
seul mis en oeuvre.” (RABARDEL, 1995, p.112) 
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atividades cognitivas que requerem a utilização de sistemas de 
expressão e de representação além da linguagem natural ou das 
imagens: sistemas variados de escrituras para os números, notações 
simbólicas para os objetos, escrituras algébrica e lógica que contenham 
o estatuto de línguas paralelas à linguagem natural para exprimir as 
relações e as operações, figuras geométricas, representações em 
perspectiva, gráficos cartesianos, redes, diagramas, esquemas, etc. 
(DUVAL, 2003, p.13). 

São essas atividades cognitivas que estão presentes no processo de uso 

ou formação dos esquemas de utilização dos sujeitos envolvidos nas atividades 

com o artefato função de uma variável real com várias sentenças que se pretende 

estudar, e que caracterizam a articulação entre as duas teorias. 

Antes, porém, é necessário pontuar que a necessidade de não confundir 

objetos matemáticos com as suas representações. A função de uma variável real 

com várias sentenças é um objeto matemático, enquanto que um gráfico desta 

função, ou ainda uma expressão algébrica da mesma, constituem-se como 

representações deste objeto matemático.  

As representações semióticas são extremamente necessárias à 

aprendizagem da matemática, pois são por meio delas que o sujeito exterioriza 

suas representações mentais que constrói acerca de um determinado conceito. 

Isso faz com que se tornem visíveis ou, ainda, acessíveis aos outros, ou seja, 

exercendo também uma função de comunicação e, no caso da matemática, são 

necessárias para o desenvolvimento da sua própria atividade.  

A questão envolvendo as representações de um mesmo objeto 

matemático enfrenta algumas barreiras. O fato de representar um mesmo objeto 

matemático por meio de várias representações nem sempre é bem-sucedido. 

Quando isso não ocorre define-se o fenômeno como não-congruente; quando 

essa passagem é espontânea diz-se que o fenômeno é congruente. Para que 

ocorra o fenômeno da congruência três condições são necessárias:  

1o) correspondência semântica entre as unidades as constituem; 2o) 
mesma ordem possível de apreensão dessas unidades nas duas 
representações, e 3o) conversão de uma só unidade significante na 
representação de chegada. Mas, quando um desses três critérios não é 
verificado, as representações não são mais congruentes entre elas, e a 
passagem de uma à outra não tem mais nada de imediato. Pode 
igualmente fazer-se que duas representações sejam congruentes em um 
sentido de conversão e não-congruentes para a conversão inversa. 
(DUVAL, 2003, p.18-19). 
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No caso da função de uma variável real de várias sentenças, esse 

fenômeno poderia ser representado a partir deste exemplo retirado de Caraça 

(1951, p. 136): dada a função assim definida: 𝑥 < 0 → 𝑦 = −1, 𝑥 = 0 → 𝑦 = 0 e 

𝑥 > 0 → 𝑦 = 1, a imagem geométrica desta função é representada como na figura 

3. 

A função representada na figura 3 é constituída das três sentenças 

estando também representado, de igual maneira, por sua imagem geométrica 

evidenciando assim o fenômeno da congruência. A imagem geométrica da função 

é constituída pelas duas semirretas paralelas ao eixo Ox, com exceção dos 

pontos -1 e + 1 e por 0. No caso desse exemplo pode-se afirmar que o grau de 

congruência é alto, pois houve sucesso na conversão da representação algébrica 

para a geométrica desse mesmo objeto. 

Figura 3 - Gráfico do exemplo 1 

  

Fonte: Produção do Pesquisador. 

Com relação à aprendizagem, a mudança da forma de representação 

pode se tornar muito difícil para os sujeitos, e às vezes tornar-se impossível para 

alguns. Segundo Duval (2003, p.35), “tudo se passa como se a compreensão de 

um conteúdo ficasse limitada à forma de representação utilizada. Essa 

constatação pode ser feita para todos os outros domínios da matemática”. 

 

 

!
𝑥 < 0 → 𝑦 = −1
𝑥 = 0 → 𝑦 = 0
𝑥 > 0 → 𝑦 = 1
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Nesse sentido, duas transformações são importantes para o estudo da 

representação semiótica: o tratamento e a conversão. 

Um tratamento é uma transformação que se efetua no interior de um 
mesmo registro, aquele onde as regras de funcionamento são utilizadas; 
um tratamento mobiliza então apenas um registro de representação. A 
conversão é, ao contrário, uma transformação que se faz de um registro 
ao outro. Ela requer a coordenação dos registros no sujeito que a efetua. 
(DUVAL, 2003, p.39). 

Pode-se exemplificar as transformações de tratamento e de conversão 

por meio da seguinte situação-problema18: são dados os pontos A(-1,-1), B(-2,3) e 

C(2,5) do plano cartesiano e deseja-se que se forneça as condições para um 

ponto M(x,y) estar contido no interior do triângulo formado pelos pontos ABC. 

O problema pode ser resolvido da seguinte forma: 

É possível calcular os coeficientes angulares a partir das informações dos 

pontos e construir-se as retas formadas por estes. Assim:  

Quadro 1: Coeficientes angulares e equações das retas. 

𝑚!" =
−1 − 3
−1 + 2

= −4 𝐴𝐵: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → −1 = −4 −1 + 𝑏 → 𝑏 = −5 → 𝑦 = −4𝑥 − 5 

𝑚!" =
3 − 5
−2 − 2

=
1
2

 𝐵𝐶: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → 3 =
1
2
−2 + 𝑏 → 𝑏 = 4 → 𝑦 =

1
2
+ 4 

𝑚!" =
−1 − 5
−1 − 2

= 2 𝐴𝐶: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → 5 = 2 2 + 𝑏 → 𝑏 = 1 → 𝑦 = 2𝑥 + 1 

A solução seria uma função cuja lei de formação é composta pelas 

seguintes sentenças:  
𝑦 ≤ !

!
𝑥 + 4

𝑦 ≥ −4𝑥 − 5
𝑦 ≥ 2𝑥 + 1

 

A construção da imagem geométrica dessa função está na figura 4. 

 

 

 

 

 

                                            
18 Exercício adaptado a partir de um trabalho acadêmico realizado em grupo, na disciplina de 
Fundamentos da Didática do curso de Mestrado Acadêmico da PUC-SP em 2015. 
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Figura 4 - Gráfico do exemplo 2 

 

Fonte: Produção do Pesquisador. 

As conversões poderiam estar representadas da seguinte maneira: 

1o) Do registro numérico para o registro gráfico 

Quadro 2: Conversão da representação no registro numérico para a representação no 

registro gráfico. 

A(-1,-1) B(-2, 3) C(2, 5) 
 Representação no 

Registro Numérico 

     

 

  

 

 

 

Representação no 

Registro Gráfico 

Fonte: Produção do Pesquisador. 
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2o) Do registro gráfico para o registro algébrico 

Quadro 3: Conversão da representação no registro gráfico para a representação no 

registro algébrico. 

 

  

 

Representação no 

Registro Gráfico 

𝑚!" =
−1 − 3
−1 + 2

= −4   

𝑚!" =
3 − 5
−2 − 2

=
1
2

  Representação no 

Registro Algébrico 

𝑚!" =
−1 − 5
−1 − 2

= 2   

Fonte: Produção do Pesquisador. 

Os tratamentos aconteceriam da seguinte forma: 1o) No registro algébrico: 

Quadro 4: Tratamento no registro algébrico. 

𝑚!" =
−1 − 3
−1 + 2

= −4  

𝑚!" =
3 − 5
−2 − 2

=
1
2

  

𝑚!" =
!!!!
!!!!

= 2  

 

 

Representação no Registro 

Algébrico 

𝐴𝐵: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → −1 = −4 −1 + 𝑏 → 𝑏 = −5 →= −4𝑥 − 5  

𝐵𝐶: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → 3 =
1
2
−2 + 𝑏 → 𝑏 = 4 → 𝑦 =

1
2
+ 4  

𝐴𝐶: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → 5 = 2 2 + 𝑏 → 𝑏 = 1 → 𝑦 = 2𝑥 + 1  

Fonte: Produção do Pesquisador. 
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2o) No registro algébrico: 

Quadro 5: Tratamento no registro algébrico. 

𝐴𝐵: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → −1 = −4 −1 + 𝑏 → 𝑏 = −5 →= −4𝑥 − 5  

𝐵𝐶: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → 3 =
1
2
−2 + 𝑏 → 𝑏 = 4 → 𝑦 =

1
2
+ 4  

𝐴𝐶: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 → 5 = 2 2 + 𝑏 → 𝑏 = 1 → 𝑦 = 2𝑥 + 1  

 

 

Representação no         

Registro Algébrico 

𝑦 ≤ !
!
𝑥 + 4

𝑦 ≥ −4𝑥 − 5
𝑦 ≥ 2𝑥 + 1

 
 

Fonte: Produção do Pesquisador. 

Portanto, de acordo com Duval (2003), “diz-se que há um tratamento 

quando existe uma transformação que produz uma representação dentro do 

mesmo registro e, uma conversão quando é produzida uma representação em um 

outro registro diferente do inicial”.  

Os tratamentos e as conversões permitem evidenciar a maneira com que 

os alunos mobilizam ou criam esquemas em uma determinada ação, podendo 

estar instrumentalizados ou, ainda, virem a se instrumentar por um artefato que 

pode ser material ou simbólico. 

Entendeu-se que a identificação dos tratamentos e das representações 

por meio das conversões ocorridas nos registros de representação semiótica 

possibilitou a identificação dos esquemas de utilização que os alunos mobilizaram 

e/ou criaram durante a resolução das atividades tornando possível o estudo do 

processo de Gênese Instrumental. 

A seguir será apresentada a delimitação do problema, por meio das 

questões de pesquisa e dos objetivos gerais e específicos. 

Solução: 
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2.4 DELIMITAÇÃO DO PROBLEMA  

As razões para a escolha do artefato e seu caráter simbólico, conforme 

mencionadas na justificativa, referencial teórico e revisão bibliográfica, recaíram 

sobre o objeto matemático função de uma variável real com várias sentenças. 

Foram definidos como sujeitos a serem estudados alunos na faixa etária entre 16 

a 17 anos, atualmente cursando o 2o e o 3o ano do ensino médio na instituição19 

escolar onde é desenvolvido o trabalho docente. 

Por meio da Gênese Instrumental, espera-se que seja possível identificar 

de que maneira foi construído o desenvolvimento cognitivo dos alunos 

considerando o artefato mencionado. Durante esse processo, espera-se também 

que, por meio da identificação das características que compõem suas duas 

dimensões, a instrumentação e a instrumentalização, seja possível estudar e 

identificar os esquemas que os sujeitos já possuem e que os mobilizarão no 

processo de resolução das atividades propostas, assim como, novos esquemas 

que eventualmente possam ser construídos.  

Com relação a isso, objetiva-se que o estudo dos registros de 

representação semiótica forneça evidências, por meio da identificação dos 

tratamentos e conversões que os sujeitos eventualmente produzam, de como 

foram construídos ou mobilizados. 

Assim, foi elaborada a seguinte questão de investigação: 

“De que maneira ocorre a Gênese Instrumental da função de uma 
variável real com várias sentenças em alunos de 2o e 3o anos do ensino 
médio durante uma sequência de atividades?” 

Em função dessa pergunta de investigação foi definido o seguinte objetivo 

geral do estudo:  

• investigar de que maneira o processo de transformação do artefato 

função de uma variável real com várias sentenças em instrumento por 

                                            
19 Instituição de ensino privada, de grande porte, localizado na zona leste da cidade de São Paulo. 
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meio dos registros de representação semiótica teve influência no 

desenvolvimento cognitivo e na aprendizagem dos alunos. 

Foram também definidos como objetivos específicos:  

• identificar como ocorreu o processo de instrumentação – relativos aos 

sujeitos durante as ações de resolução da sequência de atividades – e 

de instrumentalização – concernentes ao status de função que 

adquiriram; 

• identificar a construção e/ou mobilização dos esquemas de utilização 

durante a sequência de atividades propostos;  

• analisar as dificuldades encontradas pelos sujeitos ao mobilizarem as 

propriedades matemáticas inerentes ao artefato;  

• analisar como os registros de representação semiótica, por meio dos 

tratamentos e conversões, contribuíram para a identificação dos 

esquemas de utilização durante a sequência de atividades. 

A seguir será apresentada a metodologia e os procedimentos 

metodológicos a serem utilizados no trabalho, a fim de possibilitar responder a 

questão de pesquisa proposta.   

2.5 METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS  

A pesquisa tem caráter qualitativo e a metodologia utilizada considerou 

alguns pressupostos da Engenharia Didática de Artigue, assim como a definição 

de procedimentos metodológicos necessários para a coleta de dados relativos ao 

registro das atividades.  

O objetivo da utilização da metodologia é a de confrontar as análises 

prévias das atividades desenvolvidas com os alunos - a respeito do artefato 

função de uma variável real com várias sentenças -, com as informações obtidas 

posteriormente em gravações de vídeo e áudio.  
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Pressupostos da Engenharia Didática 

A noção de engenharia didática,  

surgiu na didática da Matemática no começo dos anos 80 e teve como 
objetivo relacionar esse termo a forma de trabalho didático similar ao  
trabalho de um engenheiro que, para realizar um determinado projeto, 
baseia-se em conhecimentos científicos de seu domínio e aceita 
submeter-se a um controle do tipo científico. (ARTIGUE 1995, p.34, 
tradução nossa). 

A engenharia didática, como uma metodologia de investigação, 

caracteriza-se fundamentalmente como um esquema experimental que está 

baseado nas relações didáticas que são realizadas em classe e, ainda mais 

especificamente, sobre a concepção, realização, observação e análise das 

sequencias de ensino. 

De acordo com Artigue (1995, p.37, tradução nossa), “a engenharia 

didática está voltada ao registro dos estudos de caso, e sua validação é, em 

essência interna, baseada na confrontação entre as análises a priori e a 

posteriori”. A confrontação dessas duas análises possibilitou a discussão dos 

dados produzidos que, confrontados com o referencial teórico, permitiu responder 

as questões de pesquisa. 

Com relação ao processo experimental, a Engenharia Didática está 

construída em quatro fases: 

• Fase 1: Análise preliminar; 

• Fase 2: Concepção e análise a priori das situações didáticas; 

• Fase 3: Experimentação; e 

• Fase 4: Análise a posteriori e avaliação. 

A Fase 1, relativa às análises preliminares, está delimitada pelo 

referencial utilizado na pesquisa e pelos conhecimentos que foram necessários 

adquirir em função do tema de pesquisa, combinados com uma análise 

epistemológica e dos obstáculos existentes que possuem influência com sua 

evolução. 

Com relação a essa fase foram definidos como referenciais teóricos da 

pesquisa a Teoria da Instrumentação e a Teoria dos Registros de Representação 

Semiótica, apresentados antes no capítulo Referencial Teórico. O estudo do 
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objeto matemático função de uma variável real com várias sentenças será objeto 

de explanação no capítulo a seguir. 

No mesmo capítulo será proposto um estudo epistemológico levando em 

consideração uma abordagem histórica e conceitual de sua importância, 

contemplada pela evolução do conceito de função. 

No que tange à Fase 2, que trata da concepção e análise a priori das 

situações didáticas, pode-se afirmar que não está baseada, de acordo com 

Artigue (1995, p.38, tradução nossa) “apenas em um conhecimento geral de 

enquadramento teórico e ensino didático previamente adquiridas no campo de 

estudo, mas também em uma série de análises preliminares”. 

Dois tipos de variáveis são estudadas nos pressupostos da Engenharia 

Didática. As macro didáticas - relativas à engenharia geral, à organização e à 

gestão do meio. As variáveis micro didáticas são relativas à organização local da 

engenharia e relacionadas à organização da atividade ou sequência direcionada 

ao conteúdo, podendo ser definidas durante as atividades. 

A Fase 3 é definida pela aplicação das atividades. Na pesquisa, foram 

desenvolvidas duas atividades em quatro encontros, cada um com duração de 

100 minutos, que serão detalhadas a seguir, nos procedimentos metodológicos. 

Durante a aplicação das atividades, os comportamentos referentes à relação 

entre os alunos e os professores foram balizados pelo contrato didático.  

O contrato didático de acordo com Brousseau (1986, p.51 apud 

Almouloud, 2007, p.89) “é o conjunto de comportamentos que são considerados 

específicos por parte do professor e que são esperados pelos alunos e, de outro 

lado, um conjunto de comportamentos dos alunos que são esperados pelo 

professor”.   

A noção de contrato didático é importante, na medida em que são 

esperados momentos de devoluções, que poderão ser institucionalizados 

exclusivamente pelo professor no momento de finalização das atividades. 

Anteriormente a isso, os alunos estarão envolvidos na resolução da 

atividade, oportunidade em que poderão apropriar-se do artefato mobilizando e/ou 

construindo esquemas de utilização. 
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A Fase 4 é relativa à análise a posteriori. Essa fase é destinada à análise 

dos resultados obtidos na fase anterior. Nesse momento foi possível realizar a 

comparação entre os dados coletados com as análises feitas a priori e relacioná-

las com o referencial teórico. 

A seguir serão apresentados os procedimentos metodológicos que 

permitiram a organização das atividades com os alunos. 

Procedimentos metodológicos 

Durante a realização das atividades, os dados foram coletados por meio 

de gravação de áudio e vídeo. Observações foram realizadas no sentido de 

produzir possíveis devoluções nos momentos de institucionalização.  

As atividades que foram objeto de estudo com os alunos a respeito do 

artefato possuíram um caráter não obrigatório, sendo facultativa a participação. O 

objetivo das oficinas de Matemática e determinado pela instituição foi a de revisar 

temas matemáticos, tratados especialmente 1o ano do ensino médio, e em anos 

anteriores do ensino fundamental segundo ciclo.  

Durante o início do ano letivo, os alunos puderam inscrever-se nas 

oficinas com a condição de que estivessem no 2o e 3o anos do ensino médio. No 

primeiro encontro, eles foram organizados entre si, aleatoriamente, em duplas 

e/ou trios. No total, quinze alunos fizeram inscrição com o objetivo de participarem 

das oficinas e foram então organizados em seis duplas e um trio.  

Os encontros foram mensais, com duração de 100 minutos sem 

interrupções e ocorreram em uma sala de aula dentro do recinto escolar.  

No total foram realizadas duas atividades envolvendo o artefato estudado, 

em dois encontros para cada uma delas, o que representou 400 minutos 

destinados a esse trabalho. A divisão das atividades teve como objetivos 

possibilitar a construção das soluções dentro do tempo e a previsão de um 

momento para a institucionalização do conhecimento. 

A atividade 1 foi idealizada a partir de um exercício confeccionado pelo 

Prof. Dr. Saddo Almouloud e que, por sua vez, foi adaptado do exercício número 

5 da Colletion Mathématiques IPN, 9e année, (1991), Rep. De Mali, p. 157, 

HATIER Librairie (Apêndice A, p.149), que trata do conceito de função de uma 
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variável real com várias sentenças. Os objetivos da atividade 1 serão detalhados 

na análise a priori. Ela foi proposta originalmente para ser resolvida em três partes 

envolvendo o artefato, mas, devido ao planejamento referente ao tempo de 

realização, foi necessário distribuir as questões em dois encontros.  

A atividade 2, (Apêndice B, p151) também dividida em dois encontros, 

envolveu o artefato a partir de um problema prático do cotidiano sobre conta de 

luz. As contas de consumo - caso da conta de luz - são caraterizadas por 

possibilitar a utilização do conceito de funções de várias sentenças sendo, 

portanto, essa a razão de sua escolha. A atividade 2 foi inspirada em um material 

de uma oficina de apoio destinada a uma formação continuada para professores 

de matemática intitulada “Um xis em questão” que foi analisada na dissertação de 

mestrado de Bovo (2004). 

Os encontros estão abaixo detalhados no quadro 6. 

Quadro 6. Objetivos e datas dos encontros. 

Objetivo do encontro Data de realização 
Atividade 1, 1o Encontro : exercícios 1a,1b, 2a e 2b  19/03/2015 

Atividade 1, 2o Encontro: exercícios 3a e 3b  16/04/2015 
Atividade 2, 1o Encontro: exercícios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 21/05/2015 

Atividades 2, 2o Encontro: exercícios 9 e 10 29/06/2015 

O pesquisador interagiu com os sujeitos no sentido do esclarecimento dos 

procedimentos adotados para a resolução na atividade. Durante os encontros não 

foi possível contar com a dispor de ajuda de um professor auxiliar, por 

determinação da instituição. 

No decorrer dessa fase de coleta de dados, a fim de registrar imagens e o 

áudio das atividades, foram utilizados dois dispositivos eletrônicos (IPADs): um 

fixo, na mesa do professor, e outro de posse do pesquisador, que transitou pelos 

grupos com o objetivo de registrar os diálogos produzidos. Os grupos de 

discentes não puderam utilizar a função de gravação de seus smartphones, uma 

vez que não é permitida sua utilização na instituição.  

A seguir serão apresentados os estudos preliminares. Nesse capítulo 

pretende-se abordar o estudo do artefato no âmbito dos livros didáticos, a partir 
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do que é sugerido nos Parâmetros Curriculares Nacionais – PCN, bem como a 

realização de um estudo matemático a seu respeito.  
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3. ESTUDOS PRELIMINARES 

Neste capítulo serão apresentados os estudos referentes ao artefato 

função de uma variável real com várias sentenças. Tais estudos abordaram sua 

relevância a partir da perspectiva existente nos Parâmetros Curriculares 

Nacionais – PCN+, em livros didáticos e na Matemática.  

3.1 PARÂMETROS CURRICULARES NACIONAIS 

O artefato que foi objeto desta pesquisa não está diretamente abordado 

no documento PCN+. Existem, porém, diretrizes no documento com orientações 

sobre o ensino e a aprendizagem do conceito de função. 

O documento PCN+, elaborado pelo Ministério da Educação e do 

Desporto do Brasil, tem a finalidade de nortear os currículos de ensino médio das 

instituições escolares do país com propostas gerais. O documento entende que, 

no ensino médio, a Matemática deve ir além de seu caráter instrumental; deve 

“colocar-se como ciência com características próprias de investigação e de 

linguagem e com papel integrador importante junto às demais Ciências da 

Natureza”. (BRASIL, 2000, p.111). 

Com relação à aprendizagem, o documento sugere que esse processo 

deva ser realizado de forma contextualizada e integrada com outros 

conhecimentos, fazendo com que seja necessário um desenvolvimento de 

competências e habilidades com caráter formador, que deverão instrumentalizar e 

estruturar o pensamento do aluno, a fim de prepará-lo para enfrentar situações 

intelectuais. 

Para isso, três grandes competências são estabelecidas como metas: 

representação e comunicação, investigação e compreensão e contextualização 

das ciências no âmbito sociocultural. Dentre essas competências, inserem-se 

submetas matemáticas de características gerais. 

No âmbito da submeta representação e comunicação, quando o 

documento aborda a articulação dos símbolos e códigos de ciência e tecnologia, 

encontraram-se indícios claros de uma abordagem sobre função quando o 
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documento propõe que os currículos devem propiciar situações em que seja 

necessário 

selecionar diferentes formas para representar um dado ou conjunto de 
dados e informações, reconhecendo as vantagens e limites de cada uma 
delas; por exemplo, escolher entre uma equação, uma tabela ou um 
gráfico para representar uma dada variação ao longo do tempo, como a 
distribuição do consumo de energia elétrica em uma residência ou a 
classificação de equipes em um campeonato esportivo. (BRASIL, 2000, 
p.114). 

Na submeta investigação e compreensão, o documento menciona 

claramente o conceito de função, quando trata de interações, relações entre 

funções, invariantes e transformações, propondo que seja importante 

identificar regularidades em situações semelhantes para estabelecer 
regras, algoritmos e propriedades; por exemplo, perceber que todas as 
funções do segundo grau possuem o mesmo tipo de gráfico, o que 
implica propriedades de sinal, crescimento e decrescimento. Da mesma 
forma, ao identificar a regularidade de que é constante a soma dos 
termos equidistantes de uma progressão aritmética finita, estender essa 
propriedade a toda situação envolvendo progressões aritméticas e daí 
deduzir a soma de seus termos. (BRASIL, 2000, p.116). 

Finalmente, na terceira submeta, intitulada modelos explicativos e 
representativos, foram localizadas propostas com relação ao conceito de 

funções, quando da necessidade de  

interpretar, fazer uso e elaborar modelos e representações matemáticas 
para analisar situações; por exemplo, utilizar funções ou gráficos para 
modelar situações envolvendo cálculos de lucro máximo ou prejuízo 
mínimo; utilizar ferramentas da estatística e probabilidade para 
compreender e avaliar as intenções de votos em uma campanha eleitoral 
ou, ainda, optar entre modelos algébricos ou geométricos para obter 
determinadas medições de sólidos. (BRASIL, 2000, p.117). 

Posteriormente a essas proposições, o documento passa a fazer 

sugestões a respeito do que é definido como temas estruturadores de 

Matemática. Trata-se, na verdade, de especificar qual conteúdo e em qual série 

do ensino médio poderiam ser abordados. A fim de organizar os diferentes 

conceitos, foram propostos três temas estruturadores: a) Álgebra: número e 

funções; b) Geometria e medidas e c) Análise de dados. 

No tema estruturador denominado Álgebra: números e funções, há uma 

abordagem a respeito do estudo do conceito de função, destacando-se 

inicialmente sua relevância. O documento entende que o estudo de funções 
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possibilita ao aluno adquirir a linguagem algébrica como uma ferramenta para sua 

utilização na linguagem das ciências. Além disso, o conceito de funções é 

importante, pois além de possibilitar a expressão da relação de grandeza e 

modelagem de situação-problema, favorece a construção de modelos descritivos 

de diversos fenômenos, fazendo com que seja possível conectá-lo com outros 

conceitos dentro da Matemática e fora dela. 

O PCN+ também menciona o fato de que o ensino de funções encarado 

de uma maneira mais tradicional propõe como pré-requisitos o estudo dos 

números reais e de conjuntos e suas operações, para, posteriormente, definir 

relações que possibilitarão identificar as funções como particulares relações. O 

ensino pode ser iniciado  

diretamente pela noção de função para descrever situações de 
dependência entre duas grandezas, o que permite o estudo a partir de 
situações contextualizadas, descritas algébrica e graficamente. Toda a 
linguagem excessivamente formal que cerca esse tema deve ser 
relativizada e em parte deixada de lado, juntamente com os estudos 
sobre funções injetoras, sobrejetoras, compostas e modulares. (BRASIL, 
2000, p.121). 

Um levantamento a respeito das visões tradicionais e outras abordagens 

sobre o ensino de função que englobam o artefato estudado nesta pesquisa será 

apresentado, neste capítulo, quando do estudo do artefato.  

Um ponto importante tratado pelo PCN no tema estruturador Álgebra: 

números e funções diz respeito às aplicações do conceito de funções. O 

documento chama a atenção para que sejam produzidas situações didáticas que 

favoreçam uma contextualização, de modo que o aluno possa aprender o 

conceito de funções. Nessa direção, situações que envolvam problemas do 

cotidiano, das formas gráficas utilizadas, por exemplo, nas diferentes mídias, 

podem ser maneiras de favorecer a aprendizagem e fazer com que se 

desenvolvam olhares mais críticos e analíticos. É o caso do uso do conceito de 

função para descrever fenômenos de dependência entre grandezas. 

Pode-se dizer que, de maneira sumarizada, com relação a essa unidade 

temática, o documento preocupa-se especificamente em propor a utilização do 

conceito de funções, quando seja necessário utilizar a linguagem algébrica nas 
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ciências para expressar a relação entre grandezas, modelar situações-problema, 

associando-o a exemplos da vida cotidiana. Além disso, propõe associá-lo ao uso 

de gráficos, à leitura e interpretação de diferentes linguagens e a representações, 

que compreendam variação de grandezas e identificação de regularidades 

existentes nas expressões matemáticas, bem como estabeleçam relações entre 

variáveis. 

Com relação à função relativa ao trabalho escolar, o PCN+ propõe que, 

no 1o ano do ensino médio, o conceito seja desenvolvido, de acordo com a figura 

5 abaixo. 

Figura 5 - PCN+: proposições de conteúdo curricular 

 

Fonte: (BRASIL, 2000, p.129). 

Por fim, com relação às estratégias de ação curriculares para o 

desenvolvimento do conceito, o PCN+ sugere que se desenvolvam, por meio de 

resolução de problemas, trabalhos em grupo que deem relevância à 

comunicação. 
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A seguir será apresentada a pesquisa feita em livros didáticos que fazem 

uma abordagem didática a respeito do artefato. 

3.2 LIVRO DIDÁTICO 

O critério utilizado para a escolha dos livros didáticos que foram objeto de 

análise na pesquisa centrou-se unicamente no fato de o conteúdo do artefato 

estar presente na obra. A razão dessa escolha foi o fato de que em muitos livros o 

conceito de função de uma variável real com várias sentenças não é tratado, 

como é o caso das seguintes obras:  

- Matemática fundamental: uma nova abordagem, de José Ruy 

Giovanni, José Ruy Giovanni Junior e José Roberto Bonjorno, 

volume único, 2a edição, São Paulo, FTD, 2011; 

- Matemática contexto e aplicações, de Luis Roberto Dante, 

volume único, 3a edição, São Paulo, Editora Ática, 2011; 

- Matemática 1o Ano, de Claudia Oliveira de almeida Santos, 

Lullez de Pinho e Julio Kiyokatzu, Editora EDEBE, 2014. 

Já os critérios para análise do conteúdo referente ao tratamento do 

artefato nos capítulos localizados nas obras foram selecionados de acordo com 

os propostos por Rossini (2006). Tais critérios foram utilizados para a análise de 

livros didáticos na pesquisa da autora, destinados ao estudo de capítulos de livros 

que tratam do tema função. Entende-se, portanto, que o uso dessas ferramentas 

de análise pode ser estendido à função de uma variável real com várias 

sentenças. Não foram utilizados todos os critérios elaborados pela autora, já que, 

dentre eles, existem alguns referentes exclusivamente à função quadrática, ou 

ainda à manipulação de material concreto, que não são objeto desta pesquisa. 

Assim, os critérios escolhidos que têm relação com o artefato são os seguintes: 

Conceituar função em termos conjuntistas:  

- Conceituar função como relação entre grandezas; 

- Identificar variável dependente e independente; 

- Conceituar função como máquina; 
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- Conceituar função como padrão de regularidade de sequências 

numéricas ou geométricas; 

- Conceituar função como expressão analítica; 

- Apresentar textos científicos ou extraídos de jornais ou revistas. 

Conceituar função em termos conjuntistas reflete uma tendência da 

Matemática que preconiza um excesso ao formalismo e ênfase à Teoria dos 

Conjuntos. 

Segundo a autora a concepção, relativa ao conceito de interdependência 

de grandezas, pode ser definida como sendo: 

A e B conjuntos, uma função de A em B é uma correspondência que a 
cada elemento x de A associa um único elemento B. A é chamado de 
domínio da função. Se designarmos por f a função, o elemento y é 
indicado por y = f (x). (BOULOS, 1999, p.22 apud ROSSINI, 2006, p.62). 

Assim, pode-se dizer que x é a variável independente, e y, como depende 

de x, é a variável dependente. A concepção de função associado a uma máquina 

de entrada e saída é, usualmente, definido por meio do uso de diagramas como 

podemos ver na figura 6. Associar função a uma máquina possibilita entender o 

conceito como a de uma fábrica, e seu processo de elaboração, como um 

produto.  

Figura 6 - Máquina de entrada e saída de uma função 

 

Fonte: Produção do Pesquisador. 

Expressar analiticamente uma função pressupõe apresentar uma relação 

de dependência entre variáveis por meio de equações. De acordo com Rossini 

(2006), Descartes foi o primeiro a fazê-lo quando se defrontou com um problema 

de aplicação da álgebra à geometria. Essa concepção teve várias contribuições 

ao longo do tempo, como a de Lobatchevsky, em 1834, em que a 
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concepção geral exige que uma função de x seja denominada um 
número que é dado para cada x e que muda gradualmente ao mesmo 
tempo em que x. O valor da função pode ser dado por uma expressão 
analítica, seja por uma condição que dá um meio de testar todos os 
números e selecionar um deles; ou finalmente, a dependência pode 
existir mas permanecer desconhecida. (LOBATCHEVSKY 1951, p.44, 
apud ROSSINI, 2006, p.48). 

A abordagem conceitual que apresenta função como padrão de 

regularidade em sequências numéricas e geométricas é um processo de 

generalização que passa pelo processo de descoberta de um padrão que leve à 

construção de uma fórmula que explique uma determinada situação. No 

geométrico, uma etapa inicial desse processo está relacionada à visualização da 

figura com a posterior manipulação a fim de construir a fórmula. 

O primeiro livro didático pesquisado que faz uma abordagem a respeito 

do artefato é Matemática, ciência e aplicações, volume 1, da coleção Conecte, da 

Editora Saraiva, cujos autores são Gélson Iezzi et al. (2012). Trata-se de uma 

coleção de três volumes, e o volume 1 traz o conteúdo proposto para ser 

desenvolvido durante o 1o ano do ensino médio. Essa obra foi adotada como livro 

didático para o ensino de Matemática na instituição cujos alunos estiveram 

envolvidos com esta pesquisa. A função definida por mais de uma sentença é 

tratada no capítulo 6 do livro, que discorre sobre a função modular. O estudo de 

funções foi desenvolvido em capítulos anteriores. A abordagem a respeito do 

artefato foi construída por meio de alguns exemplos.  

Um desses exemplos trata de uma conta de água de uma residência 

qualquer (figura 7), em que o consumo foi de 17 m3 de água. O exemplo 

menciona que, além do valor a pagar, a conta informa como proceder para o 

cálculo em função do consumo de água por metro cúbico (m3). Existe então uma 

tarifa mínima e diferentes faixas de tarifação. 
Figura 7 - Conta de água 

 
Fonte: Iezzi et al. (2012, p.163). 
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A partir das informações existentes na conta, percebe-se que à medida 

que o consumo aumenta, o valor do metro cúbico de água fica mais caro. Em 

seguida, pergunta-se qual seria o valor da conta se o consumo dobrasse, ou seja, 

passasse a 34 m3 de água. 

Dessa forma, consultando a tabela, é possível estabelecer as relações 

que caracterizam a função com suas sentenças: 

- Nos primeiros 10 m3 = 6,00; 

- De 11 m3 a 20 m3 = 0,93 . 10 = 9,30; 

- De 21 m3 a 34 m3 = 2,33 . 14 = 32,62. 

Portanto o valor da conta seria: 6,00 + 9,30 + 32,62 = 47,92 

O objetivo do exemplo foi construir sentenças a partir das informações 

existentes na tabela, em que foi possível relacionar as duas variáveis existentes 

no problema. O exemplo é uma forma de chamar a atenção para a necessidade 

de um consumo mais consciente da água, conforme mencionado no livro, 

privilegiando famílias cujo consumo menor tem tarifas mais baixas.  

Trata-se de um exemplo colhido a partir do cotidiano, preconizado nos 

PCNs+ e similar à atividade 2 desta pesquisa sobre conta de luz. De acordo com 

as categorias de análise a respeito do conceito de função propostas por Rossini 

(2006), o exemplo explora a função em termos conjuntistas, pois permite verificar 

se as relações dadas são funções. Também permite utilizar a relação de 

grandeza, pois é possível descobrir a fórmula a partir da tabela e identificar a 

variável dependente e independente.  

Em outro exemplo, o artefato é estudado em situação que exige a 

construção de um gráfico. 

O exemplo pede que seja construído o gráfico da função 𝑓:  ℝ → ℝ 

definida por 𝑓 𝑥 = 1, 𝑠𝑒  𝑥 < 0
𝑥 + 1, 𝑠𝑒 𝑥 ≥ 0 . 

As categorias de análise observadas nesse exemplo são as que exploram 

o conceito em termos conjuntistas, pois é necessário calcular o domínio da 

função, determinar o conjunto imagem da mesma, e, ainda, justificar se o gráfico 

representa (ou não) a função (figura 8).  
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Figura 8 - Gráfico de uma função de várias sentenças 

 

Fonte: Iezzi et al (2012, p. 165). 

Observou-se ainda uma série de quinze exercícios propostos nas páginas 

164, 165 e 166, sem grandes inovações se comparados aos dois exemplos 

anteriormente mencionados. Em geral, solicita-se a construção de um gráfico a 

partir das expressões analíticas fornecidas, ou ainda a construção da função de 

várias sentenças da maneira como o livro trata o conceito, isto é, a partir de um 

contexto similar ao primeiro exemplo. Foi também possível observar dois 

exercícios na página 166 que solicitam a construção da lei que define a função, a 

partir de um gráfico.  

Não foram localizadas situações claras em que o conceito fosse 

apresentado como máquina de entrada e saída. A existência das várias 

concepções sobre o conceito de função na obra permite supor que os alunos as 

mobilizaram por meio de esquemas de utilização durante as atividades. 

No livro didático Conexões com a Matemática, volume único, cuja 

organizadora é Juliane Matsubara Barroso (2012) o artefato foi mencionado num 

capítulo destinado ao estudo de Funções, intitulado “Funções definidas por mais 

de uma sentença”. O exemplo mencionado foi da seguinte situação: 

Dado que f: ℝ à ℝ , tal que   𝑓 𝑥 = −𝑥 − 1, 𝑠𝑒 𝑥 ≤ 0
𝑥! − 1, 𝑠𝑒 𝑥 > 0, pede-se  que se 

observe que se o comportamento do gráfico, conforme a Figura 9, abaixo varia de 

acordo com o intervalo do domínio: 
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Figura 9 - Gráfico de uma função com vária sentenças 

 

Fonte: Produção do Pesquisador. 

O domínio D(f) = ℝ, a imagem Im (f) = {y ∈ ℝ | y ≥ -1}, f é decrescente em 

] - ∞, 0], f é crescente em {0, + ∞[, f é positiva em ] - ∞, 1[ e ]1, + ∞[, f é negativa 

em ]-1, 1[ e os zeros de f são -1 e 1. 

De acordo com as categorias de análise a respeito do conceito de função 

propostas por Rossini (2006), o exemplo explora a função com muita ênfase na 

visão conjuntista, já que permite utilizar diagrama de flechas, determinar o 

domínio da função, determinar a imagem e justificar por que o gráfico representa 

a função. É também possível observar a conceituação da função por meio da 

relação entre grandezas quando se relaciona o gráfico a partir da lei. 

Os exercícios propostos na página 58 da obra são similares ao único 

exemplo (acima mencionado), com exceção de dois outros exercícios. O primeiro 

solicita a construção de um gráfico a partir de um conjunto de sentenças que são 

fornecidas, e o segundo a construção de sentenças a partir de um problema 

similar ao da problemática encontrada em uma conta de água. Também nesses 

exercícios, uma ênfase acentuada no critério conjuntista foi observada. 

Livros didáticos que tratam de cálculo também integram essa pesquisa. 

Na obra Pré-cálculo, de Adami et al., existe um subcapítulo inserido no capítulo 

funções, denominado “Funções definidas por mais de uma sentença”. De acordo 

com Adami et al. (2015, p.48), “é necessário mais de uma expressão algébrica 

para f para o cálculo da imagem de x, dependendo do intervalo em que o valor de 

x está”. Para esse tipo de função, as autoras definem como definida por mais de 
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uma sentença ou por partes. Como exemplo ilustrativo, porém pertinente, as 

autoras colocam a seguinte situação:  

Um elevador é construído segundo as seguintes especificações: para 
cargas de massa x menor ou igual a 900 kg, são usados cabos de aço 
de aço de diâmetro d = 18 mm. Para cargas de massa x maior que 900 
kg, são usados cabos de aço de diâmetro d = !

!"
 (mm). a) Determine o 

diâmetro do cabo de aço d para cargas x iguais a 100, 500, 890, 900, 
910 e 1000 kg. b) Escreva uma expressão que relaciona o diâmetro do 
cabo d em função da massa x e c) Desenhe o gráfico de d = d(x). 
(ADAMI et al., 2015, p.48). 

Para resolver o item a, a solução proposta indica que, para as cargas x 

iguais a 910 e 1000 kg, os diâmetros correspondem a !"#
!"
= 18,2 𝑚𝑚 e !"""

!"
=

20 𝑚𝑚. As demais são fixas e iguais a 18 mm. Com relação ao item b, a função 

definida por partes é a seguinte: 

𝑑 𝑥 =
18, 0 ≤ 𝑥 ≤ 900

𝑥
50 , 𝑥 > 50  

Os gráficos solicitados, de acordo com as Figuras 10 e 11, no item c são 

os seguintes:  

Figura 10 - Gráfico de função 1 

 

Figura 11 - Gráfico de função 2 

 

Fonte: Adami et al. (2015, p.48). 

As categorias de análise observadas nesse exemplo exploram o conceito 

em termos conjuntistas quando é necessário, por exemplo, justificar se o gráfico 

representa (ou não) a função.  
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Outro critério é o de conceituar a função como relação de grandeza, pois 

é necessário verificar se y aumenta, se x também aumenta ou ainda construir o 

gráfico a partir da lei. Os exercícios propostos no capítulo seguem a mesma 

dinâmica do exemplo anterior e exploram todos os critérios de seleção, com 

exceção daquele que conceitua a função como máquina.  

Em outro livro de cálculo, chamado Cálculo, volume 1 , cujo autor é J. 

Stewart, o artefato também é tratado dentro do capítulo funções. Segundo Stewart 

(2010, p.18), “uma função chamada f pode ser definida por várias sentenças 

abertas, cada uma das quais está ligada a um Domínio Di contido no domínio da f 

”. O autor apresenta essa definição e, em seguida, apresenta alguns exemplos 

para ilustrar sua aplicação. 

Um dos exemplos apresentados envolve funções definidas por várias 

sentenças, que estão sendo formuladas por meio de fórmulas distintas em 

diferentes partes de seu domínio: 

“Seja f a função definida por: 

𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥 𝑠𝑒 𝑥 ≤ 1
𝑥! 𝑠𝑒 𝑥 > 1  

Calcule f(0), f(1) e f(2) e esboce o gráfico”. (STEWART, 2010, p.18) 

A estratégia que leva à solução a solução é a seguinte: 

- Uma vez que 0 ≤ 1, tem-se que f(0) = 1 – 0 =1; 

- Uma vez que 1 ≤ 1, tem-se que f(1) = 1 – 1 = 0 e 

- Uma vez que  2 > 1, tem-se que f(2) = 22 = 4.  

Com relação ao esboço do gráfico, tem-se de acordo com a Figura 12: 

Figura 12 - Esboço do gráfico de uma função de várias sentenças 

 

Fonte: (Stewart 2010, p.18). 
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As categorias de análise observadas nesse exemplo são exatamente as 

mesmas do livro anterior e também exploram o conceito em termos conjuntistas 

quando é necessário, por exemplo, justificar se o gráfico representa a função.  

Outro critério é o de conceituar a função como relação de grandeza, pois 

é necessário verificar se y aumenta, se x aumenta ou ainda construir o gráfico a 

partir da lei. Também está presente o critério de identificação da variável 

dependente e independente e a necessidade de expressá-la como expressão 

analítica já que é possível construir, em um mesmo plano cartesiano, os gráficos 

das duas expressões.  

De acordo com os critérios que estão sendo utilizados nesta análise, 

baseados em Rossini (2006), não foram localizados muitos exercícios específicos 

sobre o artefato, porém os encontrados exploram todos os critérios de seleção, 

com exceção ao de conceituar a função como máquina. 

A seguir serão apresentados estudos matemáticos que foram realizados 

abordando o artefato, além de pesquisas a seu respeito envolvendo fenômenos 

didáticos que os cerca. 

3.3 ESTUDO DO ARTEFATO 

Não foram encontrados muitos estudos matemáticos específicos a 

respeito do artefato. Existem, no entanto, algumas poucas pesquisas mais 

recentes, que formalizam o conceito matemático de função de várias sentenças e 

serão tratadas mais adiante. 

O conceito de função de uma variável real com várias sentenças 

obviamente está relacionado ao de função e não pode ser tratado de maneira 

dissociada dele. Isso vai ao encontro do que afirma Rossini (2006, p.58): “as 

funções definidas por mais de uma sentença tiveram um papel importante na 

história do conceito de função”.  

Segundo Howard (2011, p.660), “a palavra função, na sua forma latina 

equivalente, parece ter sido introduzida por Leibnitz em 1694”, com o objetivo 

inicial de expressar qualquer quantidade associada a uma curva, como, por 
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exemplo, as coordenadas de um ponto da curva, a inclinação de uma curva e o 

raio de curvatura de uma curva.  

O conceito de função é, segundo Ponte (1992, p.3, tradução nossa), 

“considerado como um dos mais importantes em toda a Matemática” tornando-se 

central em seu desenvolvimento.  

Assim, é necessário pontuar de maneira categórica que a evolução do 

conceito matemático de função de uma variável real com várias sentenças está 

diretamente atrelado ao desenvolvimento que ocorreu com o de função ao longo 

da história. 

Conforme Youschkevith (1981, p.9) apud Rossini (2006, p.32), “as 

principais etapas do desenvolvimento do conceito de função, até a metade do 

século XIX, compreendem: a Antiguidade, a Idade Média, a Modernidade.” 

Durante a Antiguidade, na época dominada por Alexandria, os cientistas 

utilizavam regras de interpolação e tabelas, enquanto que na Grécia antiga os 

problemas relacionados à Matemática utilizavam interpolação linear. 

Na Idade Média, segundo Rossini (2006, p.36), “o estudo das funções 

temporais na teoria das latitudes alcançou grande renome durante o século XV e 

metade do século XVI.” 

No período moderno, diversas contribuições alavancaram o conceito de 

função, destacando as ideias de Descartes sobre equação em X e Y que mostram 

dependência, as relações entre grandezas variáveis de Jean Bernoulli, a 

expressão analítica de Euller, a correspondência de Dirichelet, a condição para 

testar os números de Lobatchevsky, e ainda a correspondência entre elementos 

de dois conjuntos, obedecendo a duas condições de Bourbaki. 

Por volta de 1718, Johann Bernoulli havia chegado a considerar função 

como uma expressão qualquer formada de uma variável e algumas constantes. 

Logo em seguida,  

Euler considerou uma função como uma equação ou fórmula qualquer 
envolvendo variáveis e constantes. O conceito de Euler se manteve 
inalterado até que Joseph Fourier (1768-1830) foi levado a considerar, 
em suas próprias pesquisas sobre a propagação do calor, as chamadas 
séries trigonométricas. (HOWARD, 2011, p.661). 
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Na tentativa de oferecer uma definição de função ampla o suficiente, a 

ponto de englobar essa forma de relação, Lejeune Dirichlet (1805-1859) chegou à 

seguinte formulação:  

Uma variável é um símbolo que representa qualquer dos elementos de 
um conjunto de números; se duas variáveis x e y estão relacionadas de 
maneira que, sempre que se atribui um valor a x, corresponde 
automaticamente, por alguma lei ou regra, um valor a y, então se diz que 
y é uma função (unívoca) de x. A variável x, à qual se atribuem valores à 
vontade, é chamada variável independente e a variável y, cujos valores 
dependem dos valores de x, é chamada variável dependente. Os valores 
possíveis que x pode assumir constituem o campo de definição da 
função e os valores assumidos por y constituem o campo de valores da 
função. (HOWARD, 2011, p.661). 

Em 1970, Charles trouxe à luz a ideia de que uma função definida por 

mais uma lei de correspondência e em intervalos diferentes também pode ser 

representada por uma única expressão. 

De acordo com Chumpitaz (2013, p.44, tradução nossa), Euller, discípulo 

de J. Bernoulli (1667-1748), sugeriu uma forma analítica do conceito de função 

com várias sentenças, sem “deixar claro, entretanto, a maneira como devem-se 

constituir essas funções a partir da variável independente”. Ainda segundo o 

autor, durante a Modernidade, A. Cauchy (1774-1857) debateu o exemplo da 

expressão 𝑥! , apresentando-a como uma função de várias sentenças e, ainda, 

o caso de  

Direchlet: “se uma função é variável e está relacionada com outra 
variável x de tal maneira que sempre se atribui um valor numérico a x 
existindo uma regra segundo a qual fica determinado um único valor de 
y, então diz-se que y é uma função da variável independente x. 
(CHUMPITAZ, 2013, p.44) 

Dessa forma, utiliza-se a regra de correspondência para expressar a 

função, ou seja: 

𝑓 𝑥 = 𝑐 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 é 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙
𝑑 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑥 é 𝑖𝑟𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 

As definições que são atualmente aceitas estão baseadas nas 

contribuições de Dirichlet. De acordo com Carette (2007, p.77, tradução nossa), 

“parece não existir alguma referência que trate de uma formalização a respeito do 

conceito de função de várias sentenças” e acrescenta que: “a notação usual a 
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respeito é tão sugestiva que ninguém pensou em questionar se o conceito já 

tivesse sido devidamente definido”. 

Especificamente em relação a um conceito formal para função de várias 

sentenças, encontramos em Chumpitaz (2013, p.45) uma definição.  

Incialmente o autor fixa um família de funções, definindo-a da seguinte 

maneira: 𝐹 ⊂ {𝑓:ℝ → ℝ},  que são denominadas funções básicas. Além disso, 

uma família Y de subconjuntos não vazios de ℝ,𝑌 ⊂ 𝑃 ℝ . 

P representa o conjunto das partes, ou seja, todos os subconjuntos de ℝ 

e Y, a família de subconjuntos das partes. 

Assim, apresenta a seguinte definição formal: 

Quadro 7: adaptado de (CHUMPITAZ, 2013, p.45, tradução nossa). 

Uma função 𝑓:𝐴 → ℝ, onde 𝐴 ⊆  ℝ é uma função definida por várias 
sentenças, se existe um grupo ou família de funções {𝑓!:𝐴! → ℝ}!∈! de 
forma 𝑓! = 𝑓|!!, onde 𝑓 ∈ 𝐹 ,𝐴! ∈ 𝑌, 𝑖 ∈ 𝐼 , e I = índices. De modo que: 

 

I. 𝑓 𝑥 = 𝑓!  𝑠𝑒 𝑥 ∈  𝐴! , 𝑖 ∈ 𝐼  (propriedade da regra por sentenças) 

II. 𝐴 =  𝐴!!∈!  (propriedade do domínio)  

III. 𝐴!⋂𝐴! =⊘ para i , j ∈ I, i ≠ j(propriedade da não sobreposição) 

IV. Dados i, j ∈  I, i ≠ 𝑗, 𝑓! = 𝑓 𝐴! , 𝑓! = 𝑔 𝐴!𝑐𝑜𝑚𝑓,𝑔 ∈ 𝐹, 𝑡𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑓 ≠ 𝑔 
(propriedade da não redundância). 

A referência que o autor faz a 𝛪  significa que se trata dos índices 

enumeráveis aos conjuntos dos números naturais, inteiros, racionais e qualquer 

conjunto finito. Além disso, | está relacionado a uma restrição, ou seja, neste 

caso, a Ai. Com relação à propriedade III, trata-se do domínio de função distinta à 

intersecção, que, no caso, é vazio. A propriedade IV garante que não existirão 

sentenças iguais na função. 

A fim de pôr em prática a validade da proposição, o autor parte do 

seguinte exemplo: 

𝑓 𝑥 =
𝑥! + 1, 𝑥 ≤ −2

4,−1 ≤ 𝑥 ≤ 3
2𝑥 − 3, 𝑥 ≥ 5
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Trata-se de uma única função, embora a regra de correspondência seja 

apresentada em três sentenças. Nesse caso, segundo o autor: 

- Uma sentença é utilizada para os números reais menores que 2; 
- Uma segunda sentença para os números reais que verificam o intervalo 

−1 ≤ 𝑥 ≤ 3; 
- Uma terceira sentença para os números maiores ou iguais a 5; 
- O domínio de f é a união ] -∞, -2] ∪ [-1,3] ∪ [5, ∞]; 
- Se x = - 8 a regra indica que x é elevado ao quadrado somado a uma 

unidade; 
- Se x = 8, a regra indica que x deve ser multiplicado por 2 e sobram três 

unidades. (CHUMPITAZ, 2013, p.46, tradução nossa). 

O exemplo comprova os argumentos propostos pelas propriedades, na 

medida em que delimita a existência do domínio por meio da propriedade II 

relativa à união, menciona a preocupação com a intersecção ao avaliar as raízes 

8 e – 8 e delimita a existência de apenas essas três sentenças para definir a 

função f. 

As quatro propriedades que definem matematicamente o artefato função 

de uma variável real com várias sentenças propostos por Chumpitaz (2013) são 

seus invariantes operatórios. A evolução dos teoremas e conceitos-em-ato 

elaborados pelos sujeitos durante a ação de resolução das atividades propostas 

determinarão seu grau de aprendizagem. 

Em outros trabalhos, como os artigos de Caravantes et al. (2002), e Lucas 

et al. (2010), o tema é tratado no âmbito da matemática aplicada, com 

implicações em álgebra computacional, por meio da utilização de algoritmos 

centrados na conjectura de Pierce-Birkhoff.  

A conjectura se aplica aos casos em que os polinômios são de ordem 1 e 

2, continuando aberta para os casos maiores ou iguais a 3, e parte do princípio 

que uma função: 

f: ℛ n à ℛ  é dita polinomial com várias sentenças, se existir uma 
decomposição finita de ℛn em conjuntos semi-algébricos fechados Si e 
polinômios fi, tais que para todo i a restrição de f a Si coincide com fi. A 
conjectura de Pierce-Birkhoff diz que toda a função polinomial com 
várias sentenças pode ocorrer com um máximo de mínimo de um 
coleção finita de polinômios, ou seja, existem polinômios fij tais que f = 
maximinj fij. (LUCAS et al., 2010, p.13, tradução nossa). 

A seguir, serão apresentadas as análises dos dados obtidos a priori e a 

posteriori durante as atividades e as discussões realizadas com os alunos. 
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4	APLICAÇÃO,	ANÁLISE	DOS	DADOS	E	DISCUSSÃO		

Neste capítulo serão apresentados o conteúdo programático de 

Matemática da instituição onde se realizou a pesquisa, bem como as informações 

a respeito dos sujeitos envolvidos, a descrição das atividades que foram 

planejadas e as análises a priori e a posteriori. 

4.1 CONTEÚDO PROGRAMÁTICO DE MATEMÁTICA DA INSTITUIÇÃO  

No Planejamento Pedagógico de Matemática da instituição (Anexo A, 

p.155) não existe qualquer menção direta com relação ao estudo do artefato no 

conteúdo programático a ser desenvolvido no 1o ano do ensino médio, ocasião 

em que o documento prevê o estudo de função no 1o e 2o períodos do ano letivo. 

Nos anos seguintes do ensino médio, 2o e 3o anos, também não está prevista 

qualquer abordagem. 

No 1o ano, o conteúdo previsto e que precede a abordagem sobre função 

pressupõe o estudo das noções básicas sobre conjuntos, operações com 

conjuntos, problemas que envolvem conjuntos, conjuntos numéricos e intervalos 

numéricos. Logo em seguida, o programa da disciplina prevê o estudo do conceito 

de função. Estão previstos o desenvolvimento da ideia de função, seu conceito 

matemático, domínio, contradomínio, imagem e gráfico. É após essa abordagem 

que o programa toca no estudo específico de cada função, ou seja, a inversa, a 

composta e a modular. 

Foi observado que o desenvolvimento dos conteúdos, da maneira como 

foi planejado e descrito anteriormente, também está de acordo com o previsto no 

livro didático adotado pela instituição, que prevê a abordagem da função de várias 

sentenças quando do estudo da função modular. A análise desse livro foi tratada 

no capítulo anterior. 

Tal análise permitiu concluir que não há uma formalização do conceito 

matemático do artefato. Porém, por meio dos exemplos que foram resolvidos na 

obra e compreendem o artefato, foi possível constatar que a noção de função foi 
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explorada. Isso ficou evidente quando foram identificadas as noções com caráter 

conjuntivistas, relação de grandeza e analiticamente. Da mesma forma, 

contemplam-se as propriedades que foram propostas por Chumpitaz (2013), com 

exceção da referente a domínio.  

O conjunto de exercícios existentes da obra abrange todas as categorias 

de análise para função que foram definidas nesta pesquisa, a partir da 

contribuição de Rossini (2006), com exceção de sua expressão como máquina de 

entrada e saída. Todas as definições acerca do conceito matemático do artefato, 

propostas por Chumpitaz (2013), estão abordadas no livro. Por fim, se 

comparadas com as propostas existentes no documento do PCN+, pode-se dizer 

que a instituição contempla as sugestões relativas ao 1o ano do ensino médio no 

que se refere ao estudo do conceito de função.  

É possível inferir, portanto, que embora o estudo da função de uma 

variável real com várias sentenças não esteja presente no conteúdo programático 

da disciplina previsto na instituição, os sujeitos possam ter desenvolvido um nível 

de instrumentalização já que o livro didático utilizado pela instituição propiciou sua 

abordagem por meio de exemplos e exercícios propostos.  

4.2 OS SUJEITOS DA PESQUISA 

Duas atividades foram desenvolvidas com uma turma de quinze alunos do 

2o e do 3o ano do ensino médio. O grupo foi dividido em seis duplas e um trio. 

Não foi estabelecido qualquer critério para a formação dos grupos, objetivando a 

livre integração entre os alunos. Os sujeitos foram comunicados de que a 

atividade seria objeto de pesquisa acadêmica por parte do pesquisador. 

Do grupo de quinze alunos foi escolhido o trio para o estudo da Gênese 

Instrumental, em razão de acreditarmos que nesse grupo havia maior 

possibilidade de interação entre os sujeitos, o que favoreceria principalmente a 

construção dos esquemas de utilização. 

Os nomes empregados nesta pesquisa são fictícios e servem apenas 

para o propósito de identificação, enquanto que a série cursada pelos sujeitos 

corresponde à realidade. Dessa forma, o trio de alunos foi formado por:  
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• João, aluno do 2o ano: estudou em Portugal até o final do ensino 

fundamental segundo ciclo. Ingressou na instituição no primeiro 

ano do ensino médio; 

• Maria, aluna do 3o ano: estuda na instituição desde o 6o ano do 

ensino fundamental segundo ciclo; 

• José, aluno do 3o ano: ingressou na instituição no 1o ano do ensino 

médio, tendo cursado o ensino fundamental em uma outra escola 

privada de porte médio na cidade de São Paulo. 

4.3 DESCRIÇÃO DA APLICAÇÃO DAS ATIVIDADES 

Como já afirmado, foram realizadas duas atividades, cada uma com dois 

encontros, totalizando quatro encontros. A razão dessa divisão está relacionada 

ao tempo, já que cada encontro teve 100 minutos. Outro motivo diz respeito à 

otimização do trabalho, no sentido de propiciar aos alunos um tempo suficiente 

para a elaboração do que lhes foi proposto e, por fim, a permitir a eles o 

entendimento de que a função do artefato pudesse evoluir a cada atividade 

realizada. 

A atividade 1 foi subdividida em sete partes: as quatro primeiras foram 

realizadas no primeiro encontro, e as três outras, no seguinte. Na atividade foi 

possível observar a construção de funções de uma variável real com várias 

sentenças, por meio da utilização de alguns conteúdos matemáticos, cujo 

contexto foi o da Geometria Plana, como apresentado no quadro 8. 

A atividade 2 foi subdividida em seis partes, sendo que foram previstas 

três atividades para cada encontro.  

O contexto da atividade 2 possibilitou o estudo da Gênese Instrumental da 

função de uma variável real com várias sentenças por meio da utilização de um 

exemplo do cotidiano: a conta de luz.  
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Quadro 8. Detalhamento da Atividade 1. 

Atividade 1: Encontros 1 e 2 

Exercício 1 , 2 e 3 

(Partes a, e b) 

Conteúdo matemático 

existente na atividade 

Possíveis esquemas de 

utilização mobilizados 

Conversões e/ou 

Tratamentos de 

Registros 

Semióticos 

 Figura geométrica plana 

do quadrado, triângulo, 

trapézio e losango: 

características e 

propriedades. Área de 

figuras plana do 

quadrado, triângulo, 

trapézio e losango. 

Conceitos básicos de 

geometria analítica e de 

trigonometria. Funções, 

Domínio, Imagem, 

Intervalo e estruturas 

aditivas e multiplicativas. 

Construção de gráfico 

As noções de 

segmento, do 

quadrado, triângulo e 

trapézio e as medidas 

de suas áreas. 

Domínio, Imagem e 

Intervalo. Função. 

Noção de seno de um 

ângulo. 

Construção de gráfico 

de uma função 

Conversões (das 

representações): 

no registro 

geométrico para o 

algébrico e 

tratamento no 

registro algébrico. 

Conversão no 

registro algébrico 

para o gráfico. 

Os conteúdos matemáticos previstos na atividade 2 que poderiam ser 

mobilizados por meio de esquemas de utilização e por registros de representação 

semiótica estão apresentados no quadro 9. 

Durante a dinâmica de funcionamento das atividades, observou-se que a 

troca de informações entre os sujeitos começou, em ambas as atividades, após 

eles a terem resolvido individualmente. O pesquisador tomou a iniciativa de 

encorajar as discussões por meio de perguntas.  

Embora tenha adotado a postura de mediação, em alguns momentos 

dessa atividade os alunos procuraram o pesquisador no sentido de esclarecer 

suas dúvidas. Nessa situação, o pesquisador tentou, por meio da utilização da 

lousa, algum tipo de sistematização, com o objetivo de encorajar os alunos a 

tomarem a si próprios a decisão de construir a solução do que estava sendo 
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proposto pela atividade. Em geral, a atitude do pesquisador limitou-se à circulação 

por entre os grupos, fomentando o debate. 

Quadro 9. Detalhamento da Atividade 2. 

  Atividade 2: Encontros 1 e 2 

Exercícios  

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

e 10 

Conteúdo matemático 

existente na atividade 

Possíveis esquemas de 

utilização mobilizados 

Conversões e/ou 

Tratamentos de 

Registros 

Semióticos 

 Função, Domínio, 

Imagem, Intervalo e 

construção de gráfico. 

Função, Domínio, 

Imagem, Intervalo e 

construção de gráfico 

de uma função, 

estruturas aditivas e 

multiplicativas. 

Conversões entre 

o registro de 

língua natural e 

algébrico e do 

algébrico para o 

gráfico. 

Conversões no 

registro algébrico. 

Não foi solicitado aos alunos, em nenhum dos encontros, que 

finalizassem qualquer atividade em casa, já que as etapas planejadas foram 

realizadas durante os encontros, e o objetivo foi observar a Gênese Instrumental 

in loco. 

A seguir serão descritas as análises das atividades feitas a priori e a 

posteriori. 

4.4 ANÁLISES A PRIORI E A POSTERIORI 

Baseadas na metodologia utilizada, as análises foram feitas respeitando a 

ordem de realização dos encontros. Essa organização ocorreu com o intuito de 

melhor acompanhar os fenômenos a serem observados, já que cada encontro foi 

realizado em dias diferentes.  

Durante as análises a priori, foram apresentadas as atividades 

acompanhadas de sua discussão prévia, baseadas nos referenciais teóricos 

relacionados a função de uma variável real com várias sentenças. 
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As análises a posteriori obedeceram a seguinte estrutura: 1o) relato das 

ações produzidas pelos sujeitos, por meio dos diálogos e soluções que 

eventualmente tenham produzidas; 2o) análise das ações e confrontação dos 

dados obtidos com as análises prévias. 

Análise a priori da Atividade 120 

PROBLEMA 
1. Um ponto M se desloca sobre o lado de um quadrado ABCDA cujo cada 

lado meça 4 u.m. (figura abaixo). Designamos como x a medida em cm 
referente ao comprimento do trajeto de A até M. 

a) Expresse a área a(x) da parte colorida, segundo a posição do ponto M; 
b) Represente graficamente a aplicação correspondente 

 

2. Retome as mesmas tarefas dadas na primeira questão, e considere 
ABCD como sendo um retângulo de comprimento 4 e largura 2 
conforme a figura abaixo. 

3. Retome as mesmas tarefas dadas na primeira questão e considere 
ABCD como sendo um losango cujos lados medes 4 u.m e o ângulo 𝐶 = 
60o 

Conforme mencionado no capítulo sobre a Metodologia, tratou-se de um 

problema elaborado pelo Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud, especificamente sobre a 

função de uma variável real com várias sentenças.  

 

                                            
20 Os dois problemas foram adaptados da “Collection Mathématiques IPN, 1991, Rep. De Mali, 9º 
année e 10e sicences, Hatier – Librairie Nouvelle. 
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Análise a priori da Atividade 1: Exercício 1 e 2, partes a e b, encontro 1 

Os exercícios 1 a e 2 a possuem uma dinâmica de construção similar. O 

que difere um do outro é a figura que está sendo utilizada na construção - 

quadrado para o 1 a e retângulo para o 2a. As análises foram construídas de 

maneira concomitante. 

Na primeira parte desses dois exercícios, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐴𝐵, do quadrado em 1 a, ou do retângulo em 2 b, não havendo área 

formada. Espera-se que se os sujeitos mobilizem as propriedades da função de 

uma variável real com várias sentenças e construam uma dinâmica de solução 

similar à do quadro abaixo: 

Quadro 10: Exercícios 1(a) e 2(a) – Parte 1. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Deslocamento 

do ponto M 

Ação esperada Deslocamento do 

ponto M 

Ação esperada 

 

Enquanto M pertencer ao 

segmento 𝐴𝐵 , a (x) = 0, 

pois não há área e isso 

ocorre quando 0 ≤   x ≤  

4. 

. 

 

Enquanto M pertencer ao 

segmento 𝐴𝐵 , a (x) = 0, 

pois não há área e isso 

ocorre quando 0 ≤  x ≤  4. 

Inicialmente espera-se que seja mobilizado um esquema a respeito do 

conceito de uma função. O enunciado do problema, de caráter fechado, deverá 

auxiliar nessa mobilização na medida em que faz uma menção a medida da área 

a(x), a posição do ponto M, assim como a ilustração, pois as configurações 

determinadas pelo ponto M estão demarcadas. A conversão da representação no 

registro da língua natural quando da referência ao enunciado, para a 

representação no registro geométrico relativo às figuras poderão contribuir para a 

mobilização dos esquemas de utilização. 

É possível que os sujeitos não tenham dificuldades em identificar a lei da 

função em razão do enunciado corroborar nessa direção. 



98 

Em seguida, espera-se que compreendam o contexto do exercício, no 

âmbito da lei da função. Essa constatação certamente auxiliará que percebam 

que o deslocamento de posição do ponto M no segmento 𝐴𝐵 não formará área. 

A mobilização de um esquema de utilização referente à noção de 

segmento irá contribuir para isso, assim como o tratamento efetuado no registro 

geométrico. Posteriormente é esperado que, por terem mobilizado o esquema de 

função, por meio de uma conversão da representação no registro geométrico para 

a representação no registro algébrico, percebam que a sentença dessa função é 

0. Ao fazer essa mobilização, poderão utilizar as propriedades de domínio que 

definem matematicamente a função de uma variável real com várias sentenças. 

Isso será possível pela utilização do esquema referente ao conceito matemático 

de intervalo e de domínio, e que, por meio de conversão realizada no registro 

algébrico, espera-se que construam a sentença correta: 0, se 0 ≤  x ≤  4.  

É possível que os sujeitos tenham alguma dificuldade com as noções de 

domínio e intervalo; isso poderá se evidenciar na construção dos limites da 

função. No quadro 11 são sumariados os possíveis esquemas que poderão ser 

mobilizados, as conversões e os tratamentos referentes aos registros de 

representação semiótica utilizados para esse cenário. 

Quadro 11. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 1 (a) e 2 (a) – Parte 1. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Esquemas de 
utilização mobilizados 

Registros de 
Representação 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

Função, noção de 
segmento,  quadrado e 
medida de sua área, 
intervalo, domínio. 

Conversões: 1o) 
Da representação 
no registro de 
língua natural para 
a representação 
no registro o 
geométrico. 

2o) Da 
representação no 
registro 
geométrico para a 
representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro 
geométrico. 

Função, noção de 
segmento,  quadrado e 
medida de sua área, 
intervalo, domínio. 

Conversões: 1o) Da 
representação no 
registro de língua 
natural para a 
representação no 
registro  geométrico. 

2o) Da representação no 
registro geométrico para 
a representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no registro 
geométrico e algébrico. 
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Na segunda parte desses dois exercícios, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐵𝑀 , do quadrado em 1 a, ou do retângulo em 2 a, havendo a formação 

da área de um triângulo em ambos os casos.  

Espera-se que, se os sujeitos estiverem instrumentalizados, construam 

uma solução similar ao quadro abaixo: 

Quadro 12. Exercícios 1(a) e 2(a) – Parte 2. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Deslocamento do 
ponto M 

Ação esperada Deslocamento do 
ponto M 

Ação esperada 

 

Quando M estiver 
no segmento 𝐵𝐶 , 
é esperado que 
observe que 
𝑥 = 𝐴𝐵 +  𝐵𝑀  e 
que a área 
varrida pelo 
segmento 𝐴𝑀 
pode ser 
expressa pela 
área do triângulo 
retângulo 
formados pelos 
segmentos  𝐴𝐵  e  
 𝐵𝑀 , ou seja,  
𝑎 𝑥 =
 !"  !"

!
a x =

!"!!"
!

. Portanto, 
𝑎 𝑥 =   2𝑥 − 8   
no intervalo 4 < x 
≤ 8. 

. 

 

Quando M estiver no 
segmento 𝐵𝐶  , é esperado 
que observe que 𝑥 = 𝐴𝐵 +
 𝐵𝑀  e que a área varrida 
pelo segmento 𝐴𝑀  pode 
ser expressa pela área do 
triângulo retângulo 
formados pelos segmentos  
𝐴𝐵  e   𝐵𝑀 , ou seja,  
𝑎 𝑥 =  !!  !"

!
a x = !"!!"

!
. 

Portanto, 𝑎 𝑥 =   2𝑥 − 8  
no intervalo 4 < x ≤ 6. 

Nesses exercícios, tanto para o quadrado como para o retângulo, espera-

se que os sujeitos mobilizem os esquemas de utilização mencionados no quadro 

13 e utilizem os registros de representação semiótica, como se segue: 
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Quadro 13. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 1 (a) e 2 (a) – Parte 2. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

As noções de segmento,  
triângulo e medida de 
sua área, domínio, 
Intervalo e função. 

Conversões: 1o) Da 
representação no 
registro geométrico 
para a 
representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro geométrico. 

As noções de segmento,  
triângulo e medida de 
sua área, domínio, 
Intervalo e função. 

Conversões: 1o) Da 
representação no 
registro geométrico 
para a 
representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro geométrico 
e algébrico. 

Os esquemas de utilização mobilizados deverão ser os mesmos dos 

exercícios anteriores, acrescidos do triângulo e sua área, que poderão favorecer, 

por meio do cálculo das medidas das áreas, a construção da sentença 𝑎 𝑥 =

  2𝑥 − 8 , no intervalo 4 < x ≤ 8 para o quadrado, e 𝑎 𝑥 =   2𝑥 − 8  no intervalo 4 

<  x ≤  6 para o retângulo. Ao fazer essa mobilização, poderão utilizar as 

propriedades de domínio que definem matematicamente o artefato. 

A conversão da representação no registro geométrico para a 

representação no registro algébrico certamente auxiliará na mobilização. Aqui, 

como nos exercícios anteriores, é possível que os sujeitos enfrentem alguma 

dificuldade em mobilizar as noções de domínio e intervalo na construção dos 

limites da sentença. 

Na terceira parte desses dois exercícios, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐶𝑀 , do quadrado em 1 a ou do retângulo em 2 a, havendo a formação 

da área de um triângulo em ambos os casos.  

Espera-se que, se os sujeitos estiverem instrumentalizados, construam 

uma solução similar ao quadro abaixo: 
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Quadro 14. Exercícios 1(a) e 2(a) – Parte 3. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Deslocamento do ponto 
M Ação esperada Deslocamento do ponto 

M Ação esperada 

 

Na situação em 
que o ponto M 
percorre o 
segmento   𝐶𝐷  é 
possível verificar 
que o vetor 𝐴𝑀 
varre uma área do 
trapézio formada 
por ele e pelos 
segmentos da 
figura. Sendo 
assim, espera que 
observe que: 

a x = (!"!!")
!

 

𝑎 𝑥 = (!"! !"
!

 )𝐵𝐶  
e como, 𝐶𝑀  = 
𝑥 − 8 , 𝑎 𝑥 =  2𝑥 −
8 para o intervalo 8 
< x ≤ 12 . 

.  

Na situação em que o 
ponto M percorre o 
segmento   𝐶𝐷  é 
possível verificar que o 
vetor 𝐴𝑀  varre uma 
área do trapézio 
formada por ele e 
pelos segmentos da 
figura. Sendo assim, 
espera que observe 
que: 

a x = (!"!!")
!

 

𝑎 𝑥 = (!"! !"
!

 )𝐵𝐶   e 
como, 𝐶𝑀  = 𝑥 −  6 , 
𝑎 𝑥 =  𝑥 − 2  para o 
intervalo 6 < x ≤ 10 . 

Nesses exercícios, tanto para o quadrado como para o retângulo, espera-

se que os sujeitos mobilizem os esquemas de utilização mencionados no quadro 

abaixo e utilizem os registros de representação semiótica, como se segue: 

Quadro 15. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 1 (a) e 2 (a) – Parte 3. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

As noções de 
segmento,  trapézio e 
medida de sua área, 
domínio, Intervalo e 
função. 

Conversões: 1o) Da 
representação no 
registro geométrico 
para a 
representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro geométrico 
e algébrico. 

As noções de 
segmento,  trapézio e 
medida de sua área, 
domínio, Intervalo e 
função. 

Conversões: 1o) Da 
representação no 
registro geométrico 
para a representação 
no registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro geométrico e 
algébrico. 

Os esquemas de utilização que, espera-se, sejam mobilizados, são os 

mesmos dos exercícios anteriores, acrescidos do trapézio e, que poderão 

favorecer, por meio do cálculo das medidas das áreas, a construção da sentença 

𝑎 𝑥 =   2𝑥 − 8  no intervalo 4 < x ≤ 8 para o quadrado e 𝑎 𝑥 =   𝑥 − 2  no 
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intervalo 6 < x ≤ 10. Ao fazer essa mobilização, poderão utilizar as propriedades 

de domínio que definem matematicamente o artefato. 

A conversão da representação no registro geométrico para a 

representação no registro algébrico certamente auxiliará na mobilização. Da 

mesma maneira que na parte anterior, é possível que os sujeitos enfrentem 

alguma dificuldade com as noções de domínio e intervalo na construção dos 

limites da sentença. 

Na quarta parte desses dois exercícios, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐷𝐴 , do quadrado em 1 a ou do retângulo em 2 a, havendo a formação 

da área de um triângulo em ambos os casos. Espera-se que, se os sujeitos 

estiverem instrumentalizados, construam uma solução similar ao quadro 16 

Quadro 16. Exercícios 1(a) e 2(a) – Parte 4. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Deslocamento do 
ponto M 

Ação esperada Deslocamento do ponto 
M 

Ação esperada 

 

Finalmente, 
quando o ponto M 
percorre o 
segmento 𝐷𝐴 , 
toda a área do 
quadrado já foi 
varrida, portanto, 
𝑎 𝑥 =  16  no 
intervalo 12 < x ≤ 
16. 

.  

Finalmente, quando o 
ponto M percorre o 
segmento 𝐷𝐴 , toda a 
área do quadrado já foi 
varrida, portanto, 
𝑎 𝑥 =  8 no intervalo 6 
< x ≤ 10. 

 

Nesse exercícios, tanto para o quadrado como para o retângulo, espera-se 

que os sujeitos mobilizem os esquemas de utilização mencionados no quadro 17 

e utilizem os registros de representação semiótica, como se segue: 

 

 

 

 

 

 



103 

Quadro 17. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 1 (a) e 2 (a) – Parte 4. 

Exercício 1 a Exercício 2 a 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de 
Representação 

As noções de 
segmento,  quadrado e 
medida de sua área, 
domínio, Intervalo e 
função. 

Conversões: 1o) 
Da representação 
no registro 
geométrico para a 
representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro 
geométrico. 

As noções de 
segmento,  retângulo e 
medida de sua área, 
domínio, Intervalo e 
função. 

Conversões: 1o) Da 
representação no 
registro geométrico 
para a representação 
no registro algébrico. 

Tratamentos: no 
registro geométrico e 
algébrico. 

Os esquemas de utilização que, espera-se, sejam mobilizados, são os 

mesmos do exercícios anteriores, acrescidos do quadrado, retângulo e suas 

áreas, que poderão favorecer, por meio do cálculo das áreas, a construção da 

sentença 𝑎 𝑥 = 16  no intervalo 12 < x ≤ 16 para o quadrado, e 𝑎 𝑥 =   8  no 

intervalo 6 < x ≤ 10. Ao fazer essa mobilização poderão utilizar as propriedades 

de domínio que definem matematicamente o artefato. 

A conversão no registro geométrico para o algébrico certamente auxiliará 

na mobilização. Da mesma maneira que na parte anterior, é possível que os 

sujeitos enfrentem alguma dificuldade com as noções de domínio e intervalo na 

construção dos limites da sentença. 

O exercício poderia ser pensado de outra forma: o deslocamento do ponto 

M ocorrer no sentido horário. No caso do retângulo, por exemplo, as sentenças 

teriam intervalos e domínios distintos do sentido anti-horário. É possível que essa 

conjectura possa ser proposta por algum dos sujeitos 

Por fim, as sentenças formadas deverão ser construídas da seguinte 

maneira, conforme o quadro 18. 
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Quadro 18. Função de várias sentenças formada pelos exercícios 1 (a) e 2 (a). 

Exercício 1 a e 1 b 

𝑎 𝑥 =

0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4
2𝑥 − 8, 4 < 𝑥 ≤ 8
2𝑥 − 8, 8 < 𝑥 ≤ 12

16,   12 < 𝑥 ≤ 16

 

Exercício 2 a e 2 b 

𝑎 𝑥 =

0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4
2𝑥 − 8, 4 < 𝑥 ≤ 6
𝑥 − 2, 6 < 𝑥 ≤ 10

8,   10 < 𝑥 ≤ 12

 

Ao fazer a construção das sentenças, o sujeito estará utilizando todas as 

propriedades que definem matematicamente o artefato função de uma variável 

real com várias sentenças de acordo com Chumpitaz (2013). 

Com relação ao item b do exercício 1, relativo à construção do gráfico, a 

conversão da representação no registro algébrico para a representação no 

registro gráfico favorecerá que mobilize um esquema relativo à construção de 

gráfico de uma função. Os esquemas de utilização sobre intervalos e domínio da 

função deverão serem mobilizados na construção; caso contrário, prevê-se 

alguma dificuldade em construir o gráfico. De qualquer forma, espera-se que o 

construam e que este tenha a seguinte configuração, conforme a Figura 13. 

Figura 13 - Gráfico do Exercício 1, parte b 

 

Fonte: Produção do Pesquisador. 
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Com relação à construção da representação gráfica de a(x), do exercício 

2, parte a, espera-se que seja possível que os alunos façam à representação de 

acordo com a Figura 14. 

Figura 14 - Gráfico do Exercício 2, parte b 

 

Fonte: Produção do Pesquisador. 

É possível que os sujeitos apresentem dificuldades com relação à 

identificação dos intervalos que foram produzidos nas sentenças. 

Análise a posteriori da Atividade 1: Exercício 1 e 2, partes a e b, 
encontro 1 

Ação dos sujeitos 

Foi observado que os três sujeitos se envolveram com grande intensidade 

no processo de resolução da atividade e, como mencionado, iniciaram a atividade 

individualmente. Eles fizeram os atividades individualmente, e, em outro momento 

do trabalho, debateram suas construções.  

Cabe destacar inicialmente que, dos três sujeitos, observou-se que 

decorridos aproximadamente 15 minutos do início da atividade, João começou a 

construir um gráfico. Foi possível comprovar que João efetivamente estava 

construindo o gráfico da atividade 1 a, embora com um pequeno equívoco, o que 

será objeto de análise em outro momento.  

Após a verificação de que os sujeitos tinham construído suas resoluções, 

passou-se a um debate acerca das mesmas: 
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Pesquisador: O que vocês puderam perceber? Vamos debater os 

exercícios? 

Maria: Que é possível dividir as expressões da área pintada em variantes. 

1o: Quando M ∈ 𝐴𝐵, 2o Quando M ∈ 𝐵𝐶, 3o: Quando M ∈ 𝐶𝐷 e 4o: Quando M ∈ 

𝐴𝐷. Quando M ∈ 𝐴𝐵, a área pintada é nula então a(x) = 0 cm2. 

Pesquisador: O que isso representa para vocês? 

Maria: Para mim, representa a área. A área é a medida da superfície. 

Calculei a área, que, no caso, resulta zero.  

Figura 15 - Maria, exercício 2(a) parte 1 

 

José: Eu calculei a área também, como o exercício pediu. 

Figura 16 - José, exercícios 1(a) e 2(a), parte 1 

 

 

João: Esse exercício é sobre função de várias sentenças, nós vimos isso 

no ano passado. Cada área dessas figuras representa uma sentença da função. 

No primeiro quadrado e no primeiro retângulo, não tem nenhuma área, porque o 

ponto está se deslocando só no segmento 𝐴𝐵. Eu também pensei assim. A área é 

a sentença e ela tem valor igual a zero. 

José: No quadrado 1 não existe área colorida, logo a(x) = 0 cm2? Não 

lembro dessa função, João. 

José: Como você continuou, Maria? 

Maria: Quando M ∈ 𝐵𝐶, a área depende da distância entre B e M. E da 

distância entre A e M. Eu calculei a área assim:  
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Figura 17 - Maria, exercícios 1(b) e 2(c), parte 1 
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João: O triângulo está ok, Maria, mas pensei da seguinte forma: 

Figura 18 - João, exercício 1(c), parte 1 

 

José: Pensei como você Maria, também usei Pitágoras. 

Figura 19 - José, exercício 1(b) e 2(b), parte 1 
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João: Vocês não perceberam que em 𝐵𝐶 , no quadrado, vocês precisam 

diminuir 4 de alguma coisa, e no retângulo 2, porque a largura vale 2. Essa coisa 

é X. Então a área é outra. Além disso, no primeiro deslocamento do ponto M 

sobre 𝐴𝐵, não há área. Então, a 1a equação da função das duas figuras que 

corresponde a esse primeiro deslocamento é 0, se 0 ≤ 𝑥 ≤ 4.  

José: Então a segunda equação é 2x – 8, como você falou João? E no 

retângulo? 

Maria: Eu errei, então! Pensei em área e resolvi assim: 

Figura 20 - Maria, exercício 1(b), parte 1 

 

José: Eu vi o intervalo, mas não vi o x – 4 e x -2: 

Figura 21 - José, exercício 1(b), parte 1 

 

João: A próxima equação é formada pela área do trapézio. Calculei o do 

quadrado assim: 

Figura 22 - João, exercício 1(c), parte 1 

 

 

José: Eu resolvi assim e já vi que está errado: 
Figura 23 - Maria, exercício 1(c), parte 1 
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José: Eu também fiz assim, mas agora vejo que não está correto. João, o 

intervalo que você falou não pode estar correto no caso do quadrado! Tem de ser 

de 8 < x ≤ 12, pois o ponto M desloca-se 4 unidades em cada segmento. Eu tinha 

pensado em calcular as áreas, não vi os intervalos: 

Figura 24 - José, sentenças do exercício 1 

 

João: É verdade. Precisamos corrigir, pois o intervalo que construí não 

está correto. Eu terminei as sentenças da função do quadrado assim: 

Figura 25 - João, sentenças do exercicio 1 

 

Maria: Eu achei que devia calcular somente as áreas. No retângulo 

também fiz assim: 

Figura 26 - Maria, medidas de áreas para o exercício 2 
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João: Você achou que era para calcular só as áreas? 

Maria: Sim, eu não vi que tinha que relacionar ou fazer sentenças. 

José: Errei os cálculos, mas vi que era função com as sentenças. 

João: O retângulo tem essas sentenças: 

Figura 27 - João, sentenças do exercício 2 

 

Todos concordam? 

Maria: Eu não vi assim, não enxerguei essa relação. 

José: Ok para mim. E os gráficos? Os gráficos são retas porque não tem 

nada elevado ao quadrado. 

João: Nenhuma sentença quadrática, você quis dizer. O primeiro eu fiz 

errado porque o intervalo não estava certo até o José perceber: 

Figura 28 - João, gráfico para o exercício 1 

 

Maria: Meus gráficos do quadrado ficaram assim: 
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Figura 29 - Maria, gráficos para o exercício 2 

 

Maria: Retas, realmente.  

José: Os meus ficaram bem parecidos com os seus, Maria. Mas agora 

vejo que não estavam certos. Eu errei os cálculos: 

Figura 30 - José, gráficos para o exercício 2 

  

João: Acho que o segundo gráfico está ok. O que vocês acham? 

Figura 31 - João, gráfico para o exercício 2 
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José: Concordo João, os intervalos estão corretos e as retas também. 

Maria: Eu acho que entendi um pouco o que vocês falaram, mas não tinha visto 

essa relação. 

Análise das ações 

Observando os diálogos proferidos pelos sujeitos e as ações que foram 

produzidas e analisando o referencial teórico, é possível inferir que João está 

instrumentalizado.  

Como os três tiveram a possibilidade de estudar o conteúdo função de 

uma varável real de várias sentenças durante o 1o ano do ensino médio, as ações 

de João indicam que sua instrumentalização se configura como durável, 

caracterizando o segundo nível do processo da Gênese Instrumental. 

Essa observação se deve ao fato de que João mobilizou propriedades 

matemáticas do objeto. Tais propriedades são os invariantes operatórios 

intrínsecos ao artefato e indicam a aprendizagem de João. Isso ocorreu quando 

ele mobilizou a lei de formação da função definida por pelo menos duas 

sentenças correspondentes, e outra propriedade, referente às sentenças, 

definidas em diferentes partes do domínio. 

Dessa forma, o quadro descrito acima indica uma instrumentalização de 

caráter permanente para os dois primeiros exercícios da atividade 1.  

Por outro lado, João continuou a instrumentar-se, pois mobilizou os 

esquemas de uso (já existentes) de conteúdos matemáticos que o ajudaram a 

encontrar soluções para os exercícios propostos na atividade. Isso ocorreu 

quando mobilizou os esquemas de utilização referentes à noção de domínio 

restringido pelo intervalo. Essa situação enfrentada por João vai ao encontro das 

conclusões elaboradas no estudo de Oliveira (1997), que observou as 

dificuldades encontradas pelos alunos em estabelecer o domínio de funções com 

mais de uma expressão algébrica.  

Esses esquemas foram transformados em esquemas de ação 

instrumentada, quando foram utilizados na ação de resolver os dois problemas da 

atividade, ainda que tenha sido cometido um equívoco quando o ponto M esteve 

no segundo segmento do quadrado. Isso ocorreu por meio de um tratamento 
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errado no registro algébrico, e que, como consequência, ocasionou uma 

imperfeição na construção do gráfico por ele elaborado.  

Na confecção do gráfico, a noção de função também foi mobilizada, por 

meio da conversão articulada entre a representação no registro algébrico e a 

representação no registro gráfico, e evidenciada no diálogo em que mencionou o 

fato de que as sentenças eram representadas por retas. 

Por outro lado, pode-se afirmar que Maria não está instrumentalizada. 

Isso ficou evidente, pois ela não conseguiu mobilizar a propriedade a respeito da 

lei de formação das sentenças, ou ainda de que essas estão definidas por 

diferentes partes do domínio da função. Pode-se dizer que as noções prévias de 

Maria a respeito das propriedades matemáticas do artefato aparentaram 

superficiais. 

Isso fez com que observasse os exercícios de maneira não conectada. 

Maria também teve dificuldades em mobilizar outros esquemas matemáticos que 

faziam parte do exercício e que eram necessários para a resolução do mesmo. 

De acordo com Artigue (2001, p.14, tradução nossa), “o entrelaçamento dos 

conhecimentos matemáticos básicos, aliado aos conhecimentos do artefato”, é 

necessário para que se produza a construção de uma atividade. No caso de 

Maria, o esquema referente à noção de segmento não foi mobilizado como se 

esperava, fazendo com que a medida da área calculada não estivesse correta. 

Por meio da conversão da representação no registro algébrico para a 

representação no registro gráfico, foi possível constatar que Maria mobilizou o 

conceito de função, o que ficou evidente também no diálogo em que os três 

sujeitos mencionaram a construção das retas. 

Com relação a Maria, é possível que os exercícios tenham possibilitado a 

evolução de esquemas de uso e de ação instrumentada e, eventualmente, 

favorecido a assimilação do artefato a esquemas já constituídos. O debate a 

respeito das duas atividades pode ter produzido instrumentação por meio dos 

esquemas de atividade coletiva instrumentada, o que necessitará ser avaliado nas 

atividades seguintes.  
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Por outro lado, as dificuldades em mobilizar conhecimentos matemáticos 

dificultou essa evolução, indo ao encontro do que observa Gomes (2008, p.57): “o 

processo de gênese instrumental relativo à instrumentação requer a mobilização 

de conhecimentos matemáticos.” 

Com relação a José, foi possível observar que ele não desenvolveu ou 

mobilizou os mesmos esquemas de utilização que Maria, por exemplo. 

Ele mobilizou o invariante operatório que envolve a propriedade do 

artefato, referente às sentenças estarem definidas em diferentes partes do 

domínio, mas não o fez corretamente com relação à lei de formação da função. 

Além disso, é possível inferir que o conjunto formado pelas atividades e o debate 

a respeito das soluções que foram objeto de debate entre os três sujeitos possam 

tê-lo instrumentalizado momentaneamente. 

José cometeu um erro na mobilização do esquema de utilização a 

respeito da noção matemática de segmento. Isso fez com que sua construção não 

fosse correta. O fato de ter corrigido João a respeito do intervalo errado na 

construção da segunda parte do exercício 1 evidenciou que José mobilizou esse 

esquema de utilização corretamente, por meio do tratamento ocorrido no registro 

algébrico.  

A noção de função foi mobilizada corretamente quando da conversão da 

representação no registro algébrico para a representação no registro gráfico, bem 

como quando da afirmativa a respeito das retas com relação ao gráfico. Da 

mesma forma que Maria, o esquema referente à noção de segmento foi 

mobilizado como se esperava, fazendo com que a área que calculou não 

estivesse correta, e, por conseguinte, a sentença que construiu. 

Em relação a José assume-se, a princípio, que, de acordo com Gomes 

(2008, p.14) “por meio de adaptações progressivas dos esquemas mentais a 

novas situações”, seja possível entender melhor o desenvolvimento de sua 

Gênese Instrumental. 

Análise a priori da Atividade 1: Exercício 3, partes a e b, encontro 2 

Os exercícios 3, a exemplo dos dois anteriores, também foi subdividido em 

partes a e b: a parte (a), relativa à resolução do exercício, e a parte (b), relativa à 
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confecção do gráfico. Nesse exercício, a figura representa um losango, havendo a 

informação no enunciado de um ângulo de 60o entre seus lados. 

De maneira similar aos exercícios anteriores, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐴𝐵  do losango.  

Espera-se que os sujeitos construam uma solução similar ao quadro 

abaixo: 

Quadro 19. Exercício 3a – Parte 1 

Exercício 3 a, Parte 1 

Deslocamento do ponto M Ação esperada 

 

Enquanto M pertencer ao segmento 𝐴𝐵, a (x) = 0, 
pois não há área e isso ocorre quando 0 ≤  x ≤  4. 

A situação é similar aos exercícios anteriores, ou seja, espera-se que seja 

mobilizado um esquema a respeito do conceito de uma função.  

O enunciado do problema é de caráter fechado e pode auxiliar nessa 

mobilização, aliado ao fato de que os dois outros exercícios anteriores tiveram a 

mesma caraterística. O fato de o exercício 3 ser desenvolvido em um segundo 

encontro, e de o contexto já ser de domínio dos sujeitos, deverá favorecer ainda 

que em parte sua solução. 

Com relação ao enunciado do problema, dessa vez não é apresentada 

ilustração. Espera-se que exista a conversão no registro da língua natural para o 

geométrico, de modo que o esboço da figura seja construído levando em conta as 

medidas dos lados e o ângulo formado entre os mesmos e, depois, a conversão 

ao registro algébrico para a construção da sentença a(x)=0, 0 ≤  x ≤ 4 , e um 

tratamento no registro algébrico para sua construção. Ao fazer essa mobilização, 

poderão utilizar as propriedades de domínio que definem matematicamente o 

artefato.  

É esperada a mobilização dos esquemas de utilização similares aos 

exercícios anteriores tal qual no quadro 20. 
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Quadro 20. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 3 a, parte 1. 

Exercício 3 a, Parte 1 

Esquemas de utilização 
mobilizados 

Registros de Representação 

Função, noção de segmento,  
losango e medida de sua área, 
intervalo, domínio. 

Conversões: 1o) Da representação no registro de língua natural 
para a representação no registro geométrico. 

2o) Da representação no registro geométrico para a 
representação no registro algébrico. 

Tratamentos: no registro algébrico. 

É possível que os sujeitos não tenham dificuldades em identificar a função, 

em razão do enunciado corroborar nessa direção e, como mencionado, o 

exercício ter um caráter similar aos anteriores.  

Na segunda parte desses dois exercícios, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐵𝑀 da figura que representa o losango, havendo a formação da área 

de um triângulo.  

Espera-se que, se os sujeitos estiverem instrumentalizados, construam 

uma solução similar ao quadro abaixo: 

Quadro 21. Exercícios 3(a) – Parte 2. 

Exercício 3 a, Parte 2 

Deslocamento do ponto M Ação esperada 

 

Quando M percorre o segmento 𝐵𝐶 , a área varrida é 
representada por um triângulo com um dos ângulos igual a 
120° valendo a relação 𝑎 𝑥 =  !

!
𝐴𝐵  𝐵𝑀  sin 120 . Nesse 

sentido é possível encontrar a relação 𝑎 𝑥 =  √3 (x – 4) 
para o intervalo 4 < x ≤ 8. 

Nessa segunda parte do exercício 3, espera-se que os sujeitos mobilizem 

os esquemas mencionados no quadro abaixo e utilizem os registros de 

representação semiótica, como se segue: 
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Quadro 22: Esquemas e registros utilizados nos exercícios 3 (a) – Parte 2. 

Exercício 3 a – Parte 2 

Esquemas de utilização mobilizados Registros de Representação 

As noções de segmento,  triângulo e 
medida de sua área, domínio, 
Intervalo, função, ângulo e seno. 

Conversões: 1o) Da representação no registro geométrico 
para a representação no registro algébrico. 

Tratamentos: no registro geométrico e algébrico. 

Os esquemas que, espera-se, sejam mobilizados, envolvem a noção do 

triângulo e sua área, que poderão favorecer, por meio do cálculo das áreas, a 

construção da sentença 𝑎 𝑥 =  √3 (x – 4) para o intervalo 4 < x ≤ 8. Ao fazer 

essa mobilização poderão utilizar as propriedades de domínio que definem 

matematicamente o artefato. 

 A conversão da representação no registro geométrico para a 

representação no algébrico certamente auxiliará na mobilização. É possível que 

os sujeitos enfrentem alguma dificuldade com as noções de domínio e intervalo 

na construção dos limites da sentença e na mobilização do esquema referente ao 

seno de um ângulo. Esse problema inclui a necessidade de mobilizar conceitos 

básicos de trigonometria para o cálculo da área, portanto o esquema referente à 

noção de ângulo deverá ser mobilizado, havendo uma conversão dentro da 

representação no registro algébrico para a realização dessa construção. 

Na terceira parte desses dois exercícios, o ponto M irá percorrer o 

segmento 𝐶𝑀 do losango, havendo formação da área de um trapézio.  

Espera-se que, se os sujeitos estiverem instrumentalizados, construam 

uma solução similar à do quadro a seguir: 
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Quadro 23. Exercícios 3(a) – Parte 3.   

Exercício 3 a – Parte 3 

Deslocamento do ponto M Ação esperada 

 

Quando M percorre o segmento 𝐶𝐷 , o 
segmento  𝐴𝑀 varre uma área que pode ser 
representada por um trapézio, portanto, 
𝑎 𝑥 = (!"! !"

!
 )a x = (!"!!")

!
 h onde, h 

representa a medida de comprimento 
representado na figura ao lado, ou seja,  
ℎ =  𝐵𝐶 sin 60 ou ℎ =  𝐴𝐷  sin 60. Com isso a 
expressão para a área neste trajeto é dada 
pela função  𝑎 𝑥 =  √3 (x – 4) se 8< x ≤ 12. 

Nesse exercício espera-se que os sujeitos mobilizem os esquemas de 

utilização mencionados no quadro abaixo e utilizem os registros de representação 

semiótica, como se segue: 

Quadro 24. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 3 (a) – Parte 3. 

Exercício 3 a – Parte 3 

Esquemas de utilização mobilizados Registros de Representação 

As noções de segmento,  triângulo e medida de 
sua área, domínio, Intervalo, função, ângulo e 
seno. 

Conversões: 1o) Da representação no 
registro geométrico para a representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no registro geométrico. 

Os esquemas que, espera-se, sejam mobilizados, são do trapézio e sua 

área, que poderão favorecer, por meio do cálculo da área, a construção da 

sentença 𝑎 𝑥 =  √3 (x – 4) para o intervalo 8< x ≤ 12. Ao fazer essa mobilização, 

poderão utilizar as propriedades de domínio que definem matematicamente o 

artefato. 

A conversão no registro geométrico para o algébrico deverá auxiliar na 

mobilização. É provável que os sujeitos enfrentem alguma dificuldade em 

mobilizar as noções de domínio, intervalo, ângulo e seno na construção dos 

limites da sentença em função de não mais lembrarem de conteúdos trabalhados 

em anos anteriores do ensino médio e fundamental. 

Na quarta parte do exercício, o ponto M irá percorrer o segmento 𝐷𝐴, do 

losango, havendo a formação da medida da área de um losango.  
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Espera-se que, se os sujeitos estiverem instrumentalizados pelo artefato, 

construam uma solução similar ao quadro abaixo: 

Quadro 25. Exercícios 3(a) – Parte 4. 

Exercício 3 a, Parte 4 

Deslocamento do ponto M Ação esperada 

 

Nesta quarta etapa, no trecho 𝐴𝐷 , percebe-se que o 
segmento  𝐴𝑀 varre a área total do losango e assim é 
possível determiná-la pela expressão 
𝑎 𝑥 =  2(!"  !" !"#!"#

!
). Na expressão, dentro dos 

parênteses, é calculada a área da metade do losango; por 
esse motivo multiplica-se por dois, o que garante como 
resultado uma área a = 8√3 para o intervalo 12 < x ≤ 16. 

 

Nesse exercício, espera-se que os sujeitos mobilizem os esquemas de 

utilização mencionados no quadro abaixo e utilizem os registros de representação 

semiótica, como se segue: 

Quadro 26. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 3 (a) – Parte 4. 

Exercício 1 a – Parte 4 

Esquemas de utilização mobilizados Registros de Representação 

As noções de segmento,  triângulo e medida de 
sua área, domínio, Intervalo, função, ângulo e 
seno. 

Conversões: 1o) Da representação no registro 
geométrico para a representação no registro 
algébrico. 2o) Da representação no registro de 
língua natural para a representação no 
registro geométrico. 

Tratamentos: no registro geométrico. 

Os esquemas que, espera-se, sejam mobilizados, são os mesmos do 

exercício anterior, acrescidos da noção de medida da área do losango. A 

mobilização desses esquemas poderá então favorecer a construção da sentença 

a (x) = 8√3 para o intervalo 12 < x ≤ 16. Ao fazer essa mobilização, poderão 

utilizar as propriedades de domínio que definem matematicamente o artefato. 

A conversão no registro geométrico para o algébrico certamente auxiliará 

na mobilização. Da mesma maneira que na parte anterior, é possível que os 

sujeitos enfrentem alguma dificuldade com as noções de domínio, intervalo, 

ângulo e seno na construção dos limites da sentença. 
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Finalmente, as sentenças formada deverão ser construídas da seguinte 

maneira: 

Quadro 27. Função de várias sentenças formada pelo exercício 3 (a), Atividade 1. 

Exercício 3 a 

𝑎 𝑥 =

0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4
√3 (x –  4), 4 < 𝑥 ≤ 8
√3 (x –  4), 8 < 𝑥 ≤ 12

8√3 ,   12 < 𝑥 ≤ 16

 

Ao construir as sentenças, o sujeito utilizará todas as propriedades que 

definem matematicamente o artefato, de acordo com Chumpitaz (2013). 

Com relação ao item b do exercício, relativo a conversão da 

representação no registro algébrico para a representação no registro gráfico 

favorecerá que os sujeitos possam mobilizar o esquema relativo à construção de 

gráfico de uma função. Os esquemas sobre intervalos e domínio da função 

deverão ser mobilizados na construção, caso contrário prevê-se alguma 

dificuldade para elaborar o gráfico. De qualquer forma, espera-se que o 

construam, e que este tenha a seguinte configuração: 

Figura 32 - Gráfico do Exercício 3, parte b 

 
Fonte: Produção do Pesquisador. 

Cabe salientar que o ponto E construído no gráfico na verdade representa 

o ponto A, pois a trajetória é fechada. Porém, o software Geogebra, com o qual 

foram elaboradas as construções gráficas, não permite pontos com a mesma 

definição em um mesmo gráfico. 
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Análise a posteriori da Atividade 1: Exercício 3, partes a e b, encontro 
2 

Ação dos sujeitos 

Durante o segundo encontro, os sujeitos procederam da mesma maneira 

que encontro anterior, ou seja, elaboraram individualmente suas soluções e, em 

seguida, debateram o exercício.  

João: Posso começar?  

Maria: Gostaria de iniciar João!  

João: Tudo bem Maria.  

Maria: Tive dúvida com os ângulos, mas eu sei que são quatro 

sentenças, pois lembro do exercício da outra oficina. Duas das sentenças são 

fáceis: a primeira e última. Os domínios também: a primeira 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 ,  e a 

segunda,12 < 𝑥 ≤ 16. 

Figura 33 - Maria, exercício 3, partes a e d 

 

José: Ok Maria, também fiz assim! 

Maria: Nas outras duas sentenças tive muita dificuldade com o ângulo, 

então acho que estão erradas. Vocês fizeram assim? 

Figura 34 - Maria, exercício 3c, parte b 
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João: Minhas sentenças ficaram assim: 

Figura 35 - João, sentenças do exercício 3 a 

 

Maria: Falta uma equação João, você não acha? O ponto M se move por 

quatro segmentos até que a área do losango ser total. 

José: Parece ser igual aos exercícios da oficina passada. Eu achei que 

eram três sentenças, porque o enunciado agora menciona ABCD. No exercício da 

aula passada era ABCDA. 

Maria: Mas aí não faria sentido, José!  

José: Pode ser. Mas tive dúvida com o enunciado. 

João: Errei os limites novamente! Essa é a terceira sentença. Sim, são 

quatro sentenças, porque o ponto M percorre todos os segmentos do losango. 

José: Eu também tive dificuldade com os ângulos. Não lembrei disso, 

João: Vamos fazer a terceira sentença? A altura é o segmento BC do 

losango, ok? 

José: Mas tem o ângulo de 60o . 

João: Podemos multiplicar pelo seno de 60o. O outro lado também é 

igual. 

Maria: E usamos a fórmula da área do trapézio em seguida.  

José: Bem, chegamos a 𝑎 𝑥 =  √3 (x – 4). 

Maria: Para o intervalo de 8 a 12. Como ficam os limites aqui? 

João: 8< x ≤ 12. 

João: Acho que o gráfico fica assim, não? 
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Figura 36 – João, Gráfico do exercício 3b. 

 

José: Falta marcar o 6 João! 

Maria: Acho que você fez o gráfico com as três sentenças, João. 

Análise das ações 

As ações de João novamente evidenciaram o caráter durável de sua 

instrumentalização pelo artefato, ou seja, o segundo nível de dimensão da 

Gênese Instrumental, já que a função adquirida se conservou da atividade 

anterior como propriedade do artefato.  

João mobilizou as propriedades matemáticas da lei de formação da 

função, definida por pelo menos duas sentenças correspondentes, e outra 

propriedade referente às sentenças, estando definidas em diferentes partes do 

domínio. Tais propriedades intrínsecas ao artefato foram mobilizadas por João. 

O sujeito cometeu um equívoco semelhante ao do exercício anterior, ao 

não realizar o tratamento adequado no registro algébrico, demonstrando 

dificuldade em mobilizar o esquema de utilização referente ao conceito de 

segmento. Assim, evidencia-se que o esquema de utilização referente a essa 

noção não foi corretamente construído. O debate no grupo possibilitou que João 

continuasse a instrumentar-se pelo artefato, na medida em que agregou ao 

mesmo, novos esquemas. O momento da discussão a respeito da sentença do 

terceiro deslocamento do ponto M tornou isso claro. A função de uma variável real 

com várias sentenças é um instrumento com relação a este sujeito evidenciada 

por suas ações apresentadas nos exercícios das atividades desenvolvidas. 

Maria começou o exercício percebendo que se tratava de uma função de 

várias sentenças. Para isso mobilizou esquemas já existentes, criados na 
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atividade anterior. Ao fazê-lo, foi possível levantar a possibilidade de que o 

processo de instrumentação estivesse em curso, já que estava criando esquemas 

de uso com relação ao artefato. Maria descobriu as potencialidades do uso desse 

artefato, explorando-o e apropriando-se de seus recursos. 

Nessa dimensão da Gênese Instrumental, o sujeito pode considerar 

situações em outros contextos com os artefatos, construindo novas relações, de 

maneira a explorá-las ou elaborá-las por imitação.  

É possível inferir, também, que essa descoberta foi progressiva, o que, 

em tese, evidencia o processo de instrumentação, que por sua vez, de acordo 

com Rabardel (2011, p. 211, tradução nossa), “é acompanhado da acomodação 

de seus esquemas, mas também de mudanças de significado do instrumento que 

resultam da associação do artefato com novos esquemas”. Essa acomodação dos 

esquemas contribui para suas mudanças de significado e são constituintes da 

segunda dimensão da Gênese Instrumental.  

Assim, foi possível observar que Maria não teve um comportamento 

empírico quando da resolução do exercício no grupo, procurando mobilizar 

esquemas já estabelecidos anteriormente. Ela teve dificuldades em mobilizar o 

esquema a respeito do seno do ângulo, o que a levou a um equívoco no 

tratamento no registro algébrico para esse cálculo e, como consequência, na 

conversão para o registro gráfico. 

Portanto, com relação ao processo de instrumentação que se está 

inferindo a respeito de Maria, é necessário acompanhar as próximas atividades. O 

acompanhamento dessa dimensão da Gênese Instrumental deverá ocorrer, de 

acordo com Gomes (2008, p. 15), “mediante análise dos esquemas que são 

mobilizados em cada uma das tentativas de ação com o artefato”, ou seja, a 

análise da aprendizagem de Maria relacionada ao conceito matemático que 

envolve o artefato ocorrerá mediante a análise de conceitos em ação e/ou 

teoremas em ato, que poderão ser mobilizados em cada uma das tentativas de 

ação com o mesmo. 

As ações de José indicam que ele possivelmente está instrumentalizado 

pelo artefato momentaneamente. Isso foi observado pelo conjunto formado pelas 
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atividades e o debate a respeito das soluções em que não mobilizou todas as 

propriedades intrínsecas ao artefato, como se esperava. 

José mobilizou a propriedade do artefato referente ao fato de as 

sentenças estarem definidas em diferentes partes do domínio. Trata-se de um 

invariante operatório desse esquema que foi corretamente mobilizado, o que 

evidencia sua aprendizagem.  

Por outro lado, foi possível observar que, nesse exercício, durante o 

processo de debate, ele construiu corretamente a lei de formação da função, por 

meio dos esquemas de atividade coletiva instrumentada que emergiram do 

processo. 

O sujeito teve dificuldades na conversão da representação no registro de 

língua natural para a representação no registro geométrico, quando afirmou que o 

enunciado previa a construção de três sentenças. Além disso, não mobilizou o 

esquema a respeito da noção de seno de um ângulo. 

Os três sujeitos também reconheceram o artefato por meio de esquemas 

de atividade coletiva instrumentada, quando efetuaram a construção do gráfico 

por meio de conversão no registro algébrico para o gráfico. 
ATIVIDADE 2 

1. Observe as duas contas de luz que você recebeu e anote o que você observou. 

2. Quando você analisa o valor a ser pago nas contas de luz que variáveis encontrou? 
3. Quais valores variam em função do outro? 
4. Selecione uma das contas e anexe ao trabalho. Observe na conta selecionada, o 

consumo do mês, o consumo dos últimos meses e o consumo a pagar. O que você 
observou? 
Com relação as questões 5 a 9: não considerar tributos, itens financeiros, outros produtos 
e serviços e abatimentos e devoluções. 

5. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação que representa o consumo 
menor ou igual a 30KWH. Arredonde a tarifa para duas casas decimais. 

6. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação que representa um consumo 
entre 31KWH e 100 KHW? Arredonde a tarifa para duas casas decimais. 

7. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação para um consumo entre 101 e 
220 KHW? Arredonde a tarifa para duas casas decimais. 

8. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação para qualquer consumo superior 
a 220KWH? Arredonde a tarifa para duas casas decimais. 

9. Como poderíamos representar uma lei que permitisse calcular o valor da conta para um 
consumo qualquer? 

10. É possível representar as atividades 5, 6, 7 e 8 graficamente? Em caso positivo, você 
poderia fazê-lo usando lápis e papel? 
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Foram ainda fornecidas outras informações: 
Figura 37 - Faixas de cobrança 

 

Obs.: Para efeito de cálculos, considerar o valor da bandeira vermelha! 

Figura 38 - Contas de luz 1 e 2 

  

Análise a priori da Atividade 2: Exercício 1 a 8, encontro 1 

Como mencionado na justificativa da pesquisa, o conceito de função de 

várias sentenças é importante, pois possibilita expressar matematicamente muitos 

fenômenos que se relacionam com variáveis. A atividade 2 procurou, por meio do 

estudo da conta de luz (envolvendo o artefato), que fosse possível levantar 

questões a respeito do desperdício e do consumo, por exemplo. Denominada, 

atividade 2, está descrita abaixo com as informações fornecidas aos sujeitos: 
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Espera-se, incialmente, que os sujeitos já compreendam desde o princípio 

da atividade, ou seja, que a mesma trata de função de uma variável real com 

várias sentenças, dando continuidade ao tema que foi trabalhado nos dois últimos 

encontros. Portanto, é esperado que o contexto da atividade com a conta de luz 

permita, desde o início, que os sujeitos percebam que o objeto de estudo da 

mesma é o artefato. 

Os exercícios de 1 a 4 objetivam que os sujeitos estabeleçam contato 

com a conta de luz, identificando fundamentalmente o consumo e o valor a ser 

pago. Espera-se que consigam não apenas identificá-los, mas que percebam a 

relação que lhes permitirá construir as leis de formações das sentenças. Isso 

deverá permitir que se esclareça aos sujeitos as possíveis variáveis que serão 

utilizadas nas demais questões. As conversões ao registro semiótico da língua 

natural contribuirão para esse processo. 

Espera-se que as construções sejam similares ao quadro abaixo: 

Quadro 28. Atividade 2: Exercícios 1 a 4 – Encontro 1. 

Exercício 1 Exercício 2 

Ação esperada Ação esperada 

Identificação do consumo de um ano todo, as 
faixas de cobranças diferentes, que há 
cobrança de impostos, código de barras etc. 

ICMS, consumo, valor do kwh 

Exercício 3 Exercício 4 

Ação esperada Ação esperada 

O valor do fornecimento e o valor do ICMS 
variam em função do consumo. 

Os valores referentes ao consumo do mês, dos 
últimos meses, uma tendência relativa ao 
consumo, o consumo a pagar, etc. 

Portanto, o caráter dos quatro primeiros exercícios tem objetivo 

exploratório. Com relação às questões 5 a 9, os sujeitos foram orientados a não 

considerar tributos, itens financeiros, outros produtos e serviços e abatimentos e 

devoluções existentes na conta de luz em suas construções. Entendeu-se que o 

tempo destinado ao desenvolvimento das atividades poderiam não ser suficiente 

se envolvesse todas essas variáveis. Portanto, foi esperado que os sujeitos 
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considerassem as informações relativas apenas ao fornecimento na tabela e 

conta de luz selecionada. 

Com relação ao exercício 5, espera-se que os sujeitos mobilizem o 

esquema do conceito de função para construir a lei que determina o consumo 

menor ou igual a 30KWH. Para isso, necessitarão estabelecer as variáveis que 

compõem a mesma e podem considerar, por exemplo, x como sendo o consumo, 

e y o valor pago de acordo com o consumo.  

Os exercícios 5 a 8 objetivaram a utilização dos conhecimentos 

matemáticos referentes aos conceitos de função, fundamentalmente por meio da 

mobilização de esquemas sobre a noção do conceito, estruturas aditivas e 

multiplicativas. A conversão da representação no registro de língua natural para a 

representação no registro algébrico possibilitará a construção, além de um 

tratamento no registro algébrico. Durante o tratamento no registro algébrico, será 

necessário mobilizar esquemas de utilização referentes às estruturas aditivas e 

multiplicativas.  

As informações existentes na tabela de faixas deverão auxiliar nesse 

desenvolvimento. Portanto, espera-se que as tabelas possam auxiliar no 

tratamento cognitivo da comunicação durante a atividade, além de ter também um 

papel importante na organização global da atividade dos alunos. Os esquemas de 

intervalo e domínio necessitam ser mobilizados para determinar os limites da 

função que expressa a lei da faixa de 30 KWH, portanto é esperado que os 

sujeitos os tenham mobilizados. 

Essa dinâmica, de acordo com o Quadro 29, deverá repetir-se na 

construção das leis de formação das sentenças referentes ao consumo das 

faixas: entre 31 KWH e 100 KWH, entre 101 KWH e 220 KHW e acima de 

220KWH. 
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Quadro 29. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 5 a 8 – Atividade 2. 

Exercício 5 a 8 – Atividade 2 

Esquemas de utilização mobilizados Registros de Representação 

As noções de domínio, Intervalo, função, 
estruturas aditivas e multiplicativas. 

Conversões: 1o) Da representação no registro de 
língua natural para a representação no registro 
algébrico. 

Tratamentos: no registro algébrico. 

É possível que os sujeitos tenham dificuldades em construir corretamente 

os intervalos que irão limitar o domínio dessas sentenças. Isso possivelmente 

ocorrerá pela dificuldade na mobilização dos esquemas relativas a essas noções. 

Na mobilização do esquema referente ao conceito de função, é possível que 

ocorram dificuldades na determinação das variáveis e seus valores que 

determinação a lei de formação de cada uma das sentenças. 

Espera-se que o contexto do problema permita ao sujeito mobilizar, pelo 

menos, as propriedades do artefato relativos à família de funções, além da 

propriedade do domínio. 

Análise a posteriori da Atividade 2: Exercícios 1 a 8 - encontro 1 

Ação dos sujeitos 

A mecânica de trabalho desse primeiro encontro da atividade 2 manteve-

se igual aos dos anteriores, ou seja, os sujeitos tiveram um tempo para resolver 

individualmente as questões e, posterirormente, debateram suas construções. 

Segue-se o diálogo entre pesquisador e sujeitos: 

Pesquisador: Podemos começar a discussão? Como vocês trabalharam 

com as quatro primeiras questões? 

José: Na questão 1, observei as duas contas de luz conforme o exercício 

pediu. Notei grandes diferenças no consumo e no valor que foi cobrado. 

Figura 39 - José, questão 1, atividade 2 
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João: Fiz assim também, José. Observei também que as contas 

mencionavam os outros meses, e estabeleci um cálculo percentual para comparar 

o consumo e o valor cobrado. 

Figura 40 - João, questão 1, atividade 2 

 

Maria: Acho que as minhas observações foram iguais. Fiz uma 

observação percentual também, João. Vi que a segunda conta teve uma queda 

de consumo de setembro a janeiro, que é maior que 50%. 

Figura 41 - Maria, questão 1, atividade 2 

 

João: Na questão 2, tudo claro também! Deu para perceber a grande 

variação que existe se a bandeira for vermelha: 
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Figura 42 - João, questão 2, atividade 2 

 

Maria: Verdade, João. Mas as variáveis são fáceis de identificar pela 

leitura da conta. O que está sendo alterado é claro. Até o abatimento! Tem uma 

função na conta de luz porque existe a relação dessas variáveis: 

Figura 43 - Maria, questão 2, atividade 2 

 

José: Concordo com vocês, também encontrei as mesmas variáveis. Sim, 

há uma função porque são essas variáveis que vão determinar qual é o preço da 

conta de luz. A bandeira, dependendo da faixa, vai fazer a conta aumentar. No 

momento estamos na bandeira vermelha. 

João: Acho que aí a gente já respondeu a (questão) 3, vocês não acham? 

Os tributos variam em função do consumo. 

Maria: E que varia em função da bandeira. Na questão 4, a conta 1 tem 

um consumo de 315 KWH e o consumo dos últimos meses indica uma 

diminuição. 

José: Na conta 2, observei que há uma falta de regularidade no histórico 

do consumo. 

José: Na questão 5, pensei assim: 

Figura 44 - José, questão 5, atividade 2 
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O valor de 0,06 já está arredondado. Na tabela ele tem valor com 4 casas 

após a vírgula. 

Maria: O que significa o E para você, José? 

José: É o fornecimento. Se for 20 KWH, por exemplo, resultaria R$ 1,2. 

Maria: Pensei diferente. Tem que considerar o valor da bandeira 

vermelha. O texto informa que o país, nesse mês, está com essa bandeira. Então, 

fui buscar na tabela o valor da faixa de até 30 KWH. Precisa acrescentar, José. 

José: Eu fiquei em dúvida aqui quando li a tabela. As informações não 

são fáceis de ser entendidas na tabela. 

Maria: Quer dizer que até 30 KWH todos pagam 0,05761. A informação 

está na tabela! Não importa o consumo até essa faixa. É um valor mínimo, 

digamos assim. 

João: O exercício pede que sejam lidas as informações da tabela antes 

de iniciar a atividade. Na tabela tem os valores das três faixas, então acho que 

resolvi como você, Maria: 

Figura 45 - João, questão 5, atividade 2 

 

Maria: Com o arredondamento pedido no problema, o resultado é de 

0,15. 

José: No exercício 6 segui a mesma lógica: 

Figura 46 - José, questão 6, atividade 2 

 

João: Você observou o valor da faixa mas não incluiu a bandeira, é isso, 

José? 



134 

Maria: Consultando a tabela, a faixa informa o valor de 0,09877, e a 

bandeira vermelha, 0,15352. Então, essa função é y = 0,25x. 

José: Fiz todas as faixas sem considerar a bandeira. Os outros resultados 

que apurei foram 0,15 E e 0,16 E. Considerei os valores da tarifa de uso que 

constam na tabela com as informações sobre o fornecimento. 

João: y = 0,38x na questão 7 e y = 0,42x na oitava pergunta. 

Maria: Achei fácil esse exercício. Consegui montar as funções com 

facilidade. 

Análise das ações 

Com relação às quatro primeiras questões, os três sujeitos tiveram uma 

ação conforme o esperado, ou seja, identificando as variáveis da conta de luz. Foi 

possível observar esse comportamento quando do debate, evidenciada nos 

diálogos anteriormente descritos. 

A primeira parte da atividade 2 novamente serviu para comprovar que 

João está instrumentalizado pelo artefato de maneira durável. As propriedades 

intrínsecas ao artefato foram mobilizadas corretamente pelo sujeito. 

As questões 5 a 8 tratavam da montagem das funções que estavam 

sendo delimitadas pelas faixas de consumo de energia medidas em KWH. 

João mobilizou os esquemas anteriormente construídos a respeito de 

função, estruturas aditivas e multiplicativas, além das noções de domínio e 

intervalo. Isso ficou evidenciado na conversão no registro de língua natural para o 

algébrico e na conversão existente no registro algébrico. 

José teve dificuldades no uso das informações na tabela informativa com 

respeito ao preço do KWH e à bandeira vermelha. No caso de José, a tabela não 

teve um papel auxiliar durante a atividade e, portanto, não o ajudando em sua 

organização global. Com isso, a conversão desse registro para o algébrico não foi 

correto, fazendo com que a função construída pelo sujeito não estivesse correta. 

Maria mobilizou os esquemas previstos de acordo com o esperado, não 

enfrentando dificuldades em construir as sentenças. Ela percebeu que 

independentemente do consumo, todos pagam o mesmo valor até 30KWH. 
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O debate entre os sujeitos pode ter ajudado a José superar os equívocos 

que produziu individualmente. 

Análise a priori da Atividade 2: Exercício 9 e 10, encontro 2 

O objetivo do segundo encontro da atividade 2 foi construir a função de 

uma variável real de várias sentenças a partir da elaboração individual de cada 

uma das sentenças ocorrida no encontro anterior. 

Durante a resolução do exercício 9 espera-se que os sujeitos mobilizem as 

propriedades matemáticas do artefato, por meio da compreensão de que a lei de 

formação da função está condicionada às leis das sentenças que formam a 

mesma. Além disso, que cada uma dessas sentenças está definida por partes 

distintas do domínio da função. 

Espera-se que as sentenças que sejam construídas e que representa a lei 

que permite calcular o valor da conta de luz para um consumo qualquer sejam 

como no Quadro 30, abaixo: 

Quadro 30. Atividade 2: Exercício 9 – Encontro 2. 

Exercício 9 

Ação esperada 

𝑦 =

0,15𝑥, 𝑥 ≤ 30
0,25𝑥, 30 < 𝑥 ≤ 100
0,38𝑥, 100 < 𝑥 ≤ 220

0,42x ,   𝑥 > 220

 

Para a solução do exercício, espera-se que os sujeitos mobilizem as 

propriedades matemáticas que definem o artefato, sob a forma de conhecimentos 

em ação, bem como os teoremas em ação, o que possivelmente que evidenciará 

sua aprendizagem. Assim, é possível que essa mobilização favoreça que a ação 

dos sujeitos seja operatória.  

Os conceitos em ação vão possibilitar que os sujeitos selecionem e 

destaquem as informações relevantes nas construções anteriores e que serão 

utilizadas no exercício, de acordo com os objetivos que são solicitados. Os 

teoremas em ação serão aqueles mobilizados para a realização da atividade. 
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Será necessária mobilização de esquemas sobre a noção de domínio e 

intervalo, que poderá ser elaborada quando do tratamento necessário no registro 

algébrico para a construção das sentenças e a conversão no registro de língua 

natural do enunciado para o registro algébrico, quando serão formuladas as 

sentenças da função. 

No quadro 31, os esquemas e registros que deverão ocorrer no exercício: 

Quadro 31. Esquemas e registros utilizados nos exercícios 9 – Atividade 2. 

Exercício 5 a 8 – Atividade 2 

Esquemas de utilização mobilizados Registros de Representação 

As noções de domínio, Intervalo, função. 

Conhecimentos em ação e os teoremas em ação. 

Conversões: 1o) Da representação no registro 
de língua natural para a representação no 
registro algébrico. 

Tratamentos: no registro algébrico. 

É possível que os sujeitos tenham dificuldades em mobilizar as 

propriedades matemáticas que definem o artefato, assim como os esquemas de 

domínio e intervalo. Normalmente, podem apresentar alguma dificuldade com os 

sinais de ≤ ou < e > relativos, a incluir ou não um determinado limite da sentença. 

Com relação ao exercício 10, relativo à construção do gráfico, a 

conversão no registro algébrico para o gráfico favorecerá na mobilização do 

esquema relativo à construção de gráfico de uma função pelos sujeitos. Os 

esquemas sobre intervalos e domínio da função deverão ser mobilizados, caso 

contrário, prevê-se alguma dificuldade em construir o gráfico. Os valores das 

sentenças com duas casas depois da vírgula possivelmente irão dificultar a 

elaboração de uma escala, haja visto que os alunos não dispõem de papel 

milimetrado, por exemplo. Uma escala 1:10 poderia ser uma maneira de 

representação. 

Análise a posteriori da Atividade 2: Exercícios 1 a 8 - encontro 1 

Ação dos sujeitos 

Pesquisador: Vamos retomar as atividades do encontro anterior? Como 

vocês resolveram o exercício 9? 
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José: No encontro passado, eu havia construído as funções sem 

considerar a bandeira, e, depois das nossas conversas, entendi. Dessa vez estou 

com muitas dúvidas. Como assim uma lei para calcular um consumo qualquer? 
Figura 47 - José, questão 9, atividade 2 

 

Maria: José, são as sentenças que nós construímos na aula passada. As 

sentenças vão formar a função, então nós podemos dizer que essa função 

permite calcular qualquer consumo, porque todas as faixas estão representadas 

pelas sentenças. Você entendeu? 

João: Concordo também, Maria. 
Figura 48 - João, questão 9, atividade 2 

 

José: A lei que o exercício pede é reunir todas as funções? 

João: As sentenças constituem a função. Na verdade, a função são todas 

essas sentenças. 

Maria: Todas que estão dentro do domínio. Engloba as partes do 

domínio. É isso. 

João: Vamos testar a lei com a conta 1?  
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Maria: Temos de utilizar a última sentença: 0,42x pois o consumo foi 

maior que 220 KWH. 

João: O resultado é correto! Há uma diferença mas certamente deve-se 

ao arredondamento. Vocês concordam? 

José: O resultado está certo João.  

Maria: Ok. 

José: O gráfico é bem complicado. Quando eu fiz, considerando os 

valores errados, pensei nele assim: 

Figura 49 - José, questão 10, atividade 2 
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João: O problema é a escala. 

Figura 50 - João, questão 10, atividade 2 

 

Maria: Eu tive muita dificuldade com as escalas. Nem comecei a 

construir. Seu gráfico está com os intervalos certos João, acho que isso é mais 

importante. 

João: Tentei fazer uma escala coerente, mas estou sem régua. Vocês 

também não têm, não é? 

José: Não estou com a régua. A Maria também não, porque pedi a ela 

antes. 

Análise das ações 

As ações de João comprovaram instrumentalização no segundo nível 

dessa dimensão da Gênese Instrumental. Ele continuou a instrumentar-se por 

meio da mobilização de novos esquemas que foram transformando o artefato em 

instrumento. As conversões e os tratamentos realizados por João foram dentro do 

previsto.  

Maria instrumentalizou-se durante o processo de ação de resolução da 

atividade. As atividades anteriores propiciaram que ela desenvolvesse as duas 

dimensões da Gênese Instrumental. Novos esquemas sobre os temas 
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matemáticos abordados foram mobilizados por Maria e agregados ao artefato sob 

a forma de esquemas de ação instrumentada. Isso ficou evidente quando ela 

realizou a conversão entre a representação no registro algébrico e no gráfico, 

além do tratamento no registro algébrico. Seus conhecimentos-em-ação 

evoluíram ao longo das atividades. Pode-se dizer que suas concepções prévias 

que continham seus teoremas e conceitos-em-ação tiveram uma evolução 

diminuindo o hiato entre seus invariantes operatórios e os invariantes que 

constituem as propriedades matemáticas do artefato. 

José, individualmente, não conseguiu construir a função de uma variável 

real com várias sentenças, evidenciando que sua instrumentalização anterior foi 

mesmo temporária. Isso foi flagrante pelo fato de, individualmente, não ter 

conseguido mobilizar as propriedades do artefato necessárias para a resolução 

do exercício 9. José não efetuou a conversão no registro algébrico para o gráfico, 

como era esperado. 

Por outro lado, com base nas ações construídas pelo grupo, e que foram 

evidenciadas nas discussões, é possível afirmar que os três sujeitos avançaram 

no processo de Gênese Instrumental, já que as dimensões da instrumentação e 

instrumentalização tiveram um avanço, se comparadas com as atividades 

anteriores. Nesse sentido, por meio dos esquemas de ação coletiva 

instrumentada, José mobilizou esquemas de ação instrumentada para resolver o 

problema 9 e, por conseguinte, o gráfico do problema 10. 

Em conjunto, os sujeitos identificaram rapidamente os objetivos do 

exercício 9 e anteciparam como deveria ser construído. Em razão disso, os 

esquemas de ação instrumentada que foram utilizados nas atividades de 5 a 8 

evoluíram para esquemas de uso na atividade 9, fazendo com que os sujeitos 

mobilizassem as propriedades intrínsecas ao artefato necessárias para a sua 

construção. Da mesma forma, os três coletivamente testaram a lei de formação 

da função por meio da conta de luz que foi fornecida para o trabalho 

comprovando sua eficácia. 

Com relação ao processo de Gênese Instrumental da função de uma 

variável real com várias sentenças, baseado nas ações dos sujeitos, pode-se 

afirmar que ela ocorreu pois observou-se a construção de novos instrumentos. 
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Isso se deu quando os sujeitos construíram e/ou mobilizaram seus esquemas de 

utilização no processo de construção das técnicas necessárias para resolver os 

problemas que foram propostos. 

Essa análise nos leva a concordar com Jesus (2012), quando afirma que 

a introdução de um novo artefato na atividade humana favorece novas condições 

de trabalho individual e coletivo, pois os sujeitos ampliaram seus repertórios de 

ações no trabalho com objetos matemáticos, propiciando novas condições de 

trabalho individual e coletivamente. 

Após a discussão a respeito do gráfico do exercício 10, foi feita a 

institucionalização a respeito do conceito de função de uma variável real com 

várias sentenças. 

A ênfase dessa institucionalização centrou-se nas propriedades propostas 

por Chumpitaz (2013). As quatro propriedades foram tratadas à luz dos exercícios 

existentes nas duas atividades, para que o saber fosse constituído. Nessa 

ocasião, foram tratadas também as duas outras propriedades que, implicitamente, 

foram utilizadas pelos alunos, referentes à redundância e à intersecção, já que as 

propriedades da quantidade de sentenças e da lei de formação com os domínios 

foram mobilizadas e/ou construídas durante as atividades. 

Como a instituição disponibiliza um computador conectado a uma lousa 

digital em cada sala de aula e, nesse equipamento, o programa Geogebra está 

disponível para utilização apenas do professor, optou-se por utilizá-lo, a fim de 

construir os gráficos dos exercícios.  

As sentenças foram introduzidas e o gráfico formatado por meio das 

instruções condicionais “se”, o que despertou interesse dos sujeitos em conhecer 

o software com maior profundidade. 

A seguir, serão apresentadas as considerações finais da pesquisa, em 

que se apontam as questões conclusivas, bem como questionamentos produzidos 

pela investigação, que poderão ensejar novos estudos.  



142 

CONSIDERAÇÕES	FINAIS	

O objetivo geral dessa pesquisa foi o de investigar de que maneira o 

processo de transformação, em instrumento, do artefato função de uma variável 

real com várias sentenças, teve influência para o desenvolvimento cognitivo e a 

aprendizagem dos alunos. A fim de alcança-lo foi analisado, ao longo do trabalho, 

o fenômeno da Gênese Instrumental com um grupo de alunos do 2o e 3o anos do 

ensino médio durante o desenvolvimento de uma sequência de atividades. 

A transformação do artefato função de uma variável real com várias 

sentenças em instrumento pode ser constatada quando os sujeitos resolviam – 

individual ou coletivamente – as atividades propostas sobre o artefato, por meio 

da mobilização dos esquemas de uso, ação instrumental e ação coletiva 

instrumentada, caracterizando assim o fenômeno da Gênese Instrumental. 

A análise realizada, no tocante à forma de como foram mobilizados e/ou 

criados os esquemas de utilização por meio dos registros de representação 

semiótica, permitiu verificar como se deu o desenvolvimento cognitivos dos 

sujeitos. Paralelamente, a mobilização que fizeram das propriedades intrínsecas 

do artefato por meio dos invariantes operatórios, possibilitou ponderar sobre o 

desenvolvimento de sua aprendizagem. 

No estudo realizado nos três sujeitos pesquisados, constatou-se que um 

deles, Maria, não estava instrumentalizada nas primeiras atividades. Com o 

transcorrer destas foi possível observar de que maneira acabou sendo construído 

o processo de instrumentação, ou, em outras palavras, como Maria foi 

construindo esquemas de uso e de ação instrumentada evidenciando a 

transformação do artefato função de uma variável real de várias sentenças em 

instrumento. O debate coletivo produzido no grupo contribuiu de forma efetiva 

para os objetivos do trabalho, por meio do surgimento dos esquemas de ação 

coletiva instrumentada para esse processo. 

Sua aprendizagem foi observada ao longo das demais atividades por 

meio da mobilização que fez das propriedades intrínsecas ao artefato, 

especialmente na última atividade, em que foi possível observar sua 

instrumentação, bem como as conversões entre os registros de representação 
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semiótica algébrico e gráfico, que evidenciaram essa dimensão da Gênese 

Instrumental. 

José, outro sujeito da pesquisa, construiu seu processo instrumentando-

se durante os debates, por meio dos esquemas de atividade coletiva que foram 

produzidas. O processo de instrumentalização não pareceu permanente; isso 

ficou evidente em equívocos de conversão entre as representações nos registros, 

especialmente do algébrico para o gráfico, e em tratamentos ocorridos no registo 

algébrico. Foi possível analisar suas dificuldades em mobilizar as propriedades 

matemáticas inerentes ao artefato, por meio dos invariantes operatórios durante 

suas ações, além de algumas oscilações especialmente na conversão no registro 

algébrico para o gráfico. 

Com relação a João, embora o artefato função de uma variável real com 

várias sentenças já fosse um instrumento, foi possível constatar que continuou a 

mobilizar esquemas de ação instrumentada para a resolução dos diversos 

exercícios que foram propostos nas atividades. Ele contribuiu de forma efetiva 

para que emergissem os esquemas coletivamente instrumentados, já que o 

debate se deu, geralmente, em torno das suas ações. 

Portanto, retomando a questão de pesquisa - “De que maneira ocorre a 

Gênese Instrumental da função de uma variável real com várias sentenças em 

alunos do 2o e 3o anos do ensino médio, durante uma sequência de atividades?” – 

é possível, considerando o que foi apresentado ao longo da investigação, concluir 

que a Gênese Instrumental se deu por meio dos processos de instrumentação e 

instrumentalização na elaboração dos instrumentos utilizados nas ações 

desenvolvidas nas atividades dos alunos João, José e Maria. 

Algumas constatações obtidas pelos resultados da pesquisa possibilitam 

novos questionamentos, que, eventualmente, poderão transformar-se em outros 

estudos. 

Uma dessas constatações surgiu a partir do momento de 

institucionalização das propriedades matemáticas do artefato. Nessa ocasião 

utilizou-se uma ferramenta informática, o software Geogebra, para construir um 

dos gráficos de uma das atividades, sendo possível concluir que o meio 

tecnológico possibilita o uso de múltiplas representações semióticas. 
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É possível, então, pensar em cenários de utilização de tal programa com 

o objeto matemático que foi o cerne de estudo dessa pesquisa. Um desses 

cenários poderia contemplar, por exemplo, o estudo de possíveis orquestrações 

instrumentais, que poderiam convergir na direção dos processos de 

instrumentação. Isso porque, em uma abordagem instrumental, objetos 

matemáticos são mediados por meio de tecnologias. A Teoria da Orquestração 

Instrumental permite, então, ampliar o processo de Gênese Instrumental quanto 

ao uso de tecnologias, seja por parte do aluno, seja por parte do professor. 

Outra constatação que surgiu do estudo matemático do artefato se deu a 

partir da observação de sua utilização em algoritmos computacionais, 

relacionados à conjectura de Pierce-Birkhoff. Uma investigação sobre a função de 

uma ou duas variáveis reais com várias sentenças, e a conjectura, poderia 

envolver, em investigações didáticas, tanto processos instrumentais, como de 

orquestrações em ambientes tecnológicos. 
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APÊNDICE	A	–	ATIVIDADE	1	

LER TODO O TEXTO ANTES DE INICIAR A TAREFA 

Nomes dos alunos:  

 

PROBLEMA 
1. Um ponto M se desloca sobre o lado de um quadrado ABCDA cujo 

cada lado meça 4 u.m. (figura abaixo). Designamos como x a 
medida em cm referente ao comprimento do trajeto de A até M. 

c) Expresse a área a(x) da parte colorida, segundo a posição do ponto M; 
d) Represente graficamente a aplicação correspondente 

 

2. Retome as mesmas tarefas dadas na primeira questão, e considere 
ABCD como sendo um retângulo de comprimento 4 e largura 2 
conforme a figura abaixo. 

 

 

3. Retome as mesmas tarefas dadas na primeira questão e considere 
ABCD como sendo um losango cujos lados medes 4 u.m e o ângulo 
𝐶 = 60o . 
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APÊNDICE	B	–	ATIVIDADE	2	

1. Observe as duas contas de luz que você recebeu e anote o que você 

observou. 

 

2. Quando você analisa o valor a ser pago nas contas de luz que variáveis 
encontrou? 

 

3. Quais valores variam em função do outro? 
 

 
4. Selecione uma das contas e anexe ao trabalho. Observe na conta 

selecionada, o consumo do mês, o consumo dos últimos meses e o 
consumo a pagar. O que você observou? 
 
Com relação as questões 5 a 9: não considerar tributos, itens 
financeiros, outros produtos e serviços e abatimentos e devoluções. 

 

5. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação que 
representa o consumo menor ou igual a 50KWH. Arredonde a tarifa 
para duas casas decimais. 

 

6. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação que 
representa um consumo entre 50KWH e 100 KHW? Arredonde a tarifa 
para duas casas decimais. 

 

7. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação para um 
consumo entre 100 e 220 KHW? Arredonde a tarifa para duas casas 
decimais. 

 

8. Com relação a conta de luz selecionada, qual a equação para qualquer 
consumo superior a 220KWH? Arredonde a tarifa para duas casas 
decimais. 

 

9. Como poderíamos representar uma lei que permitisse calcular o valor 
da conta para um consumo qualquer? 

 

10. É possível representar as atividades 5, 6, 7 e 8 graficamente? Em caso 
positivo, você poderia fazê-lo usando lápis e papel? 
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Atividade 2: Tabela de tarifas 

 

Atividade 2. Obs.: . Para efeito de cálculos, considerar o valor da 
bandeira vermelha! 
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Atividade 2: Conta de luz 1 
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Atividade 2: Conta de luz 2 
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ANEXO	 A	 –	 PLANEJAMENTO	 PEDAGÓGICO	 DE	 MATEMÁTICA	 DA	

INSTITUIÇÃO	

Planejamento Anual 

Ensino Médio Disciplina: Matemática 

Série : 1º ano Ano letivo: 2015 

 

Conteúdo programático Objetivos específicos 

Frente 1  

1. Noções básicas sobre conjuntos 
2. Operações com conjuntos 
3. Problemas que envolvem conjuntos 
4. Conjuntos Numéricos 
5. Intervalos numéricos 
6. A ideia de função 
7. O conceito matemático de função 
8. Domínio, contradomínio e imagem de uma 

função 
9. Gráfico de uma função 
10. Crescimento e decrescimento de uma função 
11. Classificação de funções: função injetora, 

sobrejetora e bijetora 
12. Função composta 
13. Função inversa 

• Identificar diferentes conjuntos e 
subconjuntos. 

• Reconhecer e utilizar operações entre 
conjuntos (união, intersecção e diferença). 

• Compreender e reconhecer conjuntos 
numéricos ℕ, ℤ, ℚ 𝑒 ℝ . 

• Representar intervalos na reta real. 
• Resolver diferentes operações com 

intervalos. 
• Reconhecer relações entre grandezas 

variáveis dadas por gráficos, tabelas e 
fórmulas. 

• Desenvolver o conceito de função. 
• Reconhecer e definir função. 
• Analisar e determinar o domínio, 

contradomínio e imagem de uma função. 
• Construir, ler e interpretar gráficos de 

funções. 
• Analisar gráficos para estabelecer sinal, 

crescimento, decrescimento e raízes de 
uma função. 

• Classificar as funções como injetoras, 
sobrejetoras e bijetoras. 

• Definir função composta. 
• Definir e calcular a inversa de uma função. 
• Resolver problemas que envolvam o 

conceito de função. 

Frente 2  
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1. Sequências numéricas 
2. Progressão aritmética 
3. Fórmula do termo geral de uma progressão 

aritmética 
4. Soma dos termos de uma progressão 

aritmética 
5. Progressão geométrica 
6. Fórmula do termo geral de uma progressão 

geométrica 
7. Soma dos termos n de uma progressão 

geométrica 
8. Soma dos termos de uma progressão 

geométrica infinita 
9. Problemas envolvendo progressão aritmética 

e progressão geométrica  

• Perceber o que é uma sequência 
numérica. 

• Identificar regularidades em uma 
sequência. 

• Conceituar progressão aritmética. 
• Expressar e calcular o termo geral de 

uma progressão aritmética e a soma dos 
seus termos. 

• Conceituar progressão geométrica. 
• Expressar e calcular o termo geral de 

uma progressão geométrica e a soma 
dos seus termos. 

• Utilizar os conceitos de progressão 
aritmética e progressão geométrica na 
resolução de problemas. 

 

Conteúdo programático Objetivos específicos 

Frente 1  

14.  Função Polinomial: Definição do conceito 

15.  Função constante 

16.  Estudo da função polinomial do 1º grau 

17.  Gráficos de funções polinomiais 

18.  Inequações do 1º grau 

19.  Função polinomial do 2º grau: conceito 

20.  Estudo da função polinomial do 2º grau 

21.  Inequações do 2º grau 

22.  Inequação produto 

23.  Inequação quociente 

24.  Usando as inequações para determinar o 

domínio de uma função 

• Reconhecer e definir função polinomial. 
• Reconhecer função constante. 
• Reconhecer e definir uma função 

polinomial do 1º grau. 
• Construir, ler e interpretar gráficos de 

funções polinomiais do 1º grau. 
• Analisar gráficos para estabelecer sinal, 

crescimento, decrescimento e raiz de 
uma função do 1º grau. 

• Resolver inequações do 1º grau. 
• Reconhecer e definir função polinomial 

do 2º grau. 
• Construir e interpretar gráficos 

polinomiais do 2º grau. 
• Analisar gráficos para estabelecer sinal, 

crescimento, decrescimento e raízes de 
uma função quadrática. 

• Resolver inequações do 2º grau. 
• Resolver inequações produto e 

quociente. 
• Determinar o domínio das funções.  

Frente 2  

10. Segmentos proporcionais • Reconhecer que quatro segmentos são 
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11. Semelhança entre figuras e semelhança de 
triângulos 

12. Critérios de semelhança 
13. Consequências da semelhança de triângulos  
14. Triângulo retângulo: relações métricas e 

aplicações do teorema de Pitágoras. 
15. Razões trigonométricas: seno, cosseno e 

tangente 
16. Relações entre razões trigonométricas e 

ângulos notáveis. 
17. Lei dos senos e lei dos cossenos. 

proporcionais quando os números que 
expressão suas medidas (na mesma 
unidade) formam uma proporção. 

• Desenvolver o conceito de semelhança 
de figuras planas e reconhecer polígonos 
semelhantes. 

• Aplicar o Teorema de Pitágoras e outras 
relações métricas no cálculo de medidas 
lineares desconhecidas de um triângulo 
retângulo. 

• Calcular as principais medidas dos 
polígonos regulares inscritos. 

• Desenvolver o conceito de razões 
trigonométricas no triângulo retângulo. 

• Encontrar o valor do seno, do cosseno e 
da tangente de um ângulo mediante o 
uso de uma tabela. 

• Resolver problemas utilizando razões 
trigonométricas. 

• Reconhecer e aplicar a lei dos senos e a 
lei dos cossenos na resolução de 
problemas envolvendo triângulos 
quaisquer. 

Conteúdo programático Objetivos específicos 

Frente 1  

25.  Módulo ou valor absoluto de um número real 

26.  Função modular 

27.  Gráfico da função modular  

28.  Equações modulares 

29.  Inequações modulares 

30.  Potenciação de números reais (breve revisão) 

31. Função exponencial: definição; gráfico 

32.  Equações exponenciais 

33.  Inequação exponencial 

• Definir função modular. 

• Reconhecer, construir e interpretar 

gráficos de função modular. 

• Resolver equações e inequações 

modulares. 

• Resolver problemas que envolvem os 

conceitos de função modular. 

• Rever o conceito de potências com 

expoente real. 

• Definir função exponencial. 

• Analisar, construir, ler e interpretar 

gráficos da função exponencial. 

• Reconhecer e resolver equações 

exponenciais. 

• Resolver inequações exponenciais. 

 
Frente 2  

18. Estudo de áreas: 

a) Área do retângulo 

b) Área do quadrado 

• Consolidar conceitos de área e perímetro 

de figuras planas. 

• Resolver problemas que interajam com o 
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c) Área do paralelogramo 

d) Área do triângulo 

e) Área do losango 

f) Área do trapézio 

g) Área de um polígono regular 

h) Área do círculo e suas partes 

 
19. Razão entre áreas de figuras planas 

semelhantes 

mundo físico, envolvendo o cálculo de 

áreas e perímetros de regiões planas. 

• Aplicar o conhecimento de trigonometria 

no triangulo retângulo na resolução de 

problemas geométricos 

Conteúdo programático Objetivos específicos 

Frente 1  

 

34. Definição de logaritmo 

35. Equações de logarítmicas 

36. Propriedades dos logaritmos  

37. Cologaritmo 

38. Mudança de base 

39. Função logarítmica 

40. Inequações logarítmicas 

 

 

 

• Resolver equações logarítmicas. 

• Conhecer as propriedades 

operatórias dos logaritmos e aplicá-

las na resolução de equações. 

• Conhecer o conceito de cologaritmo. 

• Saber utilizar a fórmula da mudança 

de base. 

• Conceituar função logarítmica e 

analisar seus gráficos. 

• Resolver inequações logarítmicas, 

analisando o comportamento das 

funções envolvidas. 

Frente 2  

 

20. Matemática comercial e financeira 

a) Porcentagem 

b) Aumentos e descontos 

c) Variação percentual 

d) Juros  

e) Juros simples 

f) Juros compostos 

g) Juros e funções 

 

21. Estatística 

a) Tabelas de frequência  

b) Medidas de centralidade e variabilidade 

• Determinar o juro simples de um capital a 
uma taxa fixa durante um determinado 
período de tempo. 

• Determinar o juro composto que rende 
um capital empregado a uma taxa fixa 
durante um determinado intervalo de 
tempo. 

• Determinar o número de período sob o 
qual deve ser empregado um dado 
capital para render um determinado juro 
composto a uma dada taxa. 

• Determinar juro composto utilizando 
logaritmo. 

• Resolver problemas que envolvam juro 
simples e juro composto, análise e 
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c) Medidas de dispersão (ou variabilidade) 

d) Medidas de centralidade e dispersão para 

dados agrupados.  

 

estimativa sobre o valor atual e o valor 
futuro. 

• Ler e interpretar dados e informações de 
caráter estatístico apresentado de 
diferentes linguagens e representações, 
na mídia ou em outros textos e meios de 
comunicação. 

• Obter médias e avaliar desvios de 
conjuntos de dados ou informações de 
diferentes naturezas. 

TRATAMENTO PEDAGÓGICO 

 

A) Área de Estudo: Matemática e suas tecnologias. 

B) Disciplina: Matemática. 

C)  Ensino Médio: 1ª séries - Turmas: A, B, C, D  

 

ESTRATÉGIAS 

 O Ensino da Matemática é realizado de maneira articulada com o ensino de outras 

ciências, despertando no aluno o interesse pela disciplina, trazendo frequentemente às suas 

aulas: histórias, problemas e questões interessantes do cotidiano. 

 A apresentação do conteúdo é feita pelo professor por meio de exemplos, de 

exercícios resolvidos e de testes de vestibulares, utilizando o livro didático e/ou recursos visuais 

(vídeos, softwares e datashow) precedido de uma explicação teórica de cada assunto abordado. A 

aprendizagem é complementada com aulas de reforço realizadas conforme o aluno apresente 

dificuldades, em horário diferente das aulas regulares, em forma de projetos.  

         Para facilitar a aprendizagem, o conteúdo programático é dividido em duas frentes. 

 

AVALIAÇÃO: 

 A avaliação será efetivada nas duas frentes com valores de 10,0 (dez) pontos 

cada, sendo que os conteúdos serão acumulativos no decorrer do ano letivo. 

 Cada frente será dividida da seguinte forma: 

 No primeiro período: 

• Prova Unificada (PU) – 0,0 a 9,5 pontos 

• Tarefa (T) – 0,0 a 0,5 ponto 
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 A nota de cada frente será a metade da soma das notas das atividades do período; e a 

média do período será a soma das notas obtidas em cada frente. 

 No segundo período: 

• Prova Unificada (PU)– 0,0 a 9,5 

• Tarefa (T) – 0,0 a0,5 

 A nota de cada frente será a metade da soma das notas das atividades do período; e a 

média do período será a soma das notas obtidas em cada frente. 

 No terceiro período: 

• Prova Unificada (PU) – 0,0 a 9,5 

• Tarefa (T) – 0,0 a0,5 

•  Simulado do ENEM – 0,0 a 10,0 

 A nota de cada frente será obtida por meio do cálculo seguinte: !. !"!! ! !"!"
!

; e a 

média do período será a soma das notas obtidas em cada frente. 

 No quarto período: 

• Prova Unificada (PU)– 0,0 a 9,5 

• Tarefa (T) – 0,0 a0,5 

 A nota de cada frente será a metade da soma das notas das atividades do período; e a 

média do período será a soma das notas obtidas em cada frente. 

 Ao longo de cada período letivo o aluno terá a oportunidade de se submeter a 

estudos de recuperação paralela para melhorar o seu desempenho, tendo assim, a possibilidade 

de recuperar total ou parcialmente a média obtida do período. 

 NB: Este item poderá ser alterado a critério da equipe de planejamento desde que 

os alunos sejam previamente comunicados. 
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ANEXO	B	–	COMITÊ	DE	ÉTICA	

A pesquisa foi aprovada pelo Comitê de Ética da Pontifícia Universidade 

Católica de São Paulo – PUC/SP sob o título de “Um estudo da Gênese 

Instrumental na Função de Várias Sentenças e com CAAE número 

48953115.8.0000.5482. 

 


