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MOTA, Janine Freitas. Um estudo ontossemiotico sobre os conhecimentos didatico-
matematicos de aplicacBes da Integral Definida com estudantes de Matematica. 2021.
291f. Tese (Doutorado em Educacdo Matematica) — Faculdade de Ciéncias Exatas e
Tecnologia, Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo. S&o Paulo, 2021.

RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo analisar como um grupo de estudantes de Licenciatura em
Matemética mobiliza competéncias e desenvolve conhecimentos didatico-matematicos, durante
a implementacdo de uma proposta didatica que aborda significados da Integral Definida,
envolvendo tecnologias digitais. O aporte tedrico situa-se no Enfoque Ontossemiodtico do
Conhecimento e da Instrucdo Matematica (EOS) e no Conhecimento Didatico-Matematico do
professor (CDM). Recorrendo aos aspectos metodologicos da Engenharia Didatica,
interpretados de acordo com o EOS, por meio das facetas epistémica-ecoldgica, cognitiva-
afetiva, instrucional, realizamos as fases Estudo Preliminar, Desenho, Implementacdo da
Trajetoria Didatica e Avaliacdo, o que possibilitou a analise sistematica do desenvolvimento e
implementacdo da proposta didatica. A fase do Estudo Preliminar evidenciou as contribuigdes
das investigacfes que abordaram aspectos cognitivos, didaticos, epistemoldgicos, relacionados
a Integral Definida. Na fase do Desenho, planejamos as atividades que compdem a proposta
didatica, partindo de situacBes-problema elaboradas em contextos intra e extramatematicos,
assistidas pelo GeoGebra. Na Fase de Implementacdo da Trajetéria Didatica, as atividades
foram aplicadas a estudantes do terceiro periodo da Licenciatura em Matematica da
Universidade Estadual de Montes Claros em dois encontros presenciais € um encontro remoto.
Os dados foram coletados por meio de gravacdes dos dialogos entre os participantes da
pesquisa, registros escritos e digitais contendo o desenvolvimento das atividades, além de
anotacdes das observacOes realizadas no momento de aplicacédo das atividades. As ferramentas
e nocBes de objeto matematico e configuracdo de processos do EQS, utilizados na Fase de
Avaliacdo, tornaram possiveis identificar as configuracGes didaticas que permitiram determinar
0 quanto os estudantes institucionalizaram os conhecimentos acerca dos objetos matematicos
em estudo. A analise dos dados mostrou que a proposta didatica em experimentacao contribuiu
para os conhecimentos didatico-matematicos de estudantes em relacdo a Integral Definida nos
aspectos: conexdes entre teoria e pratica, com a utilizagdo de contextos intra e
extramatematicos; formalizagdo, generalizacdo e institucionalizagdo de conhecimentos;
mobilizagdo de competéncias; desenvolvimento da autonomia; utilizacdo da
interdisciplinaridade; uso de diferentes tipos de registros de representagdo e mobilizagéo de
processos cognitivos. O processo educativo, na perspectiva do modelo de Analise Didatica
proposto pelo EOS, obteve um nivel satisfatorio de adequacdo didatica. Concluimos que uma
proposta didatica referenciada nas categorias do EOS, em que se utiliza um recurso digital
adequado, pode potencializar a construgdo de significados pessoais, uma vez que, quando as
atividades envolvem contextos que trazem sentido e significado aos conhecimentos sobre o
objeto matematico em estudo, os estudantes tendem a compreendé-lo melhor.

Palavras-chave: Educacdo Matematica no Ensino Superior. Licenciatura em Matematica.
Integral Definida. Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrucdo Matematica.
Conhecimento Didatico-Matematico do Professor.
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Integral Definite Integral applications with mathematics students. 2021. 291f. Doctoral
Dissertation (Doctoral Program in Mathematics Education) - Faculty of Exact Sciences and
Technology, Pontifical Catholic University of S&o Paulo. Séo Paulo, 2021.

ABSTRACT

This research aims to analyze the way a group of licenciate in Mathematics students mobilizes
competencies and develop didactic-mathematical knowledge during the implementation of a
didactic proposal that approaches the meanings of the Definite Integral, involving digital
technologies. The theoretical contribution lies in the Ontossemiotic Approach to Knowledge
and Mathematical Instruction (OAK) and in the Didactic-Mathematical Knowledge of the
teacher (DMK). Using the methodological aspects of Didactic Engineering interpreted
according to the OAK, through the epistemic-ecological, cognitive-affective and instructional
facets, we conducted the Preliminary Study, Design, Implementation of the Didactic Trajectory
and Evaluation phases which enabled the systematic analysis of the development and
implementation of the didactic proposal. The Preliminary Study phase highlighted the
contributions of investigations that approached cognitive, didactic, epistemological aspects
related to Definite Integral. In the Design phase, we planned the activities that compose the
didactic proposal, starting from problem situations developed in intra and extra-mathematical
contexts, assisted by GeoGebra. In the Implementation Phase of the Didactic Trajectory, the
activities were applied to students of the third semester of the Licentiate degree in Mathematics
at the State University of Montes Claros (Unimontes) in two face-to-face meetings and one
remote meeting. The data were collected through recordings of the research participants’
dialogues, written and digital records containing the development of the activities, in addition
to observation notes written during the activities. The tools and notions of mathematical object
and OAK process configuration used in the Evaluation Phase enabled to identify the didactic
configurations identification that permitted to determine how much the students
institutionalized the knowledge about the studied mathematical objects. The analysis of the data
showed that the didactic proposal in experimentation contributed to the didactic-mathematical
knowledge of students in relation to the Definite Integral in the aspects: connections between
theory and practice using intra and extra-mathematical contexts; formalization, generalization
and institutionalization of knowledge; mobilization of skills; development of autonomy; use of
interdisciplinarity; use of different types of representation records and mobilization of cognitive
processes. The educational process in the perspective of the Didactic Analysis model proposed
by OAK obtained a satisfactory level of didactic adequacy. We concluded that a didactic
proposal referenced in the categories of OAK in which an adequate digital resource is used can
enhance the construction of personal meanings and once the activities involve contexts that
bring meaning and meaning to the knowledge about the mathematical object under study,
students tend to understand it better.

Keywords: Mathematics Education in Higher Education. Licenciate degree in Mathematics.
Definite Integral. Ontossemiotic Approach to Knowledge and Mathematical Instruction.
Didactic-Mathematical Knowledge of the Teacher.
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matematicos de aplicaciones de la Integral Definida con estudiantes de Matematica. 2021.
291f. Tesis (Doctorado en Educacion Matematica) - Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia,
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RESUMEN

Esta investigacion tiene el objetivo de analizar como un grupo de estudiantes de Licenciatura
en Matematica moviliza competencias y desarrollan conocimientos didactico-matematicos,
durante la implementacion de una propuesta didactica que aborda significados de la Integral
Definida, involucrando tecnologias digitales. El aporte tedrico se situa en el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y de la Instruccion Matemética (EOS) y en el Conocimiento
Didactico-Matematico del Docente (CDM). Recurriendo a los aspectos metodoldgicos de la
Ingenieria Didactica, interpretados de acuerdo con el EOS, a través de las facetas epistémica-
ecologica, cognitiva-afectiva e instruccional, realizamos las fases de Estudio Preliminar,
Disefio, Implementacion de la Trayectoria Didéctica y Evaluacion, que posibilitd el analisis
sistematico del desarrollo e implementacion de la propuesta didactica. La fase del Estudio
Preliminar destacd los aportes de las investigaciones que abordaron aspectos cognitivos,
didacticos, epistemoldgicos, relacionados con la Integral Definida. En la fase de Disefio
planificamos las actividades que componen la propuesta didactica, partiendo de situaciones
problematicas elaboradas en contextos intra y extramatematicos, asistidas por GeoGebra. En la
Fase de Implementacion de la Trayectoria Didactica, las actividades fueron aplicadas a
estudiantes del tercer periodo de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Estatal de
Montes Claros en dos reuniones presenciales y una reunion telematica. Los datos fueron
recolectados a través de grabaciones de los dialogos entre los participantes de la investigacion,
registros escritos y digitales que contienen el desarrollo de las actividades, ademéas de
anotaciones de las observaciones realizadas en el momento de la aplicacion de las actividades.
Las herramientas y nociones de objeto matematico y configuracién de procesos del EOS,
utilizados en la Fase de Evaluacion, hicieron posible identificar las configuraciones didacticas
que permitieron determinar en qué medida los estudiantes institucionalizaron el conocimiento
sobre los objetos matematicos en estudio. El analisis de los datos mostrd que la propuesta
didactica en la experimentacion contribuyé para los conocimientos didactico-matematicos de
los estudiantes en relacion a la Integral Definida en los siguientes aspectos: conexiones entre
teoria y préactica, con el uso de contextos intra y extramatematicos; formalizacion,
generalizacion e institucionalizacion de conocimientos; movilizacion de competencias;
desarrollo de la autonomia; empleo de la interdisciplinariedad; utilizacién de diferentes tipos
de registros de representacion y movilizacion de procesos cognitivos. El proceso educativo, en
la perspectiva del modelo de Anélisis Didactica propuesto por el EOS, obtuvo un nivel
satisfactorio de adecuacion didactica. Concluimos que una propuesta didactica referenciada en
las categorias del EQS, en la que se utilice un recurso digital adecuado, puede potenciar la
construccion de significados personales, puesto que, cuando las actividades involucran
contextos que dan sentido y significado a los conocimientos sobre el objeto matematico en
estudio, los estudiantes tienden a comprenderlo mejor.

Palabras clave: Educacién Matematica en la Ensefianza Superior. Licenciatura en Matematica.
Integral Definida. Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y de la Instruccién Matemaética.
Conocimiento Didactico-Matematico del Profesor.
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CAPITULO 1 — INTRODUCAO

A investigacdo da qual resultou esta tese insere-se na linha de pesquisa Tecnologias da
Informacdo e Educacdo Matematica, do Programa de Estudos Pés-Graduados em Educacédo
Matemaética da Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo (PUC-SP), especificamente no
ambito do grupo Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica (TecMEM). Para seu
desenvolvimento, o Projeto de Pesquisa foi submetido ao Comité de Etica e Pesquisa (CEP) e
aprovado mediante parecer consubstanciado n. 3.943.407.

A formagdo matemaética e didatica de estudantes de Licenciatura em Matematica
constitui um campo de pesquisa que tem apresentado acentuado interesse nas Ultimas décadas
pela comunidade académica em Educacdo Matematica, embora, ha muito tempo, seja uma area
ativa com consideravel producdo (BISHOP, 2013). O principal motivo dessa expansdo de
estudos, em que se considera a natureza tedrica desse campo, € que, reconhecidamente, 0
conhecimento® matematico e as competéncias? dos professores contribuem significativamente
para construcdo de conhecimentos pelos estudantes e aprimoramento de suas capacidades.
Assim, a formacédo de conceitos e o desenvolvimento do conhecimento curricular, didatico e
matematico exigidos dos futuros professores para ensinar Matematica vém gerando interesse
na pesquisa em Educacdo Matematica.

No ambito desse interesse, a busca pela qualidade do ensino e pela aprendizagem de
Matematica suscita mudancas de paradigmas, incitadas pelas formas de insercdo da atual
sociedade nos espacos cibernéticos, com transformacdes que vém ocorrendo em velocidades
cada vez maiores, notadamente nas duas ultimas decadas. Ao discutir sobre esse aspecto,
Rajobac e Romani (2011, p. 16) ponderam que “a condi¢do poés-moderna compde um cenério
marcado pelo cientifico-cibernético, pelo técnico e informacional. Essas dimensdes sao
determinantes para que se pensem 0S processos educativos e 0 conjunto da vida social no
contexto pds-moderno”.

A Matematica é uma das principais fontes de conhecimento para a comunicagdo da
linguagem em bits, as quais fundam o modelo de processos e produtos que respondem as novas

demandas sociais, de novas culturas, de comportamentos, entre eles o de mercado.

! Na abordagem tedrica que assumimos neste estudo, o termo conhecimento é utilizado no sentido de "construcdo
epistémico-cognitiva geral que inclui compreensdo, competéncia e disposi¢do” (PINO-FAN; GODINO; FONT,
2010, p. 209).

2 Assumimos, nesta pesquisa, o indicador de competéncia proposto por Font (2011, p. 18), como “uma agdo efetiva
realizada em determinado contexto com um determinado proposito”.
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Nesse contexto, 0 mercado também impulsionou novas tendéncias de funcionamento
social e cultural da sociedade imersa em tecnologia, cujas caracteristicas apelam para uma
expansdo do consumo frenético e da comunicacdo em larga escala. Essas tendéncias
revolucionaram as formas tradicionais de formacao dos profissionais na atualidade, entre eles,
os profissionais da Educagdo. A Didatica da Matemaética, problematizando essas tendéncias,
auxilia o professor a pensar o papel dessa ciéncia na formacgédo de sujeitos consumidores de
informacdo e de tecnologia. Assim, colabora para (re)significar o planejamento, a forma de
abordar e apresentar a Matematica nas situacGes de aula e a proceder em intervencdes e
encaminhamentos, em que se objetiva a construgdo de aprendizagens pelos estudantes.

Atinente aos estudantes de Licenciatura em Matematica, esses tém nessa area do
conhecimento uma importante ferramenta de linguagem que modela os varios fenémenos
cientificos, assim, é possivel pensar em seu ensino de modo que contemple variados contextos
e que mobilize o conhecimento acerca dos distintos significados dos objetos matematicos em
estudo.

O uso de tecnologias digitais e outros recursos didaticos exigem planejamento de
praticas do professor, a fim de integrar docéncia e pesquisa, teoria e pratica, com o propdsito
de criar condi¢des para qualificar o processo de educar matematicamente. H& também uma
expectativa de que a aprendizagem seja um processo de construcdo de sentidos e significados
pelos estudantes, em diferentes niveis e modalidades de ensino. Desse modo, a prética
convencional de ensinar pode ser ressignificada: professor e estudante auferindo novas
atribuicoes, com atitudes dinamicas e integradas.

Ao refletirmos sobre o processo de significacdo relativo aos conteldos matematicos,
recorremos aos estudos de Vygotsky (2001, p. 465), que faz uma distingdo entre sentido e

significado de uma palavra. Para esse autor,

[...] o sentido de uma palavra e a soma de todos os fatos psicolégicos que ela desperta
em nossa consciéncia. Assim, o sentido e sempre uma formacdo dinamica, fluida,
complexa, que tem Varias zonas de estabilidade variada. O significado é apenas uma
dessas zonas do sentido que a palavra adquire no contexto de algum discurso e,
ademais, uma zona mais estavel, uniforme e exata.

Embora esse autor faga uma distincdo entre sentido e significado de uma palavra,
entendemos que essa diferenciacdo também pode se referir a um objeto matematico, conforme

estabelecido na base tedrica que utilizamos nesta pesquisa e que serd apresentada adiante, em
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que o significado é relacionado ao contelido de qualquer fungéo semidtica® (GODINO;
BATANERO; FONT, 2008, p. 19).

A discussdo acerca da formacdo de professores de Matematica demanda identificar o
tipo de conhecimento didatico-matematico* que o professor de Matematica tem, ou deveria ter,
para planejar e realizar suas aulas. Nesse sentido, Pino-Fan (2014, p. 1, tradug&o nossa) pondera
que “varias pesquisas tém sido realizadas para a identificacdo dos componentes do complexo
de conhecimentos que um professor deve ter com o propdsito de desenvolver, eficientemente,
a sua pratica e, assim, facilitar a aprendizagem de seus alunos”.

Ao considerar a mobilizacdo da atividade docente nos diversos niveis de ensino, Godino
et al. (2017) concebem que essa remete ao argumento de que o professor de Matematica precisa
apresentar competéncia matematica, ou seja, precisa entender e ser capaz de realizar as praticas
matematicas, necessarias para resolver os problemas matematicos a serem abordados com 0s
estudantes no nivel correspondente, fazendo uma articulagdo com os contetdos dos niveis

seguintes. Nesse sentido, discorrem que

[...] ha também consenso geral de que os professores devem ter conhecimento
especializado de seu proprio contetdo, das transformag6es que devem ser aplicadas a
ele nos processos de ensino e aprendizagem, bem como as interagfes do contetdo
matematico a ser ensinado com diversos fatores (psicoldgicos, socioldgicos,
pedagogicos, tecnoldgicos etc.) que condicionam esses processos (GODINO et al.,
2017, p. 91, traducdo nossa).

A opcdo pelo tema de formacdo didatico-matematica de professores, justifica-se pela
motivacao e relevancia em colaborar com a mobilizacdo de conhecimentos e o desenvolvimento
de competéncias dos estudantes de Licenciatura em Matematica, no que se refere a sua
formacéo inicial e ao seu papel no estabelecimento de condigdes, em suas praticas profissionais
futuras, que incentivem seus estudantes a construir as aprendizagens esperadas.

As pesquisas em Educagdo Matematica, com o tema Formacdo de Professores de
Matematica, tem passado por avangos considerdveis na perspectiva de se organizar a
licenciatura, desde o inicio, por meio do desenvolvimento de disciplinas especificas de
Matematica, Educacdo Matematica, disciplinas pedagdgicas, entre outras.

Ao buscar na pratica um suporte no desenvolvimento de competéncias dos professores,

3 Uma funcéo semidtica é entendida, no EOS, como a correspondéncia entre um objeto antecedente (expressao,
significante) e um consequente (conteudo, sentido) estabelecido por um sujeito (pessoa ou institui¢do), segundo
um critério ou regra de correspondéncia.

4 Usamos a expressdo conhecimento didatico-matematico — em referéncia ao conhecimento profissional docente
em Matematica — no ambito do Enfoque Ontossemiotico do Conhecimento e da Instrugdo Matematica (EOS), que
constitui a estrutura tedrica desta pesquisa, abordada no Capitulo 3.



21

os curriculos das licenciaturas em Matematica abordam formas de aquisi¢do de competéncias
matematicas docentes, conforme disposto por Rubio (2012, p. 4, tradugdo nossa): “promover a
competéncia dos professores na analise de praticas, processos e objetos matematicos € uma
etapa necessaria para desenvolver a competéncia profissional que lhes permite desenvolver e
avaliar as competéncias matematicas”.

Na Universidade Estadual de Montes Claros, onde a autora deste trabalho atua como
formadora, o curriculo da Licenciatura em Matematica passou por diversas modificacdes que
visaram acompanhar os avancos ocorridos na sociedade, intentando implementar um processo
formativo que esteja coerente com as politicas publicas e com as Diretrizes Curriculares
Nacionais (DCN). As modifica¢Ges recentes no projeto do referido curso tém como principal
inovacdo a adequacdo aos avangos teoricos e tecnoldgicos de atuacdo docente que estdo
acontecendo na sociedade.

Pautamo-nos na perspectiva de que a formacgao inicial busca proporcionar aos futuros
professores experiéncias enriquecedoras e desafiadoras, permitindo-lhes ser criativos e
competentes, tanto na resolucdo de problemas e nas investigagcdes como na compreensdo de
novos conceitos, na problematizacdo do fazer docente e no uso coerente das tecnologias
digitais.

O objetivo desta pesquisa é identificar competéncias e conhecimentos didatico-
matematicos mobilizados ou desenvolvidos na implementacdo de uma proposta didatica,
realizada com o suporte das tecnologias digitais, que aborda significados de um objeto
matematico, tendo como base teérica 0 modelo de Conhecimento Didatico-Matematico (CDM),
proposto por Godino (2009). Intentamos contribuir para a formacéo inicial de professores de
Matematica no contexto do estudo do Calculo Integral, em especifico, da Integral Definida de
funcgdes reais de uma variavel real, com a utilizacdo de tecnologias digitais.

Sdo abordados aspectos epistémicos e cognitivos para 0s processos de ensino e de
aprendizagem da Integral Definida, na perspectiva do Enfoque Ontossemio6tico® do
Conhecimento e da Instru¢cdo Matematica — EOS (GODINO, 2002; GODINO; BATANERO;
FONT, 2008), apoiados em ferramentas das tecnologias digitais.

Os sujeitos da pesquisa foram um grupo de estudantes de Licenciatura em Matematica.
A expectativa, nessa praxis, reside na potencializacdo de competéncias relativas a resolucédo de
problemas, envolvendo Integral Definida, com o propdsito de colaborar com seus processos

formativos e constitutivos de sujeitos atuantes em uma sociedade consumidora de informagdes

> A palavra "onto-semiético” e suas derivacdes foi grafada, nesta tese, na lingua portuguesa como
“ontossemidtico”, segundo o novo acordo ortografico.
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e de tecnologias.

Selecionamos um tema do Calculo Diferencial e Integral como objeto matematico de
investigacdo didatica, por ser essa uma area da Matematica que se apresenta como um assunto
de especial atencéo, de diferentes abordagens teoricas, especialmente, as questdes de natureza
cognitiva relacionadas as concepgdes de estudantes, esquemas cognitivos e tipos de erros; e de
ensino, referentes a estratégias e alternativas instrucionais, tal como é discutido por Artigue
(1991), Tall (2002), Gonzélez-Martin (2006), Crisostomo (2012), Pino-Fan, Godino e Font
(2013), Almeida (2017), Miranda (2018), entre outros.

Duval (1995, p. 15) aponta que "ndo ha conhecimento que possa ser mobilizado por um
individuo sem uma atividade de representacdo.”. Assim, recorrer a diferentes modos de
representacdo e abordagem dos conte(dos amplia as possibilidades de compreensdao pelos
estudantes.

O sentido de uma representacdo, segundo Godino, Batanero e Font (2008), é tido como
a possibilidade de interpretacdo produzida e inerente ao uso de signos num determinado
contexto. Nessa perspectiva, o papel de representacdo ndo € exclusivamente assumido pela
linguagem; as situacbes-problemas, conceitos, proposicdes, procedimentos e argumentos
podem ser também expressao ou contetdo das fungdes semidticas.

Pino-Fan et. al (2015) salientam que na estrutura tedrico-metodolédgica do EOS ndo ha
sistematizacdo para a analise dos elementos linguisticos, sendo que esses podem ser
identificados, mas as diferentes linguagens poderiam fazer referéncia tanto ao registro da
representacdo semidtica quanto aos sistemas semiéticos. A TRRS faz uma distin¢éo clara entre
registro de representacdo semidtica e sistema semiodtico. Assim, a nocdo de registro de
representacdo semidtica da TRRS complementa e enriquece a nogéo de elementos linguisticos,
sistematizando a anélise de tais registros. Assim, nesta investigacao, relacionamos as no¢oes de
objetos matematicos (como considerados no EQOS) e representacdo semiotica (como
considerados na TRRS), para a analise e caracterizagdo do conhecimento matematico acerca da
Integral Definida.

A proposta didatica, explicitada nesta pesquisa, visa apresentar aos estudantes de
Licenciatura em Matemaética situagdes-problema relacionadas a Integral Definida, em que se
mobilizam distintas representacGes. Visa, ainda, mostrar que a formacdo de conceitos
matematicos ndo se restringe a memorizacdo de definicbes e realizagdo de rotinas
automatizadas de processos algébricos e/ou operatérios num modelo algoritmico, mas da
producdo de sentidos e significados acerca dos objetos e dos conceitos.

Visa também considerar a Integral de Riemann de uma funcdo definida, limitada,
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continua e positiva em um intervalo fechado [a, b]; nesse caso, uma Integral Definida, para
explorar a relagéo entre Integral e medida de area de uma regido plana, conforme é explicitado
na se¢do que trata dos significados institucionais de referéncia da Integral, no Capitulo 6. E fato
que, epistemologicamente, area € definida axiomaticamente como um ndmero real positivo ou
nulo, imagem de uma funcéo f cujo dominio é uma familia de regides planas. Levando-se em
conta que é mais usual nos livros didaticos do Ensino Béasico e em alguns do Ensino Superior
considerar area como regido e ndo como sua medida, assim consideraremos, nesta tese, area a
regido e o nimero positivo associado a area sua medida.

Destacamos, nesta investigacao, aspectos relacionados a interdisciplinaridade, com a
mobilizacdo de contextos intra e extramatematicos, assim como a utilizacdo de recursos de
informatica que tém o potencial de contribuir para a compreensédo de significados dos objetos
matematicos (GODINO; BATANERO; FONT, 2008). Esses aspectos se apresentam conforme
o0 disposto por Tardif (2000), como saberes que brotam da experiéncia e sdo por ela validados,
incorporando-se a vivéncia individual e coletiva sob a forma de habitus e de habilidades, de
saber-fazer e de saber-ser.

Do ponto de vista estrutural, esta tese esta organizada em oito capitulos, além das
Referéncias e Anexos.

Neste primeiro capitulo — Introducéo — apresentamos a introducao da investigacéo, com
uma breve sintese dos referenciais tedricos e metodolégicos.

Apresentamos, no segundo capitulo, nossa trajetdria profissional e motivacdes para a
pesquisa, buscando situar o interesse pelo tema nesses aspectos. Explicitamos a caracterizacéo
dos componentes do conhecimento do professor, destacando alguns modelos tedricos,
elencados nas pesquisas sobre formacg&o de professores de Matematica, que abordam categorias
do conhecimento didatico-matematico. Também, abordamos a problematizacéo relacionada aos
processos de ensino e de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral e, especificadamente,
da Integral Definida, justificando a escolha desse objeto de investigacdo didatica e enfatizando
a importancia do uso das tecnologias digitais.

No terceiro capitulo, discorremos sobre 0s constructos tedricos que ancoram a
investigagdo: o Enfoque Ontossemiotico do Conhecimento e da Instrugdo Matematica — EOS
(GODINO, 2002; GODINO; BATANERO; FONT, 2008) que possui categorias que podem ser
usadas como ferramentas para identificar e classificar os conhecimentos requeridos para o
ensino de Matematica; e o modelo do Conhecimento Didatico-Matematico do professor — CDM
(GODINO, 2009), que compreende categorias de analise dos conhecimentos postos em

atividade em um processo formativo.
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No quarto capitulo, expomos a estrutura metodoldgica, destacando a investigacdo como
sendo de abordagem qualitativa. Elencamos as ferramentas metodoldgicas do EOS articuladas
com a Engenharia Didatica (GODINO, 2012; GODINO et al., 2013), que séo utilizadas no
desenvolvimento da proposta didatica em suas quatro fases: estudo preliminar, desenho,
implementacdo e avaliagdo. Neste capitulo, também apresentamos os participantes e o contexto
da investigacdo, bem como os meios, materiais e formas de trabalho.

No capitulo cinco, expomos uma revisao de literatura que compde a fase do Estudo
Preliminar da metodologia de pesquisa. Nesse estudo, sdo abordados os conhecimentos e
aspectos cognitivos associados aos processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida,
em que elencamos dificuldades, estratégias e recursos didaticos para a abordagem desse objeto
matematico em sala de aula.

O capitulo seis traz o desenho da proposta didatica sobre Integral Definida e os aspectos
ontossemidticos considerados para sua construcdo. Sao explicitadas as situacdes-problema que
compdem cada uma das trés atividades®, as tarefas propostas para resolugdo daquelas e as
configuracBes didaticas que permitem a identificacdo das competéncias e dos conhecimentos
didatico-matematicos desenvolvidos ou mobilizados pelos estudantes.

No capitulo sete, apresentamos a implementacdo da proposta didatica, descrevendo as
trajetorias didaticas atinentes as praticas’ (matematicas e didaticas) realizadas pelos estudantes
no desenvolvimento das atividades que compdem as unidades de estudo. Sdo explicitados os
elementos de andlise didatica, estabelecidos pelo EOS, que foram utilizados na anélise a priori
e a posteriori das praticas realizadas. As trajetorias epistémicas referentes a cada uma das
Unidades de Estudo sdo também explicitadas nesse capitulo que traz ainda a avaliacdo da
adequacao da proposta didatica sobre a Integral Definida, em que sao utilizadas as ferramentas
de anédlise de questbes relacionadas a problematizacdo do conteido a ser ensinado (aspecto
epistémico); processos de aprendizagem (aspectos cognitivos e afetivos); curriculo e fatores
condicionantes, que incluem conhecimento sobre o ensino de Matematica (aspecto ecoldgico®);
uso de recursos, incluindo os recursos tecnologicos (aspecto mediacional) e modos de interacdo
instrucional (aspecto interacional) (GODINO, 2017).

® Na perspectiva que adotamos, atividade no é apenas um exercicio de Matematica, mas toda a situagdo na qual
0 estudante esta inserido.

7 A prética matematica é considerada como qualquer agdo ou manifestacéo (linguistica ou ndo) realizada na solugdo
de problemas matematicos e na comunicacdo de solugdes para outras pessoas, a fim de valida-las e generaliza-las
para outros contextos e problemas (GODINO; BATANERO, 1994).

8 No quadro tedrico que utilizamos nesta pesquisa (Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrucdo
Matematica (EOS), a nogio de “ecologia” relaciona os ambientes escolar, externo e o curriculo, que regulam essa
relagdo. Godino (2002, 2017) esclarece que escola, curriculo e sociedade sdo os fatores que entram em jogo quando
se fala em “ecologia” no enfoque que propde.
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No capitulo 8, tecemos nossas ConsideracGes Finais acerca da pesquisa realizada,
retomando a questdo de investigacdo com o objetivo de sintetizar os entendimentos para a
compreensdo dos resultados alcancados e tecer algumas conclusdes a que se chegaram no
decorrer do estudo. Também explicitamos as contribuicGes que esta pesquisa pode trazer a
Educacdo Matematica, discutimos as principais limitacdes que identificamos no trabalho e

direcionamos para possiveis estudos futuros que esta investigagdo pode suscitar.
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CAPITULO 2 — TRAJETORIA PROFISSIONAL E

PROBLEMATIZACAO

Neste capitulo, explicitamos nossa trajetdria profissional, assim como as motivacdes
que nos levaram a investigar a mobilizagdo de competéncias e o0 desenvolvimento de
conhecimentos didatico-matematicos de futuros professores de Matematica, quando
submetidos a uma proposta didatica para o estudo da Integral Definida. A andlise da
competéncia profissional e intervencdo didatica, que envolve conhecimentos didatico-
matematicos especificos, sdo objeto de estudo e investigacdo em programas de formacéo de
professores e, nesse contexto, direcionam a pesquisa que também considera a problematizacao

dos processos de ensino e de aprendizagem do Calculo Integral.

2.1 Trajetoria profissional e motivagdes para a pesquisa

As primeiras experiéncias como professora do Ensino Superior, atuando nas disciplinas
de Calculo Diferencial e Integral, Algebra Linear e Geometria Analitica, trouxeram-nos a
oportunidade de perceber e experienciar situacdes de ensino e de aprendizagem inerentes ao
processo de compreensdo dos conceitos e significados de contetdos da Matematica abordados
nessas disciplinas. Essas experiéncias nos fizeram refletir acerca do que pode ser necessario ao
professor para que seja capaz de analisar a atividade matematica envolvida na resolucdo dos
problemas propostos aos estudantes, a fim de que possam ampliar as condi¢des para a
construcdo de suas aprendizagens.

Nossa trajetoria formativa como professora de Matematica inclui a licenciatura em
Matematica, especializacdo em Educacdo Matematica Superior e mestrado em Ensino de
Ciéncias e Matematica. Desde a especializacao, estudos e pesquisas associados a discussao de
formas alternativas ao modelo convencional de ensino tém despertado nosso interesse.

Na perspectiva convencional de ensino, 0s momentos de interac¢do, criagdo ou atuacao
vividos pelos estudantes sédo pouco evidenciados, posto que o0s processos de exploracao,
formulacéo e validacdo sdo experienciados por esses, muitas vezes, apenas nos momentos de
avaliacdo. As praticas de ensinar Matematica, independentemente do nivel ou modalidade de
ensino, segundo Godino et al. (2017), podem ser empreendidas de modo a propiciar aos

estudantes um perfil atuante, que os coloquem em situacdes de aprimoramento do potencial de
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aprendizagens e de estabelecimento de significados, para se tornarem agentes da construcao do
seu conhecimento.

IndagacOes relativas ao ensino de Matematica em cursos de graduacédo desenvolvidos
nas instituicdes de Ensino Superior do Brasil nos motivaram a iniciar pesquisas académicas
com o intuito de aprimorar a nossa praxis. Destarte, questdes como as apresentadas por Frota e
Nasser (2009, p. 7) passaram a ser constantes em nossa préatica:

Qual o papel da Matematica no Ensino Superior? Como o aluno se relaciona com a
Matematica formal? Como abordar tal Matematica? Que estratégias o aluno utiliza
para aprender Matematica? [...] Que professor deve ser formado e que reflexdes tece
esse professor sobre sua pratica? Em que consiste a pesquisa sobre a propria pratica e
seu sentido no Ensino Superior? Que metodologias de ensino-aprendizagem se
apresentam para o desenvolvimento da Matemética no Ensino Superior e como se
inserem nesse contexto as tecnologias da informagdo e comunicacdo?

Em estudos e pesquisas envolvendo tecnologias digitais no ensino e na aprendizagem
de conteddos de Matematica, percebemos um campo propicio para o desenvolvimento de
estratégias didaticas diferenciadas. 1sso posto, realizamos, em nosso mestrado, uma pesquisa
com proposicao de alternativas para o ensino de contetdos da Geometria Analitica (MOTA,
2010), na qual apresentamos uma proposta para o estudo das superficies tridimensionais Planos,
Cilindros e Quédricas, centradas na elaboracédo e desenvolvimento de sequéncias didaticas que
dispuseram de elementos tedricos de Zabala (1998). Essas atividades foram desenvolvidas
articulando lapis e papel com ferramentas informatizadas, utilizando o software Winplot, o qual
permite uma dindmica de rotacdo e translacdo de sélidos, especialmente a particdo em figuras
planas, com uma ferramenta denominada fatiador, facilitando a visualizacdo geométrica, em
espacos tridimensionais, com multiplas representacdes.

Ao concluir a pesquisa de mestrado, foi criado um ambiente, considerado um espaco de
pratica e de experimentacdo sobre o conteddo trabalhado — Planos, Cilindros e Quédricas —
com a edicdo de um livro didatico, visando & compreensao e interpretagdo desses conteudos por
estudantes de Licenciatura em Matemaética ou estudantes de cursos da &rea de Ciéncias Exatas,
que cursam as disciplinas Geometria Analitica e Calculo.

Constatamos, na investigacdo citada, que as atividades propostas incentivaram 0s
estudantes a refletir sobre 0 uso de novas tecnologias no ensino e, em especial, 0 uso do software
Winplot, importante para o desenvolvimento da habilidade de visualizag&o.

A incipiente habilidade dos estudantes na mobilizacdo da visualizacdo geométrica de
figuras no espaco tridimensional, verificada em nossa pratica, justificou a pesquisa de mestrado,

além de evidenciar caréncias na aprendizagem de conceitos em Geometria Analitica que podem
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implicar dificuldades para a aprendizagem em outras disciplinas, como é o caso de Célculo
Diferencial e Integral.

Os resultados observados na investigacdo do mestrado e a experiéncia adquirida como
professora de Calculo nos fizeram refletir, por um lado, acerca da necessidade de
aprimoramento de competéncias docentes, referentes a conhecimentos didatico-matematicos;
e, por outro, sobre as caréncias de aprendizagem dos estudantes em temas especificos do
Célculo. Esse saber nos motivou a desenvolver, nesta investigacdo de doutorado, um estudo
que, com o apoio das tecnologias digitais — especificadamente o software GeoGebra — se dispde
a contribuir para os processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida no contexto da
formacgéo de professores.

Esta investigacdo, tendo como participantes estudantes de Licenciatura em Matematica,
traz reflexdes orientadas para os seguintes aspectos:

a) a maneira pela qual os processos didaticos tratam o contetdo especifico da Integral
Definida, abordando, muitas vezes, apenas o significado referente a no¢do de area sob
uma curva, negligenciando outros significados, em outros contextos, como apontado em
Berry e Nyman (2003) e Camacho, Depool e Garbin (2008);

b) a importancia do aprimoramento na qualidade da linguagem utilizada ao abordar as
tarefas matematicas, especificamente, relacionadas a articulacdo das diferentes
representacfes associadas a um objeto matematico, partindo de uma abordagem
ontossemiotica, conforme Godino, Batanero e Font (2008);

€) aconveniéncia de incorporar recursos tecnologicos, com o objetivo de apoiar a pratica
educativa de ensinar e aprender Matematica, como forma de contribuir com a
compreensdo dos significados dos objetos matematicos (GODINO, 2002; GODINO;
BATANERO; FONT, 2008);

d) aadogdo de préticas e experiéncias que possam contribuir para a formacdo e docéncia
dos estudantes de Licenciatura em Matematica, no contexto da mobilizacdo de
competéncias e desenvolvimento dos conhecimentos didatico-matematicos dos futuros
professores de Matematica (GODINO, 2009).

2.2 Caracterizagdo dos componentes do conhecimento do professor
Pesquisas tém sido destinadas a estudar os componentes de conhecimentos que um

professor deveria ter para atender eficientemente as diversas agcdes emergentes de sua pratica

profissional, particularmente as voltadas para potencializar o processo de aprendizagem dos
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estudantes.

Algumas investigacGes sobre a formacdo de professores que ensinam Matematica
concentram-se na reorientacdo de sua formacéo inicial, a julgar pelas demandas apresentadas
pela sociedade contemporanea e pelos sistemas educativos, ou seja, analisam como o
desenvolvimento de processos formativos pode, em seu tempo, satisfazer as necessidades
educacionais e produzir reflexdes acerca dos conhecimentos e competéncias que s&o
necessarios para o futuro professor exercer sua atividade profissional (SHULMAN, 1986;
BALL; HILL; SCHILLING, 2008; GODINO, 2009).

Ball e seus colaboradores (BALL; HILL; SCHILLING, 2008) destacam que cada uma
das formas de conceber e tratar um conhecimento matematico resulta da visdo que o professor
tem da Matematica, de como acredita que ocorre 0 processo de aprendizagem e dos objetivos
que atribuem ao seu ensino, em outros termos, depende das concepcdes e crengas do professor,
que sdo formadas durante todo o periodo escolar. Isso posto, a estrutura e énfases que se dao no
processo de formacao inicial do professor de Matematica influenciardo, significativamente, em
sua atuacdo ao criar as condi¢des para que ocorram as aprendizagens matematicas.

Algumas pesquisas, como as de Ball, Hill e Schilling (2008); Godino (2009); Carrillo et
al. (2013) e Pino-Fan (2014), destacam um dos problemas que tém sido de maior interesse nos
ultimos tempos: determinar quais conhecimentos matematicos e didaticos sdo necessarios ao
futuro professor de Matematica para que esse possa aprimorar 0 horizonte de realizacdo das
praticas de ensino vindouras. Nesse sentido, surgiram investigacdes e modelos tedricos que dédo
suporte a formacao inicial e continuada de professores, apresentando reflexdes direcionadas
para a identificacdo dos componentes de conhecimentos que um professor deve ter com o
proposito de desenvolver sua pratica, oferecendo outros recursos para a aprendizagem de seus
estudantes.

Uma das referéncias centrais para a pesquisa em formacdo de professores tem sido o
modelo tedrico de Shulman (1986), que vem sendo apropriado com novas categorias de analise
na pesquisa em Educacdo Matematica. Esse autor impactou estudos na formacéo de professores
ao apresentar trés categorias para o conhecimento desse profissional: o conhecimento do
conteudo, considerado o conhecimento do universo de conceitos e procedimentos especificos
da disciplina que o professor leciona; o conhecimento pedagodgico do contetdo, que engloba o
conhecimento do contetido da disciplina em pauta, com evidéncia para 0 ensino dessa e das
estratégias para desenvolver um determinado conceito em sala de aula; e o conhecimento do
curriculo, que inclui o conhecimento das abordagens curriculares para o ensino de

determinados conceitos e a relagdo com os niveis de escolaridade para o qual o ensino esta



30

orientado, como também a compreensdo da articulacdo entre os temas da disciplina em foco.

Shulman ampliou suas ideias e propds outras categorias para o conhecimento do
professor, que ele chamou de categorias de conhecimento basico, sendo as trés citadas
anteriormente e quatro novas categorias: conhecimento do conteudo; conhecimentos
pedagdgicos gerais; conhecimento curricular; conhecimento pedagdgico de conteldo;
conhecimento dos alunos e suas caracteristicas; conhecimento dos contextos educacionais; e
conhecimento dos objetivos, propdsitos e valores da educacdo (SHULMAN, 1987).

Destacamos, dentre as investigacdes mais recentes, o modelo tedrico proposto por Ball
e seus colaboradores (BALL; HILL; BASS, 2005; BALL; THAMES; PHELPS, 2008; BALL;
HILL; SCHILLING, 2008; entre outros), que ampliaram e recontextualizaram as categorias de
Shulman (1987). Os avancos na caracterizacdo dos componentes do conhecimento que um
professor deveria ter para ensinar Matematica se deram com a introducdo da nocao de
conhecimentos matematicos para o ensino, que foi inserida com base na observacéao do trabalho
dos professores na sala de aula de Matematica. Ball, Hill e Schilling (2008, p.374, traducdo
nossa) definem esse conhecimento como “o conhecimento matematico que o professor usa na
sala de aula para que o aluno construa o conhecimento”.

Sucintamente, as categorias desse modelo, conforme disposto por esses pesquisadores,
apresentam os seguintes aspectos:

a) Conhecimento do Contetudo: o conhecimento comum do conteddo — saberes da
Matematica mobilizados na resolucdo de problemas em diferentes areas do
conhecimento; conhecimentos especificos que um profissional precisa ter no ambito de
sua profissdo, ndo se restringindo ao profissional que ensina; 0 conhecimento
especializado do conteddo — conhecimento que os professores precisam ter para ensinar
0s conteudos matematicos, englobando sua compreensdo acerca de como esses se
estruturam, conceitualmente, e como podem ser ensinados; o conhecimento horizontal
do contetido — 0 que o professor deve conhecer para organizar os conteudos, em relacéo
aqueles a serem abordados posteriormente, ou seja, referente ao curriculo escolar de
Matematica, ndo se limitando aquilo que sera proposto aos estudantes, em determinado
periodo letivo;

b) Conhecimento Pedagdgico do Conteudo: o conhecimento do conteddo e dos estudantes
— a forma como os estudantes se relacionam com o0s conteudos matematicos, as
hipoteses e as estratégias que podem criar na resolucéo de atividades; o conhecimento
do conteido e do ensino — tratamento e abordagem dados aos contetdos, incluindo a

organizacdo e selecdo de atividades, o grau de complexidade cognitiva que essas
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demandam dos estudantes e que implicardo como as aprendizagens serdo construidas; o

conhecimento do contetdo e do curriculo — objetivos de ensino, proposta de formacao

matematica dos estudantes e conhecimentos de orientacfes curriculares presentes em
documentos prescritivos.

Ainda, podemos citar o modelo elaborado por Schoenfeld e Kilpatrick (2008) que
contribui para a especificacdo dos conhecimentos que o professor precisa ter para que o seu
ensino de Matematica seja adequado nos aspectos conceitual, didatico e curricular.

Nesse modelo, é destacada a proficiéncia no ensino de Matematica, em que séo
consideradas as dimens@es: conhecer as matematicas escolares com profundidade e amplitude,
que se alinham as ideias da categoria de conhecimento de contetdo de Shulman (1986, 1987);
conhecer 0s estudantes como pessoas que pensam; conhecer 0s estudantes como pessoas que
aprendem; desenhar e gerir entornos de aprendizagem; desenvolver as normas da sala de aula e
apoiar o discurso dos estudantes como parte do ensino para a compreensao; construir relagdes
que apoiem a aprendizagem e refletir sobre a propria préatica, sendo esses ultimos aspectos
equiparados a categoria de contetudo pedagdgico em Shulman (1986, 1987).

Esses modelos tedricos tém como foco as competéncias e conhecimentos dos
professores. Pesquisas centradas na tematica das tecnologias e formacdo de professores,
evidenciando diferentes perspectivas de incorporagdo desses recursos ao ensino da Matematica,
também motivaram o desenvolvimento de modelos tedricos que abrangessem esse escopo, uma
vez que a integracdo das tecnologias no contexto educacional tem demandado mudancas nas
posturas de professores e de estudantes.

Considerando a base de conhecimentos de Shulman (1986, 1987), Mishra e Koehler
(2006) destacaram, a contar da potencializacdo do modelo pedagoégico do contetdo, o
conhecimento necessario aos professores para ensinar com e sobre tecnologia, definindo-o
como Conhecimento Tecnoldgico e Pedagdgico do Contetdo (Technological Pedagogical
Content Knowledge — TPACK). Assim, foi explicitamente integrado o componente de
Conhecimento Tecnoldgico.

O TPACK é constituido por trés conhecimentos fundamentais: Conhecimento do
Contetdo (Content Knowledge — CK); Conhecimento Pedagdgico (Pedagogical Knowledge
— PK) e Conhecimento Tecnologico (Technological Knowledge — TK). S&o enfatizadas,
nesse modelo tedrico, as conexfes existentes entre tecnologias, abordagens pedagogicas
especificas e curriculo, conceituando como essa triade pode interagir entre si, para produzir um
ensino baseado em tecnologias educacionais (MISHRA; KOEHLER, 2009).

As reflexdes estimuladas nesse modelo advertem que a integracdo da tecnologia no
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ensino envolve mudancgas na compreensdo do conteldo e nas estratégias utilizadas, assim como
dispdem Cibotto e Oliveira (2017, p. 19):

O TPACK representa a utilizacdo da tecnologia para apoiar estratégias pedagdgicas
especificas e construtivas para ensinar o conteldo, devidamente adequadas as
necessidades e as preferéncias dos alunos, exigindo dos professores flexibilidade e
fluéncia do contetdo curricular (assunto a ser aprendido e ensinado), da pedagogia
(os processos, praticas, estratégias, procedimentos e os métodos de ensino e
aprendizagem), da tecnologia (tanto as tradicionais quanto as mais avangadas como
0s computadores, internet e softwares) e do contexto envolvido, salientando a
complexa interagdo desses trés corpos de conhecimento, em que cada um influencia
diretamente o outro.

Existem outros modelos tedricos sobre categorias do conhecimento profissional docente
que sdo elencados em pesquisas sobre formacdo de professores de Matematica. Ao fazer
referéncia, sinteticamente, a aspectos relativos as teorizacGes sobre o conhecimento do
professor que ensina Matematica, buscamos identificar categorias de analise no contexto de sua
formagé&o inicial.

As dimensBes ou categorias previstas nos modelos citados guardam relacdo com o
modelo teérico que utilizamos nesta investigacdo, qual seja, o0 Modelo do Conhecimento
Didéatico-Matematico do professor (CDM) proposto por Godino (2009). Esse modelo se baseia
no enquadramento tedrico do Enfoque Ontossemiodtico do Conhecimento e da Instrucéo
Matematica (EOS) — quadro teorico, ontoldgico, epistemoldgico e cognitivo relacionado ao
conhecimento matematico (GODINO, 2002; GODINO; BATANERO; FONT, 2008).

O CDM contempla um sistema de categorias de analise que integra, organiza e amplia
0s modelos propostos por Shulman (1986, 1987), Ball e seus colaboradores (BALL; HILL;
SCHILLING, 2008; BALL; THAMES; PHELPS, 2008) e Schoenfeld e Kilpatrick (2008). A
Didatica — que se refere aos processos de ensino e de aprendizagem que envolvem conteldos,
estudantes, professores, meios tecnoldgicos — é considerada no modelo CDM como objeto
central do estudo.

Godino (2009) atenta para o fato de que poderia ser util ter modelos que permitissem
uma andlise especifica de cada um dos tipos de conhecimento que sdo mobilizados ao educar
matematicamente, “isso permitiria orientar o desenho de agdes formativas e o desenvolvimento
de instrumentos para avaliar o conhecimento dos professores” (GODINO, 2009, p. 19, traducéo
nossa).

Nessa perspectiva, prop6e um sistema de categorias detalhadas de analise dos
conhecimentos didaticos e matematicos do professor, fundamentado no EQOS, o qual, além de

atender dominios que o professor deve ter sobre o contelido a ser ensinado, destaca que sejam
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considerados outros aspectos que devem seguir uma articulagdo coerente do que considera
como seis facetas ou dimensBes: epistémica (conhecimentos matematicos), cognitiva
(conhecimentos proprios dos estudantes e 0 progresso de suas aprendizagens), interacional
(interacdo entre professores e estudantes), mediacional (utilizacdo de recursos didaticos, entre
0s quais os tecnoldgicos), afetiva (interesse e motivacdo dos estudantes) e ecoldgica
(conhecimento curricular) (GODINO, 2009). Nesta tese, abordamos essas categorias com a
denominacdo de facetas.

Do ponto de vista do EOS, é esperado que professor analise a atividade matematica ao
resolver os problemas e identifique as praticas, objetos e processos mobilizados em contextos
de aprendizagem e as variaveis envolvidas nas afirmacdes, a fim de formular novos problemas,
procurando contemplar as particularidades e as demandas formativas dos estudantes.

O CDM considera a utilizacdo de recursos tecnologicos, sendo abordada na faceta
mediacional, referentes aos recursos materiais necessarios ao desenvolvimento dos processos
de ensino e de aprendizagem, os quais s@o integrados aos elementos das demais facetas. O
detalhamento acerca das ferramentas teéricas do CDM esta contemplado no Capitulo 3.

Godino (2009) indica a categorizacdo do conhecimento matematico para 0 ensino,
apresentado em Ball, Thames e Phelps, (2008) e Ball, Hill e Schilling (2008), que abordam o
conhecimento do contetdo (conhecimento comum e especializado) e o conhecimento
pedagogico do contetdo (conhecimento do curriculo e dos estudantes, do contetido e do ensino,
do curriculo), estando essa categorizacdo alinhada as ideias de Shulman (1986,1987),
principalmente no tocante as categorias de conhecimento de conteldo e conhecimento
pedagogico de conteudo.

As categorias de Shulman (1987) podem ser refletidas no CDM com itens de avaliacéo
similares — a proposta é que a faceta epistémica possa incluir e refinar o conhecimento do
conteddo (comum, especializado e ampliado); que as facetas cognitiva e afetiva refinem o
conhecimento do conteudo em relacdo aos estudantes; as facetas interacional e mediacional
refinem a nogéo de conhecimento de conteddo em relacéo ao ensino; e a faceta ecoldgica possa
refinar o conhecimento do curriculo.

Nesse sentido, sdo propostas diretrizes para a formulacdo de itens de avaliagdo que
possibilitam a reflexdo acerca do conhecimento didatico-matematico dos professores. Godino
(2009) considera necessario adotar modelos explicitos e detalhados de seus elementos
constituintes que ajudem na analise e reflexao sobre 0s processos de ensino e de aprendizagem.

O modelo CDM de Godino (2009) contempla a nogdo de proficiéncia no ensino da

Matematica proposta por Schoenfeld e Kilpatrick (2008), ressaltando que essa “pode ser
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interpretada em termos da competéncia profissional do professor de Matematica para que seu
ensino possa ser considerado de qualidade™ (GODINO, 2009, p. 18, tradugdo nossa). O que se
pretende, nesse modelo tedrico, conforme ressaltado por esse pesquisador ¢ “ampliar a no¢do
de proficiéncia em Matematica escolar (...) para incluir: compreensdo conceitual, fluéncia
processual, competéncia estratégica, raciocinio adaptativo e disposi¢do produtiva” (GODINO,
2009, p. 18, traducéo nossa).

Esse pesquisador ressalta que, apesar das dimensfes citadas serem similares as
dimensbes da proficiéncia (SCHOENFELD; KILPATRICK, 2008) e as dimensdes do
conhecimento matematico para o ensino (HILL; BALL; SCHILLING, 2008), as nocbes de
configuracdo didatica, de objetos e processos proporcionam uma separacdo operativa dessas
dimensGes, necessaria para a organizacdo de processos formativos e sua avaliagédo.

Algumas questdes persistem em relacdo a formacao de professores, como as expostas
por Pino-Fan (2014): de que maneira ou sob quais critérios os conhecimentos matematicos para
0 ensino podem ser avaliados ou medidos? Como os professores podem ser ajudados a adquirir
ou desenvolver os varios componentes desses conhecimentos? Como os diferentes
componentes dos conhecimentos matematicos para o ensino se relacionam?

Pino-Fan (2014) dispbe que, para além dos conhecimentos matematicos que se colocam
em acdo em atividades instrucionais para ensinar e aprender Matematica, outras dimensdes ou
facetas condicionam a aprendizagem como aspectos cognitivos e afetivos que implicam a
aprendizagem, o uso de recursos didaticos manipulativos e tecnoldgicos, as formas de interacgéo,
entre outros, o que é indicado no modelo CDM.

O estudo referente aos modelos que abordam a formacéo de professores de Matematica
e suas aproximacOes nos ajudou a aprimorar nossa compreensdo dos diferentes componentes
do conhecimento que podem ser necessarios ao professor, a fim de que esse ensine e crie
condigbes para que seus estudantes construam suas aprendizagens, atribuindo sentidos e
significados aos objetos matematicos, a comecar pelo processo de formacdo dos conceitos.

Assim, refletimos que conhecer e discutir o desenvolvimento de conhecimentos
didatico-matematicos e competéncias de futuros professores de Matematica, ao se relacionar
com uma proposta de estudo da Integral Definida em seu processo de formacéo inicial, tém o
potencial de oportunizar o desenvolvimento dessas competéncias, criando situacdes para que
eles (re)signifiqguem os conhecimentos necessarios a fim de, em um futuro proximo, planejar
suas aulas, analisar e selecionar materiais de apoio, e ensinar os conteudos de Matematica em
qualquer nivel e modalidade de ensino.

Quanto ao conhecimento do contedo matematico, esta investigacdo aborda o contetdo
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de Calculo “Integral Definida” e, também, contelidos presentes no curriculo de Matemaética da
Educacdo Béasica como, por exemplo, fungbes, calculo de medidas de areas de figuras planas.

Destacamos que a Integral Definida envolve um conjunto de conceitos importantes para
o entendimento de temas avancados do Calculo Integral, sendo aplicada em outras areas do
conhecimento como Fisica, Biologia e Estatistica.

Referente a conhecimento pedagogico, ressaltamos os aspectos que sdo contemplados
na proposta didatica implementada nesta investigacdo: inser¢do das tecnologias digitais no
ensino da Matematica; utilizacdo das distintas representac6es na abordagem dos conceitos; uso
de abordagens diferenciadas, como proposicdo de situagOes-problemas em contextos intra e
extramatematicos; discussdo de como se ddo 0s processos cognitivos que desencadeiam a
construcdo do conhecimento matematico. Conjecturamos que a mobilizacdo de tais aspectos
pelos sujeitos desta pesquisa, futuros professores de Matematica, tem o potencial de trazer

perspectivas para suas préaticas profissionais futuras.

2.3 A problematizacéo subjacente aos processos de ensino e de aprendizagem do Calculo

Diferencial e Integral

O Calculo Diferencial e Integral constitui-se em um dominio de conhecimentos
relevantes para a sociedade cientifica, sendo considerado uma importante construcdo humana,
na busca por modelar situacdes e resolver problemas, em que foram desenvolvidos métodos
diversificados, como, por exemplo, 0 método grego da exaustdo (EVES, 2002). Dai sua
potencialidade na resolucdo de problemas de distintas areas. Lachini e Laudares (2001)
reforcam que o Célculo deixa o mundo restrito das aplicagdes na chamada Matematica Pura e
transcende as fronteiras de conhecimento de diversas ciéncias, encontrando aplicabilidade nos
distintos setores da atividade humana.

As nocbes do Calculo também sdo conhecidas por causarem dificuldades de
aprendizagem, tanto para estudantes quanto para o planejamento didatico dos professores
(VIEIRA,; SILVA; NASCIMENTO, 2017). Esse foi um dos motivos que nos levou a enfatizar,
nesta pesquisa, no contexto da formacdo inicial de professores, conceitos referentes as
aplicacdes da Integral Definida. Primeiramente, como forma de contribuir com as pesquisas
que dao énfase a concepcdo de instrumentos para explorar e caracterizar aspectos do
conhecimento didatico-matematico dos professores em formacéo, sobre temas especificos. Em
segundo, na busca por proporcionar experiéncias de ensino e de aprendizagem que mobilizem

aspectos como interdisciplinaridade, na abordagem de contextos intra e extramatematicos, e
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uso de tecnologias digitais no estudo da Integral Definida.

Por conseguinte, entendemos ser pertinente fazer uma breve reflexdo acerca dos
entraves ocorridos nos processos de ensino e de aprendizagem do Célculo, que se manifestam
no desenvolvimento da disciplina Célculo Diferencial e Integral, no primeiro periodo dos cursos
em seus componentes curriculares. Esse fato pdde ser evidenciado por nés, em nossa atuagdo
como professora em cursos da area de Ciéncias Exatas, de instituicdes publicas e privadas, e é
corroborado por variadas pesquisas, as quais sintetizamos a seguir.

Pesquisadores como Tall (2002), Rezende (2003), Nasser (2007), Reis (2009) e Alves
(2012) evidenciaram que as dificuldades de aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral ndo
fazem parte de um cenério apenas brasileiro, mas que sdo constatadas em ambito internacional.
Rezende (2003) ressalta um movimento internacional, organizado na década de 1980, intitulado
Calculus’s Reform, que procurou reorganizar o ensino de Célculo, utilizando como inovagéo
recursos tecnoldgicos.

Almeida e Igliori (2013) destacam a importancia dessa disciplina, uma vez que nela se
trabalham nocGes fundamentais para a Matematica avancada. Esses autores observam os altos
indices de reprovagdes no ambito dos cursos universitarios.

Grande parte dos estudantes de cursos de graduacdo da area de Ciéncias Exatas
considera elevado o grau de dificuldade da disciplina de Calculo, principalmente por ser essa
uma disciplina abstrata, que vai requerer deles algo que néo tiveram tanto contato na Educagéo
Basica, por exemplo, demonstracdes, abstracdes, generalizacGes. Nessa perspectiva, discorrem
Rosa, Alvarenga e Santos (2019, p. 10):

Em geral, os estudantes que conseguiram bons resultados em Matematica quando na
educacdo béasica acreditam que o Calculo ndo representaria obstaculo ao seu
aprendizado. Porém, na educacdo superior, tém essa expectativa frustrada, visto que
0s contetdos sdo mais aprofundados, densos e complexos. Esses envolvem ideias
mais abstratas como a de infinitésimos e de limites, e se baseiam em uma maior
formalidade e sistematizacdo conceitual.

As abordagens utilizadas no processo de ensino do Célculo e, consequentemente, 0s
entraves ocorridos no processo de aprendizagem constituem desafios para a Educagéo
Matematica no Ensino Superior e podem ser explicitadas por vérios fatores, como causas de
natureza cognitiva (falta de compreensao de significados), como exposto por Tall (2002); as de
natureza didatica que se referem a dificuldade em encontrar estratégicas metodoldgicas
adequadas para apresentar e abordar os contetdos nas situagdes de ensino; dificuldades de

natureza epistemologica, na qual “as raizes do problema estao além dos métodos e das técnicas,
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sendo inclusive anteriores ao préprio espagco-tempo local do ensino de Calculo” (REZENDE,
2003, p. 4); falta de conhecimentos prévios e dificuldades relacionados ao raciocinio l6gico,
uma vez que a Matematica do Ensino Superior exige dos estudantes a capacidade de utilizar
argumentos légicos para provar afirmativas, conforme destaca Nasser (2009).

Artigue (1991) também versa acerca das adversidades que surgem para os estudantes no
curso introdutério de Calculo, destacando que, no ensino convencional dessa disciplina, sdo
utilizados processos que exploram uma excessiva algebrizacdo, especialmente quanto ao
predominio da manipulacdo de formulas, em detrimento do estudo das funcdes; ao calculo de
derivadas, em detrimento das aproximac@es lineares; ao calculo de primitivas, em oposicédo a
busca de significados para a Integral; aos algoritmos para operar com equacdes diferenciais, em
oposicao ao interesse de soluciona-las por meio de aproximac@es numéricas e gréaficas.

Essa autora agrupa as dificuldades da aprendizagem do Célculo em trés categorias:

a) dificuldades associadas a complexidade dos objetos basicos do Céalculo como nimeros
reais, sequéncias, funcdes, entre outros;
b) dificuldades associadas a conceitualizacdo e formalizacdo da no¢do de limite, que é um

conceito central no Célculo; e

c) dificuldades vinculadas as modificaces necessarias, referentes ao modo de pensar
puramente algébrico, e as especificidades do trabalho técnico em Célculo, o que foi
mencionado anteriormente.

Pesquisas recentes evidenciam que essas dificuldades continuam sendo temas atuais,
como mostram Masola e Allevato (2016); Vieira, Silva e Nascimento (2017) e Rosa, Alvarenga
e Santos (2019). Esses autores apresentam investigacdes realizadas com estudantes, apontando
as dificuldades de aprendizagem na disciplina de Calculo Diferencial e Integral e a elevada taxa
de reprovacdo, com destaque para “a metodologia utilizada pelo professor como um dos
problemas enfrentados por eles durante a formagao” (VIEIRA; SILVA; NASCIMENTO, 2017,
p. 13).

Masola e Allevato (2016) apresentam um estudo que contempla uma selecdo de
trabalhos brasileiros, realizados nos ultimos anos, que tratam de dificuldades em contetdos
matematicos de estudantes ingressantes no Ensino Superior e suas consequéncias, nao sé no
Célculo, mas também em outras disciplinas de cursos em que esses contetidos matematicos séo
pré-requisitos. Esses pesquisadores ressaltam a necessidade de propor agdes educativas que
possam alterar esse quadro, levando os estudantes a construir uma aprendizagem efetiva dos
contetdos abordados nessas disciplinas.

As pesquisas destacadas anteriormente e a nossa pratica como professora de Calculo nos
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permitem observar que os estudantes mobilizam, insuficientemente, seus conhecimentos e
apresentam dificuldades para desenvolver processos mentais de criacdo, raciocinio, ordenagé&o,
abstracdo, entre outros. E frequente que, em um curso de Célculo, os procedimentos e
algoritmos ganhem relevancia, no entanto, resultados de pesquisa, como os de Almeida e Viseu
(2002), recomendam a importancia de praticas de ensino e de aprendizagem de conceitos de
Célculo que associem, simultaneamente, abordagens gréficas e analiticas de maneira a
evidenciar significados e relagdes.

Com efeito, Artigue (1998) considera que as investigacdes didaticas evidenciam que
ndo é facil para os estudantes entrarem no campo da Andlise, quando esse ndo esta reduzido a
sua parte algébrica, e que se procura, antes, o desenvolvimento de modos de pensamento e
técnicas que sdo baseadas nele. Por conseguinte, alguns estudantes conseguem resolver os
exercicios que lhes sdo propostos com a correta aplicacdo das regras, de derivacao e integracao,
por exemplo, entretanto, apresentam dificuldades quando precisam lidar com o significado do
objeto que é, comumente, apresentado no ensino por meio de sua expressao analitica, como,
por exemplo, no caso especifico de conceitos relacionados a Integral Definida: a interpretacéo
geométrica de que a medida de uma area pode ser calculada mediante um processo em que se
adicionam infinitas medidas de areas de retdngulos com base de medidas infinitesimais ou, em
sua interpretacdo analitica, como o limite de um somatorio.

Isso posto, ha um limitado desenvolvimento de habilidades especificas, necessarias ao
aprendizado do Calculo, como criar hipoteses, mobilizar o raciocinio dedutivo, manipular
ideias, fazer generalizacdes e utilizar os conhecimentos conquistados na resolucgéo de situagdes
reais que lhes sdo apresentadas, além de utilizar diferentes tipos de registros de representacao,
por exemplo, escrita em lingua materna, escrita algebrica, por tabelas, graficos cartesianos e
figuras.

Diante dessas evidéncias, selecionamos como um dos temas do Célculo a Integral
Definida e partimos para a investigacdo de constructos tedricos e metodologicos que possam
contribuir para a implementacdo de uma proposta didatica, assistida por tecnologias digitais,

que nos permita refletir acerca da formacdo inicial de professores de Matematica.

2.4 A constituicdo da problematizacéo da pesquisa, seu objeto de estudo e a opc¢ao pelo

uso de tecnologias digitais

Encontramos algumas pesquisas que apresentam apontamentos acerca das dificuldades

e possibilidades de promocéo da aprendizagem da Integral Definida, sendo esse tema util, por
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exemplo, na modelagem matematica e na resolucdo de problemas, uma vez que aspectos da
realidade podem ser modelados pela Integral.

Gonzalez-Martin (2006) destaca que um dos trabalhos pioneiros que aborda a
aprendizagem de Integral Definida € o de Orton (1983), em que um dos seus objetivos se referia
a investigar a compreenséo dos estudantes sobre integracéo e diferenciagdo. Nesse trabalho, os
resultados sdo evidenciados pelo dominio do modo algébrico, em detrimento do modo grafico,
e a manifestacdo da falta de compreensdo do significado que envolve os limites e as
aproximacdes, e dominio dos simbolos utilizados. Esse autor salienta que “parece claro que a
introducdo da integracdo é obscurecida, para muitos estudantes, pela manipulacéo algébrica”.
(GONZALEZ-MARTIN, 2006, p. 20, tradugio nossa).

Em nossa experiéncia docente, verificamos que, geralmente, nas aulas que abordam o
conteddo do Calculo Integral, também em alguns materiais bibliograficos, ha certa
predominancia do calculo de primitivas em detrimento da busca de significados para a Integral
e da utilizagdo de representacdes variadas. Tal observagéo é reforcada por Bezerra (2015, p. 23)
que, ao analisar alguns materiais didaticos do Calculo, expde: “percebemos por meio dos
exemplos resolvidos e dos exercicios propostos que os alunos sao induzidos a recorrer apenas
ao procedimento algébrico”. Essa autora, reforcando a importancia da utilizacdo das multiplas
representagdes, evidencia que “o apelo a visualizacdo do comportamento de gréaficos das
fungdes, primitivas e integrandas desperta nos alunos um saber diferenciado daquele adquirido
por meio, apenas, do procedimento algébrico-manipulatério.” (BEZERRA, 2015, p. 23).

Pesquisadores, como Guimardes (2002), Melo (2002) e Robles (2010), evidenciaram
dificuldades no tratamento grafico ou numérico no ensino de Célculo, citando a auséncia de
equipamentos e softwares, a época de suas publicacfes, adequados a esse ensino. Ainda
evidenciaram o fato de, em tempos anteriores, os cursos de Calculo negligenciarem a
importancia da articulacdo entre as representagdes, priorizando o tratamento analitico.

No entanto, percebemos que, no atual cenario de pesquisas relacionadas ao ensino do
Célculo Diferencial e Integral, alguns desses aspectos estdo sendo modificados, notadamente,
pela disponibilidade e uso, com maior frequéncia, das novas tecnologias digitais em sala de
aula e a busca do aproveitamento das reais potencialidades dessas tecnologias; divulgacéo de
materiais didaticos produzidos nos programas de pds-graduacdo em Educacdo Matematica;
atuacdo de grupos de pesquisa nas Universidades; planejamento de cursos de nivelamento que
buscam conduzir os estudantes a produzir significados para o conteido necessario aos estudos
de Calculo.

Destacamos, ainda, a inovacgao ocorrida, nos ultimos tempos, nos materiais didaticos
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referentes a essa &rea de conhecimento, com a disponibilizacdo de obras que abordam o
conteldo, trazendo aplicacBes e projetos que buscam estimular a articulagdo entre teoria e
pratica. Tais obras trazem um enfoque a compreensdo de conceitos, apresentando-os de forma
a abordar as representacdes geométrica, numerica e algébrica sem, contudo, distanciar-se da
competéncia verbal e descritiva. Evidenciamos, também, a insercdo de indicagdes nesses
materiais do uso de softwares, videos, com o intuito de expandir a experiéncia de aprendizagem
dos estudantes de maneira dindmica, interativa e alinhada aos conteidos apresentados. Nessa
perspectiva, destacamos as obras de Stewart (2017) e Thomas (2012).

Observamos que o ensino do Calculo Diferencial e Integral é permeado por abstragdes
e, por vezes, fica restrito somente a esse aspecto, sendo realizado sem relagdo com problemas
que se aproximam da realidade social, na qual estdo inseridos os estudantes. Nas pesquisas
citadas anteriormente, seus autores consideram que 0 uso excessivo de signos e simbolos ndo
contribui, significativamente, para a aprendizagem e compreensdo dos conteudos inerentes a
essa area da Matematica, o que gera auséncia de aprendizagem, desinteresse e desmotivacao ao
estudar os temas relativos aquele contetdo.

Os aspectos mencionados se tornaram um motivador para a origem desta investigacéo,
que prop8e uma experiéncia com mdltiplas representac6es no estudo da Integral Definida de
funcdes reais de uma variavel real, com futuros professores de Matemaética. A abordagem
ontossemidtica atribui um papel central a linguagem, seja escrita, oral ou gréfica, que envolve
conceitos/defini¢bes, proposicdes/propriedades, procedimentos, argumentos, situacdes e acoes,
que se relacionam para que a atividade matematica e 0s processos de construcao e uso dos
objetos matematicos sejam integralizados (GODINO, 2002).

Uma das aplicages iniciais da Integral Definida se destina a calcular a medida da area
de uma regido localizada sob uma curva em um plano cartesiano. Matematicos e ndo
matematicos, ao longo do tempo, debrugaram-se a estabelecer processos para o célculo de
medidas de areas, a fim de ampliar os conhecimentos matematicos e de outros ramos cientificos

do mundo contemporaneo, em que

A énfase inicial da matematica nos impérios mais avangados na Antiguidade, do Egito
e da Babil6nia, ocorreu na aritmética e na mensuracao. No Ultimo caso, havia interesse
especial na mensuracdo de areas de terras e de volumes de espacos destinados a
abrigar cereais. Documentos comprovam que cerca de dois mil anos antes de Cristo,
os babil6nios ja se preocupavam com a determinacdo de areas de poligonos regulares,
bem como da area do circulo. A solucdo definitiva do problema da determinagéo de
areas veio com o Calculo, proposto quase simultaneamente por Newton e Leibniz ao
final do século XVII. O Célculo Integral, especificamente, € mais do que a solugdo do
problema da determinacdo de areas e volumes. Vai além, portanto, do seu uso na
geometria plana e espacial (MARQUES, 2014, p. 357).
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A Integral € um importante contetudo da Matematica do Ensino Superior, presente nas
situacOes de varias carreiras cientificas, das quais emergem problemas que podem ser
modelados e resolvidos recorrendo-se as Integrais, conforme argumentam Kouropatov e
Dreyfus (2009, p. 417), para quem,

[...] certamente néo é possivel imaginar a cultura cientifica moderna sem as integrais.
Juntamente com a derivada, a integral forma o ndcleo de um dominio matematico que
é uma linguagem, um dispositivo e uma ferramenta Util para outros campos como a
fisica, a engenharia, a economia e a estatistica. Além disso, o conceito de integral
representa uma ideia filoséfica para a compreensdo do mundo: a contemplacdo da
totalidade das partes pequenas de um todo aporta conclustes sobre o todo em sua
globalidade, assim como sobre sua estrutura interna e propriedades (tradugéo nossa).

As aplicacBes usuais da Integral Definida estdo relacionadas ao calculo de medida da
area de uma regido, de medida do comprimento de uma curva e de medida do volume de um
solido de revolucdo e se associam a contextos intra e extramatematicos. Por esse motivo, esse
conteddo esté presente nas ementas de disciplinas de varios cursos do Ensino Superior, como
Matematica, Engenharias, Biologia, Economia, Administracao.

Tal qual Flores e Garcia (2017), consideramos conexdes intramatematicas as
estabelecidas entre conceitos, procedimentos, teoremas, argumentos e representacoes
matematicas; e conexdes extramatematicas, as que estabelecem uma relacdo de um conceito ou
modelo matematico com um problema em contexto (ndo matematico) ou reciprocamente.
Godino (2012) também disserta sobre esse aspecto, esclarecendo que um contexto
intramatematico é aquele em que a tarefa especifica a ser realizada se refere apenas a objetos
matematicos, como estruturas ou simbolos, enquanto um contexto extramatematico inclui
elementos externos que influenciam a interpretagéo e a solugéo.

O conceito de Integral Definida é abordado em diferentes situacGes, o que implica a
necessidade de contemplar seus distintos significados, associados aos contextos nos quais esse
contetdo é utilizado. O estudante, por si s, muitas vezes, ndo estabelece essas conexdes, e
compreende, com dificuldade, conceitos associados a Integral Definida, restringindo-se aos
resultados especificamente numericos, encontrados por meio de aplicacdes de técnicas, ndo
percebendo os significados daquelas medidas nas distintas areas das ciéncias.

Para isso, faz-se necessario implementar seus processos de ensino e de aprendizagem
na tentativa de superar as interpretacGes voltadas para as técnicas e métodos no célculo
algébrico das Integrais Definidas, das varias funcdes matematicas, dando énfase aos seus
significados e aplicacdes no contexto dos cursos universitarios da area de Ciéncias Exatas.

Turégano (1998) aponta estudos que tratam da necessidade de mudanca de foco
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conceitual na abordagem da Integral Definida, com reflexdes para os aspectos:

a) dificuldades apresentadas pelos estudantes ao relacionar a medida da area ao
processo de somatorio, permitindo adicionar quantidades infinitamente pequenas —
a area deixa de ser um objeto geométrico e passa a ser definida como resultado de
um célculo, de acordo com um determinado procedimento, bem como dificuldades
inerentes a compreensdao dos trés elementos essenciais presentes na Integral de
Riemann (retangulos, segmentos e area);

b) compreensdo dos estudantes sobre a integracéo;

c) compreensdo dos estudantes sobre a aproximacéao do célculo da medida da area, por
somas superiores e inferiores, tendo como base o teorema da existéncia dessas
somas, sem a devida justificativa.

Ressaltamos, por essas pesquisas e por nossa experiéncia, que as potencialidades que a
Integral Definida pode trazer para a construgdo do conhecimento séo trabalhadas, muitas vezes,
insuficientemente. Nesse contexto, é apresentada uma relacdo insatisfatéria, entre o que se
ensina e aprende, sobre Integrais com Limites e Derivadas. Figueiredo et al. (2013, p. 1581)
advertem que “apesar de sua grande importancia, o ensino da Integral limita-se, muitas vezes,
a memorizacgdo de técnicas de integracdo. Muitos alunos saem de um curso de Calculo sem
entendé-las nem sequer relaciona-las com limites e derivadas”.

Para uma mudanca nesse cenario, acles interativas podem ser proporcionadas pelo uso
de tecnologias digitais ou ocorrer em atividades de modelagem, de resolucdo de problemas,
abordando aspectos interdisciplinares, entre outras possibilidades, assim como propde Melo
(2002, p. 6):

[...] 0 uso do computador liberta 0 aluno da execucéo de algoritmos, técnicas e rotinas
demoradas, oferecendo possibilidades de desenvolvimento de conceitos e de
habilidades na solucdo de problemas através de simulagBes, aprendizagem por
descoberta e mudangas de quadros.

Mota e Abar (2020, p. 19) apresentam um exemplo de aplicacdo da Integral Definida
em contexto extramatematico para possibilitar o estabelecimento de conexfes entre a
Matematica com situacgdes presentes em contextos da vida real, com a utilizacdo do software
GeoGebra. A aplicacgéo, retirada e adaptada do livro de Célculo com AplicacGes dos autores
Larson e Edwards (2010), e exemplificada no trabalho em referéncia, faz uma conexéo entre a
Matematica e a Engenharia Civil. E apresentado um projeto de construcéo de pecas de concreto

para um novo edificio, conforme explicitado na Figura 1.
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Figura 1 — Representagdo matematica de uma peca de concreto
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Fonte: Larson e Edwards, 2010, p. 451

Esse exemplo pode ser considerado como uma atividade em um contexto
extramatematico, pois, conforme Evitts (2004), o conhecimento conectado pode ser descrito
como sua construgéo e significado. A aplicagdo solicita, inicialmente, determinar a medida da
area da face da secdo que esta no sistema de eixos coordenados. Em seguida, sdo requeridos a
medida de volume de concreto em uma das se¢oes e 0 peso da peca. Mota e Abar (2020) fazem
uma implementacdo dessa aplicacdo em que é proposto ao estudante fazer um esboco da
representacdo gréfica dessa estrutura para potencializar a compreensdo do contexto, usando o
software GeoGebra, no qual é possivel a representacdo da peca com visualizacdo no espaco bi

e no tridimensional, conforme ilustrado na Figura 2.

Figura 2 — Representagdo matematica de uma peca de concreto no GeoGebra
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Fonte: Mota e Abar, 2020, p. 21

Os recursos tecnoldgicos se apresentam como auxiliares significativos na proposicéo de
atividades que impulsionam processos cognitivos, tendo em vista as possibilidades de

representacfes que demandam, e favorecem a ativacdo dos conhecimentos prévios dos
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estudantes e possibilitando a relacdo dialética entre o abstrato e o concreto, seja esse material
ou cognitivo (SOARES, 2015).

Esses recursos tém o potencial de possibilitar aos estudantes de Licenciatura em
Matematica a “materialidade” dos objetos no campo perceptivo e o discernimento desses
objetos emergentes da linguagem abstrata da Matematica, haja vista que “independente do
aspecto do objeto, do tipo de conhecimento e sua materialidade ou néo, a partir do momento
em que este se incorpora a base cognitiva do individuo, ele passa a ser entendido como um
objeto concreto” (SOARES, 2015, p. 129).

O campo perceptivo, na Psicologia, é o processo ou resultado de se tornar consciente de
objetos, relacdes e eventos, por meio dos sentidos, que incluem atividades como reconhecer,

observar e discriminar, conforme apresentado por Verissimo (2017, p. 381), ao considerar que:

[...] ao focalizarmos algo em nosso campo perceptivo, ou de acdo, ndo levamos em
conta apenas o objeto tematico, mas, também, uma série de condicdes e sentidos que,
embora ndo sejam diretamente tematizados, fazem parte do enguadramento e
participam da composi¢do do sentido tematico do objeto percebido.

No contexto dos processos instrucionais envolvendo conteddos relacionados ao Calculo,
0s recursos tecnoldgicos apresentam diferentes perspectivas. Os softwares ou aplicativos, por
exemplo, ampliam as possibilidades de modelagem de um determinado problema; de
representacdes dos objetos matematicos; de visualizacdo e percepcdo de relacGes e
propriedades; de antecipacdo de conclusdes; de criacdo e testagem de estratégias de resolucao;
e de agilidade de célculos complexos (ALMEIDA, 2017).

Villareal, no final dos anos 1990, ainda com o timido desenvolvimento do uso das
tecnologias digitais no ensino, enfatizava a importancia do uso dos computadores como um

fator que privilegiava os aspectos visuais relativos aos conceitos do Célculo:

Dentre as mdltiplas potencialidades que o computador oferece para a Educagdo
Matematica, poder-se-ia dizer que o processo de visualizacéo por ela favorecido ocupa
um lugar privilegiado. Ao mesmo tempo, a importancia da visualizacdo no ensino,
aprendizagem e construcdo dos conceitos de Calculo é indicada como fundamental
por muitos autores. Assim, a visualizacdo se transforma em um denominador comum
nas pesquisas que relacionam Calculo e computadores (VILLAREAL, 1999, p. 43).

Tall (2002) também j& apontava que alguns conceitos do Calculo poderiam ser
abordados com a utilizacdo do computador, por meio de representacdes graficas. Por exemplo,
o calculo de medidas das areas aproximadas, limitadas por representacées graficas de fungdes,
que é resolvido por uma Integral Definida, pode requerer muitos processos quando feito
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manualmente. No entanto, com o auxilio de uma ferramenta digital, essa tarefa pode ser
realizada com maior exploracdo de relagdes e propriedades.

Dubinsky e Tall (1991) destacaram o papel assumido por alguns softwares na
aprendizagem de conteudos matematicos avancados. Também ressaltaram a importancia do
processo de visualizagdo, apoiado por essa ferramenta, nos processos de ensino e de
aprendizagem da Matematica.

O professor, como coordenador da pratica discente, com suas intencionalidades e seus
conhecimentos, é o responsavel por propor atividades com o uso de recursos tecnoldgicos para
potencializar o processo de compreensdao e formacdo dos conceitos. Tal como propde
Crisostomo et al. (2012), é imprescindivel a integracdo da tecnologia ao ensino de Matematica.
Nesse sentido, é recomendavel que o educador matematico se prepare para articular as
estratégias de ensino, os recursos tecnoldgicos e os resultados de pesquisas.

Percebemos, destarte, um potencial de pesquisa que se desenvolveu para ampliar o
tratamento dado ao estudo da Integral Definida, abrangendo, principalmente, relacbes da
Matematica com outras areas do conhecimento e a utilizacdo de recursos tecnoldgicos. 1sso
posto, nesta pesquisa, motivamos, por meio de situacfes-problema, o estabelecimento de
relacdes entre os contelidos matematicos (intramatematicos) associados a situagdes presentes
em contextos sociais (extramatematicos), utilizando recursos do software GeoGebra.

A expectativa é que o estudante de Licenciatura em Matemética possa mobilizar seus
processos cognitivos ao criar uma associacao entre o real e suas possiveis representacdes
matematicas. A proposta didatica, a qual apresentamos no Capitulo 6, busca fazer com gque 0s
estudantes recorram aos conceitos evocados em Seus campos perceptivos e aprimorem
competéncias que lhes serdo Uteis na sua atividade profissional, como professores que ensinam
Matematica.

Um dos aspectos cognitivos que pode ser mobilizado na realizacdo das tarefas é o da
visualizacdo, pois, por meio desse processo, promove-se uma fundamentagéo cognitiva para a
formacgédo dos conceitos em Matematica. Atualmente, varios autores destacam o papel da
visualizagdo com apoio das tecnologias digitais no ensino de Célculo, como Almeida (2017) e
Miranda (2018). Nesse sentido, o software GeoGebra poderd facilitar a mobilizacdo de
conhecimentos, associados a alguns processos cognitivos, entre eles, a representacdo, a
visualizacdo, a abstracdo, a intuicdo, entre outros, que possam ser estimulados na resolugéo de
atividades.

Atentando-nos para a complexidade dos fenémenos educacionais, explorando

ferramentas digitais, na mobilizacdo de processos cognitivos que favorecam a construcdo da
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aprendizagem, pretendemos analisar os procedimentos realizados pelos participantes da
pesquisa, futuros professores de Matematica, no entendimento de recursos tecnoldgicos como
apoio para um desenvolvimento dindmico, didatico e com foco na analise do significado dos
conceitos e aplicacdes da Integral Definida.

A tecnologia foi um aporte para o objeto de estudo desta pesquisa, como uma
instrumentalizagdo para aperfeicoar o desenvolvimento de conhecimentos didatico-
matematicos e competéncias dos estudantes de Licenciatura em Matematica frente ao objeto
matematico investigado.

A origem desta investigacdo esta concatenada com nossa experiéncia como professora
que ensina esse contetudo, em que passamos a conhecer as dificuldades que os estudantes
apresentam na resolucdo de problemas, na compreensdo dos significados e na formacédo dos
conceitos da Integral Definida, uma vez que a maioria deles so6 reconhece como aplicacéo desse
contelido as associagdes com a medida de uma area sob a curva, como destacado nas pesquisas
de Berry e Nyman (2003) e Camacho, Depool e Garbin (2008).

Com base no que discutimos, a problematizacdo, as perguntas e 0s objetivos desta tese
emergem de uma andlise reflexiva da formacdo dos futuros professores de Matematica, em
termos didatico-matematicos, enfatizando conceitos da Integral Definida. Desse modo,
constituimos a seguinte questdo de investigacdo: De que forma uma proposta didatica sobre a
Integral Definida, com suporte de tecnologias digitais, pode contribuir para a mobilizacéo de
competéncias e o desenvolvimento de conhecimentos didatico-matematicos de estudantes de
Licenciatura em Matematica?

Inerente a questdo de investigacdo, considerando a resolugdo de atividades envolvendo
alguns significados da Integral Definida por estudantes de Matematica, elaboramos duas
perguntas:

a) Quais conhecimentos didatico-matematicos sdo mobilizados ou construidos na
resolucdo de atividades, em um contexto de relagdo com conceitos intra e
extramatematicos?

b) Quais competéncias sdo mobilizadas, com apoio das tecnologias digitais,
especificamente do GeoGebra, para o desenvolvimento de processos matematicos na
resolucdo de atividades?

A partir do que problematizamos e dos questionamentos elaborados, a presente pesquisa
tem como objetivo geral: analisar como um grupo de estudantes de Licenciatura em
Matematica mobiliza competéncias e desenvolve conhecimentos didatico-matematicos, durante

a implementacdo de uma proposta didatica que aborda significados da Integral Definida,
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envolvendo tecnologias digitais.

a)

b)

Como objetivos especificos, destacamos:

identificar aspectos epistemologicos, cognitivos e didaticos para a compreensdo da
Integral Definida, em um contexto interdisciplinar, para construcdo da proposta
didatica;

identificar, no desenvolvimento de uma proposta didatica, aspectos do uso do GeoGebra
que possam colaborar para o aprimoramento de conhecimentos didatico-matematicos e
de competéncias relacionados aos significados e aplicacdes da Integral Definida;
reconhecer 0s conhecimentos didatico-matematicos e competéncias que emergem de
estudantes em Matematica na resolucdo e discussdo das situacGes-problema
contempladas em uma proposta didatica para o estudo da Integral Definida, com a
utilizacdo do GeoGebra.

Para atingir esses objetivos, elaboramos uma proposta didatica sobre Integral Definida,

assistida pelo software GeoGebra, que contempla aspectos intra e extramatematicos. A

implementacdo dessa proposta com estudantes de Matematica visou apresentar situaces em

que esses pudessem potencializar a mobilizacdo ou desenvolvimento de conhecimentos

didatico-matematicos.

Apresentamos no capitulo seguinte os referenciais tedricos que fundamentam esta

pesquisa.
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CAPITULO 3 - ESTRUTURA TEORICA: O ENFOQUE
ONTOSSEMIOTICO DO CONHECIMENTO E DA INSTRUCAO
MATEMATICA (EOS) E 0 CONHECIMENTO DIDATICO-

MATEMATICO (CDM)

Neste capitulo, abordamos 0s constructos tedricos nos quais a pesquisa se ancora:
Enfogue Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrucdo Matemaética (EOS), cuja principal
caracteristica é a articulacdo de aspectos epistemoldgicos e semidticos do conhecimento
matematico e da Didatica da Matematica (GODINO, 2002; GODINO; BATANERO; FONT,
2008); e Conhecimento Didatico-Matematico (CDM) — modelo que compreende categorias de
analise do conhecimento didatico-matematico do professor (GODINO, 2009). Apresentamos
um panorama das ferramentas e nog¢des tedricas do EOS e do CDM que atribuem um papel
central a linguagem, processos de comunicacdo, interpretacdo e variedade de objetos que
entram em acdo no ensino e na aprendizagem de Matematica no contexto da formacédo de

professores.

3.1 Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrucdo Matematica (EOS)

Adotamos a estrutura tedrica do Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da
Instrucdo Matematica (EOS), que tem se apresentado como uma teoria em evolucdo desde o
ano de 1990. Juan Diaz Godino, professor da Universidade de Granada, na Espanha, lider do
grupo de pesquisa Teoria y Metodologia de Investigacion em Educacion Matematica®, é o
principal pesquisador dessa teoria. Ele coordenou a investigacdo de modelos teoricos, propostos
no ambito da Educagdo Matematica, sobre o ensino e a aprendizagem de contetdos especificos,
nos contextos dos sistemas didaticos e a proposicdo de novas nogoes tedricas, para analisar 0s
processos que surgiram em consequéncia dessas investigacfes (GODINO et al., 2006).

Godino e seus colaboradores buscam construir um enfoque unificado da cognicéo e
ensino da Matematica, com variedade de teorias utilizadas como suporte para os estudos acerca

dos processos de ensino e de aprendizagem da Matematica.

® O conjunto de trabalnos que foi desenvolvido em torno do EOS estdo disponiveis em
https://www.ugr.es/~jgodino.
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Este modelo trata de aportar ferramentas teéricas para analisar conjuntamente o
pensamento matematico, 0s ostensivos que o acompanham, as situagdes e os fatores
que condicionam seu desenvolvimento. Além disso, consideramos as facetas do
conhecimento matematico que podem ajudar a confrontar e articular distintos
enfoques de investigacdo sobre o ensino e a aprendizagem e avancar na direcao de um
modelo unificado da cognicdo e instrucdo matematica (GODINO; BATANERO;
FONT, 2008, p. 11).

O conhecimento e a natureza dos objetos matematicos sdo abordados no EOS, visando
aproximacdes tedricas que consideram pressupostos do Pragmatismo, visto que propdem uma
formulacdo dos significados dos objetos matematicos; da Antropologia, pois seu principal
objeto de estudo é o sujeito, aprendendo em instituicdes escolares, ou seja, o estudante é o foco
dos processos planejados e/ou realizados; e da Semidtica, uma vez que atribui um papel central

aos recursos expressivos utilizados na atividade matematica.

Concretamente analisamos as nog¢des usadas para descrever os fendmenos cognitivos
e epistémicos na Teoria das SituagGes Didaticas (TSD) (BROUSSEAU, 1998)%,
Teoria dos Campos Conceituais (TCC) (VERGNAUD, 1990%, Dialética Instrumento-
Objeto e Jogos de Quadros (DI0-JQ) (DOUADY, 1986)*2, Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD) (CHEVALLARD, 1992)**e Teoria dos Registros de Representacdes
Semiéticas (RRS) (DUVAL, 1995)! (GODINO; BATANERO; FONT, 2008, p. 26).

Do ponto de vista tedrico do EOS, o professor deve ser capaz de analisar a atividade
matematica ao resolver os problemas, identificando as préaticas, objetos e processos colocados
em jogo, e as variaveis envolvidas nas afirmacdes, a fim de formular novos problemas e adapta-
los a cada circunstancia educativa (GODINO; BATANERO; FONT, 2007).

Os componentes do quadro teérico para a Educacdo Matematica, nesse enfoque,
incluem ferramentas que podem ser utilizadas na anélise de questdes relacionadas aos aspectos
epistémico (conhecimento didatico-matematico do conceito), cognitivo (conhecimento de
como os estudantes aprendem), afetivo (conhecimento afetivo, emocional, atitudinal, crengas
sobre objetos), interacional (conhecimento sobre o ensino de matematica), mediacional
(conhecimento de recursos, incluindo os recursos tecnologicos) e ecoldgico (conhecimento das

relacbes entre conteddo mateméatico e outras disciplinas, fatores curriculares,

0 BROUSSEAU, G. Fondements et méthodes de la Didactique des Mathématiques. Recherches en Didactique
des Mathématiques, Grenoble, v. 7, n. 2, p. 33-115, mai/ao(. 1986.

1 VERGNAUD, G. La théorie des champs conceptuels. Recherches en Didactique des Mathématiques,
Grenoble, v. 10, n. 2-3, p. 133-170, mai/déc. 1990.

2 DOUADY, R. Jeux de cadres et dialectique outil-objet. Recherches en Didactique des Mathématiques,
Grenoble, v. 7, n. 2, p. 5-31, mai/aod. 1986.

13 CHEVALLARD, Y. Concepts fondamentaux de la didactique: perspectives apportées par une approche
anthropologique. Recherches en Didactique des Mathématiques, Grenable, v. 12, n. 1, p. 73-112, jan./avr. 1992,
14 DUVAL, R. Sémiosis et pensée humaine: registres sémiotiques et apprentissages intellectuels. Berna: Peter
Lang, 1995.


https://revue-rdm.com/1986/fondements-et-methodes-de-la/
https://revue-rdm.com/2005/la-theorie-des-champs-conceptuels/
https://revue-rdm.com/1986/jeux-de-cadres-et-dialectique/
https://revue-rdm.com/1992/concepts-fondamentaux-de-la-didactique/
https://revue-rdm.com/1992/concepts-fondamentaux-de-la-didactique/
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socioprofissionais, politicos, econdmicos) (GODINO, 2017).

Sinteticamente, o EOS é configurado em torno de modelos tedricos que estdo sendo
progressivamente aperfeicoados: modelo epistemologico sobre Matematica, apoiado em
pressupostos antropologicos/socioculturais; modelo de cognicdo matematica sobre bases
semidticas; modelo instrucional sobre bases socioconstrutivistas; e modelo sistémico-
ecoldgico que relaciona as facetas anteriores com o contexto bioldgico, material e sociocultural
em que se desenvolve a atividade de estudo, e comunicagdo matematica.

Assim, o EOS visa indicar, orientar, estruturar e avaliar caminhos para qualificar os
processos de ensino e de aprendizagem da Matematica, apresentando ferramentas teoricas para
articular o pensamento (representado pelas ideias matematicas), a linguagem matematica
(signos), os objetos, as situacdes de ensino e de aprendizagem e demais fatores que impactam
esses processos, considerando diferentes perspectivas. Discute questfes que ajudam estruturar
0 planejamento do processo de educar matematicamente, tais como: “Que tipos de interagdes
didaticas deveriam ser implementados nos processos de ensino que permitam aperfeigoar as
aprendizagens em Matematica?” (GODINO, 2012, p. 53, tradugdo nossa).

O estudo das nogdes tedricas do EOS pode ser classificado em quatro grupos: sistemas
de préticas, configuracfes de objetos e processos, dimensdo normativa e idoneidade didética.
Cada um desses grupos possibilita a énfase em aspectos especificos dos processos de ensino e
de aprendizagem em Matemaética, considerando as facetas epistémica, cognitiva, afetiva,

interacional, mediacional e ecoldgica (Figura 3), conforme concebe Godino (2011).

Figura 3 — Facetas e Niveis de Andlise Didatica sob a perspectiva do EOS
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Fonte: Godino, 2011, p. 5
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Passamos a analisar, nas se¢Oes seguintes, os grupos de estudo das nogdes tedricas
destacados na Figura 3.

3.1.1 Sistemas de Praticas

A nocdo de sistema de préaticas desempenha um papel central, tanto do ponto de vista
epistemoldgico quanto didatico. No EOS, uma pratica matematica € considerada como toda
acao, performance, manifestacdo ou expressao — verbal, grafica, gestual, entre outras, realizada
por um sujeito para resolver problemas matematicos, bem como comunicar as solucGes obtidas
e, ainda, validar ou generalizar para outros contextos e problemas (GODINO; BATANERO,
1994). E enfatizado nessa teoria que nfo podemos interpretar os comportamentos observéveis
dos estudantes se ndo lhes atribuimos um objetivo.

Na centralidade da defini¢do de pratica matematica, destacam-se trés tipos dessas:

a) operacionais — qualquer acdo ou manifestacdo (linguistica ou ndo) realizada por alguém
para resolver problemas matematicos;

b) discursivas — que comunica a solucdo a outras pessoas e valida a solucéo; e

c) normativas — generaliza para outros contextos e problemas; visam basicamente
estabelecer propriedades/proposicdes, conceitos/defini¢cbes. Assim, as praticas
matematicas podem ser interpretadas como uma combinagdo de uma pratica operativa,
em que textos matematicos sdo lidos e produzidos, com uma prética discursiva, usada
para informar e legitimar o que foi feito, podendo-se mobilizar uma pratica normativa
na generalizacdo do que foi proposto.

Esses aspectos estdo relacionados as facetas epistémica, mediacional, interacional,
cognitiva, afetiva e ecoldgica dos sistemas de praticas.

Godino e Batanero (1994, p. 335, tradugé@o nossa) apresentam as nogdes primitivas de
objeto e significado — um objeto matematico, em sua versao institucional, € concebido como
um "emergente do sistema de praticas sociais associadas a um campo de problemas”; o
significado de um objeto indica que ele é o "sistema de praticas institucionais associadas ao
campo de problemas do qual o objeto emerge em um dado momento*".

E assumido no EOS que as praticas matematicas podem ser relacionadas a uma pessoa
ou podem ser compartilhadas no ambito de uma instituicdo (constituida pelas pessoas
envolvidas numa mesma classe de situac@es problematicas), sendo realizadas ecologicamente
(material, bioldgico e social), abordando aspectos epistémicos das linguagens, conceitos,

proposicdes e argumentacdes.
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A seguir, discorremos acerca da relacdo existente entre os sistemas de praticas, 0s
objetos matematicos emergentes desses sistemas e as relacfes estabelecidas entre tais objetos,

que devem ser considerados na analise dos significados das no¢Ges matematicas.

3.1.2 Configuracdes de objetos e processos

A nocéo de configuracdo ontossemiotica advém da necessidade de identificar os objetos
e processos que intervém e emergem nas praticas matematicas que sdo realizadas na resolugédo
das situacBes-problema. Assim, passamos a destacar caracteristicas tedricas dos objetos,

processos e configuragdes que serdo Uteis para o desenvolvimento desta tese.

a) Objeto matematico

Na estrutura do EOS, um objeto matematico, corresponde a qualquer entidade referida
no discurso matematico, sendo permitido considerar acontecimentos e atividades — um
conceito, uma propriedade, uma representacao, um procedimento, entre outros (GODINO et
al., 2006).

A abordagem dos objetos matematicos, na sala de aula, depende das diferentes
instituicdes — comunidades de préticas, incluindo culturas, grupos étnicos, contextos
socioculturais, entre outros; dos livros utilizados; da pratica matematica utilizada pelos
professores para 0 processo de ensino, nas diferentes circunstancias educacionais. Os objetos
matematicos priméarios sdo entendidos, consoante detalhamento de Godino, Batanero e Font
(2008), como:

— elementos linguisticos: termos, expressdes, notacdes, graficos, que podem ser

apresentados de formas variadas (escrita, grafica, oral, gestual);

— situacOes-problema: aplicagbes intra ou extramatematicas e demais tarefas que

induzem a atividade matematica;

— conceitos/definicGes: apresentados por meio de descricdo, formalizacdo, explicacéo,

contetido em contexto;

— proposicdes: enunciados sobre conceitos, teoremas, corolarios, lemas;

— procedimentos: algoritmos, operacgdes, técnicas de calculo;

— argumentos: declaracdes utilizadas para validar ou explicar as proposicdes e

procedimentos, dedutiveis ou de outro tipo.
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Cada um desses objetos matematicos, com excecdo da situacdo-problema®®, pode ser
entendido como emergente do sistema de praticas. Os elementos linguisticos,
conceitos/defini¢bes, propriedades/proposicfes, procedimentos e argumentos emergem e
evoluem de situacBes-problema ou de um construto matematico tedrico. A atividade de
resolucdo de problemas, pratica matemaética realizada pelo sujeito, é adotada como elemento
central na construcdo do conhecimento matematico.

Os componentes do conhecimento que 0 sujeito necessita para realizar e avaliar uma
pratica matematica, permitindo-lhe solucionar uma determinada situacdo-problema, fardo uso
de certa linguagem verbal ou simbdlica. Essa linguagem é a parte ostensiva — percebida por
alguns dos sentidos — de conceitos, proposicoes e procedimentos que intervém na elaboragéo
de argumentos para decidir se as acfes que compdem a pratica sdo satisfatorias.

Os seis objetos matematicos principais, citados anteriormente, podem constituir
conhecimento prévio a ser acionado nas praticas matematicas ou emergir delas como novos
objetos; dai a classificacdo de objetos intervenientes e objetos emergentes dos sistemas de
praticas, respectivamente.

Os objetos matematicos primarios que compdem a configuracdo manifestam-se de
varias maneiras durante a atividade matematica: a linguagem com a qual nos referimos a eles €
utilizada para evocar conceitos ou defini¢cbes, que sdo operados com procedimentos e
propriedades associadas, que se manifestam durante a solucdo de tarefas matematicas.

Os objetos didaticos sdo abordados como sistema articulado de a¢des docentes, cujo
objetivo € promover a aprendizagem e contextualizar o conteddo com as ac@es discentes. Uma
configuracdo de objetos e processos matematicos ligados a uma situacdo-problema constitui
uma importante ferramenta para a analise do ensino da Matemaética.

Um objeto institucional é considerado uma entidade que emerge progressivamente ao
longo do tempo, com base no sistema de praticas socialmente compartilhnadas em uma
instituicdo, em relacéo a resolucdo de um determinado campo de problemas matematicos. Os
objetos pessoais sdo considerados um sistema emergente de praticas pessoais significativas
associadas a um campo de problemas.

Destacamos, a seguir, as relagOes existentes entre significado, compreensdo e

representacdo na Matematica.

150 termo situagao-problema é utilizado no EOS como uma abordagem consistente com aspectos de outras teorias,
como no sentido utilizado por Guy Brousseau na Teoria das Situagdes Didaticas, ou como problema-matematico
utilizado por Régine Douady com a Teoria Dialética (Instrumento-Objeto) e Jogo de Quadros, ou ainda, analogo
a nocao de tarefa/problematica definida por Yves Chevallard na Teoria Antropolégica do Didatico (GODINO et
al., 2014).
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¢ Significado de objetos matematicos e didaticos

O EOS assume uma concepcdo pragmatica (operacional) do significado, que envolve
conceber objetos matematicos como ferramentas conceituais que se desenvolvem por meio de
seu uso. As nocgoes de significado institucional e pessoal de um objeto matematico, entendido
como sistemas de praticas, em que o objeto é determinante para sua realizacdo e sua relacdo
com a nogéo de compreensdo (GODINO; BATANERO; FONT, 2008), foram sendo refinadas
a medida que novas concepcoes teodricas foram sendo incluidas no EOS.

Nesse enfoque, a compreensao € vista como uma competéncia desenvolvida pelo

estudante, aliada a um processo mental, conforme dispde Pino-Fan (2014, p. 55):

A competéncia esta relacionada a ativacdo da configuracdo cognitiva adequada e,
idealmente, acoplado & configuracdo epistémica ou configuracéo de referéncia, ao
contexto em que se desenvolve a pratica. A compreensdo tem a ver com as relagdes a
serem estabelecidas entre todos os elementos envolvidos na implementagdo de uma
configuracdo epistémica (ou cognitiva) adequada para um determinado contexto
(traducdo nossa).

Assume-se como indicador de competéncia "uma acao efetiva realizada em determinado
contexto com um determinado propésito" (FONT, 2011, p. 18, tradugdo nossa). O estudante
entende um determinando objeto matematico quando o utiliza com competéncia em varias
praticas. O EOS expressa que o significado tem relacdo com o conteddo de qualquer funcéo
semiotica — o significado do objeto é dependente do contexto, sendo uma entidade composta
pelo conjunto de préaticas operatdrias e discursivas e relacionadas com um campo de problemas.

As representagdes exercem também um importante papel no entendimento de um objeto
matematico, como ressaltam Contreras, Luque e Ordéfiez (2004), e no EOS, a representagdo se
relaciona com a nogdo de significado. As fungfes semidticas incluem o0s ostensivos
matematicos e o pensamento, permitindo um refinamento da analise do significado das praticas.

No EOS, o triangulo epistemolégico de Steinbring (2006) — signo/simbolo,
objeto/contexto de referéncia, conceito — é ampliado, especialmente ao problematizar a nogao
de conceito ¢ interpretar o “objeto/contexto de referéncia” em situacdes-problema. Essas sdo a
origem ou razdo de ser da atividade; a linguagem representa as demais entidades e serve de
instrumento para a acdo; os argumentos justificam os procedimentos e proposi¢cdes que
relacionam os conceitos entre si.

Os significados institucionais dos objetos matematicos sdo distinguidos em quatro tipos:

o significado de referéncia, o pretendido, o implementado e o avaliado.
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O significado institucional de referéncia esta relacionado aos sistemas de préaticas dos
especialistas que determinam qual é o objeto em evidéncia para as instituicdes matematicas e
didaticas. Tomando esse significado de referéncia, o docente seleciona, ordena e delimita a
parte especifica que sera proposta ou apresentada a seus estudantes durante um processo
instrucional, que considera os recursos disponiveis (tempo, conhecimento prévio dos
estudantes, recursos tecnoldgicos, entre outros), constituindo-o como significado institucional
pretendido. O significado institucional implementado € o que, de fato, ocorre na sala de aula. O
significado institucional avaliado é aquele constituido pelas tarefas ou perguntas selecionadas
pelo docente e que podem ser incluidas nas avaliagdes.

Quanto aos significados pessoais, podem ser discriminados em trés tipos: o global, que
corresponde a todo o sistema de préaticas pessoais que 0 estudante pode, potencialmente,
manifestar; o declarado, que corresponde as praticas realmente expressas, sendo corretas e
incorretas; e o alcancado, relativo as praticas manifestadas que sdo consistentes com as
diretrizes institucionais estabelecidas. A parte do significado declarado que ndo concorda com
0 institucional é considerado como erros de aprendizagem (GODINO; BATANERO; FONT,
2008).

E importante destacar que, na analise da variagdo dos significados, sdo considerados os
significados manifestados previamente pelos sujeitos, também aqueles os quais alcangam no
final do processo. Esses significados se relacionam dialeticamente, conforme Godino, Batanero

e Font (2008) destacam na Figura 4.

Figura 4 — Tipos de significados institucionais e pessoais e a relagéo entre eles

/’ SIGNIFICADOS ™ (" SIGNIFICADOS ™
PESSOAIS Participagdo INSTITUCIONAIS

( Global \ f Referenclal \

Pretendido

Ensino

Declarado

Atingido Implementado

Avaliado

Final Aprendizage

Apropiagio

SISTEMA DE PRATICAS
(Operativas e discursivas)

FUNDO ECOLOGICO DAS PRATICAS
(Material, biolégico e social)

Fonte: Godino, Batanero e Font, 2008, p. 13
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Godino e Batanero (1994) apontam que os significados alcangados pelos estudantes
dependem, essencialmente, dos significados institucionais; especificamente, dos significados
pretendidos, associados aos sistemas de praticas planejados para um determinado processo
educativo; assim como de seus significados efetivamente implementados e daqueles avaliados.

Além disso, o professor, como parte da instituicdo escolar, deve recorrer para a escolha
dos significados pretendidos aos significados de referéncia. Em uma institui¢do de ensino, esse
significado de referéncia compora o significado global ou holistico do objeto matematico. Para
a determinacdo de tal significado global € necessario um estudo histérico-epistemoldgico da
origem e evolugéo do objeto em estudo, e considerar a diversidade de contextos (sistemas de
praticas) em que o objeto € utilizado.

O significado global de referéncia é definido por: significado global, também chamado
de significado holistico, que compreende os diferentes significados parciais de um objeto
matematico; e significado de referéncia, entendido como os sistemas de praticas utilizados
como referéncia para elaborar os significados que se pretende incluir em um processo de estudo
(PINO-FAN; GODINO; FONT, 2011). Para uma determinada instituicdo de ensino, o
significado de referéncia serd uma parte do significado holistico do objeto matematico.

Os sistemas de praticas e, consequentemente, as configuracdes de objetos emergentes
podem ser estruturados no EOS em subsistemas (e subconfiguragdes) e cada um desses constitui
um significado parcial do objeto em estudo. Esses significados parciais sdo gerados a medida
que os problemas sdo abordados, reformulados e quando novas praticas operacionais e
discursivas sdo desenvolvidas.

A realizacdo plena dos processos de estudo requer a realizacdo de sequéncias de préaticas
de planejamento, controle e avaliacdo, que conduzirdo a processos metacognitivos que, por sua

vez, poderdo aduzir o desenvolvimento dos significados, como se destacara na sec¢ao seguinte.

b) Processos matematicos

Os processos matematicos sao interpretados no EOS como sequéncias de préaticas que
motivam o surgimento dos objetos primarios, ou seja, uma sequéncia de a¢Ges que é ativada ou
desenvolvida, durante um determinado tempo, para alcancar um objetivo — geralmente uma
resposta a proposta de uma tarefa matematica.

Existe, no EOS, uma distingdo entre os termos pratica e processo no detalhamento da
descricdo da atividade matematica: pratica tem maior evidéncia no discurso sobre a

Matematica, enquanto processo tem um foco mais proximo do aspecto cognitivo.



S7

Sem pretender incluir todos os processos envolvidos na atividade matemaética, Godino,
Batanero e Font (2008) apresentam uma lista de dezesseis processos matematicos, 0s quais sao:
generalizacdo-particularizacdo, institucionalizacao-personalizagéo, representacédo-significacéo,
decomposicdo-reificacdo, idealizacdo-materializacdo, comunicacdo, definicdo, enunciagéo,
argumentacdo, algoritmizacao e problematizacao; e estdo relacionados a realizacao das praticas
matematicas.

Esses processos matematicos estdo associados as configuracdes dos objetos e as facetas

propostas pelo EOS, conforme sintese na Figura 5.

Figura 5 — Representagdo ontossemidtica dos conhecimentos matematicos
INSTITUCIONAL

PRATICAS

OPERATIVAS DISCURSIVAS

PESSOAL
Fonte: Adaptado de Godino, Batanero e Font, 2008, p. 18

Das préaticas emergem os diferentes tipos de objetos matematicos primarios que estéo
relacionados entre si, formando configuragfes. Os objetos primarios envolvidos nas praticas
matematicas e os que delas emergem, segundo o jogo de linguagem do qual participam, podem
ser considerados baseando-se nas diferentes formas de envolvimento que se agrupam em facetas
ou dimensdes duplas (decagono).

E importante destacar, como foi observado em Font et al. (2009), que tem ocorrido uma
"mudanca processual™ na estrutura dos curriculos matematicos em nivel internacional. O que

promoveu a ruptura da concepcao de curriculos matematicos que privilegiavam o objetivo de
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aprender, essencialmente, conceitos, para pensar em curriculos cujos objetivos se refletem em
aprender, precipuamente, processos. Font e Rubio (2017) refletem que essa mudanga ocorreu,
entre outras razfes, porque a Matematica tem sido vista como uma ciéncia em que 0 método
domina claramente o contetdo.

Assim, ha uma tendéncia para curriculos baseados em processos e competéncias e, por
essa razdo, nas ultimas décadas, tem-se dado grande importancia ao estudo dos processos

matematicos, particularmente os processos de resolucdo de problemas e modelagem.

A resolucdo de problemas e, de maneira mais geral, a modelizagdo, devem ser
consideradas como ‘“hiper-processos” matematicos ao implicar configuragdes
complexas dos processos matematicos primarios (estabelecimento de conexdes entre
os objetos e generalizacdo de técnicas, regras e justificagdes). Além disso, a realizacao
efetiva dos processos de estudo requer a realizagdo de sequéncias de praticas de
planejamento, controle e avaliagcdo (supervisdo) que conduzem a processos meta-
cognitivos (GODINO; BATANERO; FONT, 2008, p. 16).

c) Configuracdo didatica

Uma configuracdo didatica, segundo Godino (2014), € uma parte de uma atividade
didatica, isto é, atividade de ensino e/ou de aprendizagem. Tal atividade estd associada a uma
configuracdo epistémica que corresponde a tarefas com procedimentos requeridos para sua
solucdo que abordam conceitos, proposicGes e argumentacdes, as quais podem estar sob a
responsabilidade do professor, dos estudantes ou distribuidas entre eles, com a utilizacdo de
uma linguagem propria.

Associadas a essa configuracdo estdo as interacdes professor-recursos-estudantes a
respeito de um objeto ou contetido matematico, que se apresentam na resolugdo ou realizagdo
de uma situacdo-problema ou uma tarefa matematica.

A descricdo das aprendizagens, que vdo sendo construidas ao longo do processo,
realiza-se mediante as configuracgdes cognitivas — rede de objetos que interagem e emergem dos
sistemas de praticas pessoais, associadas a uma configuragéo epistémica.

Uma sequéncia de configuracGes didaticas, orientadas a aprendizagem de um tipo de
situacdo-problema ou mesmo de um contetdo especifico, constitui trajetorias didaticas, as quais
descrevem a aprendizagem alcangada pelos estudantes, sendo sua otimizagcdo um dos seus
principais objetivos do processo educativo.

Como exposto, as configuracdes de objetos e processos abordam caracteristicas

relacionadas as facetas epistémica, cognitiva, afetiva, interacional, mediacional e ecoldgica.
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3.1.3 Dimensdo normativa

Trata-se de um sistema de regras, habitos, diretrizes curriculares e convengdes que
regulam e tornam possivel os processos de ensino e de aprendizagem, uma vez que a atividade
matematica ocorrida em sala de aula tem uma dimensdo social, ja que a classe pode ser
concebida como uma microssociedade na qual o conhecimento matemaético é construido e
disseminado por meio da interacao entre os estudantes e o professor.

Identificamos que Godino et al. (2009) classificam essa dimensdo como:

a) o cronograma das normas (desenho do curriculo, planejamento, implementacdo e
avaliacdo);

b) a origem (disciplina, escola, sala de aula, sociedade);

C) o tipo e o grau de coercdo (social e disciplinar);

d) de acordo com aspecto do processo instrucional ao qual se refere (epistémica, cognitiva,
afetiva, ecologica, instrucional).

A identificacdo das diferentes facetas da dimensdo normativa — epistémica, cognitiva,
interacional, mediacional, afetiva e ecoldgica—, permite avaliar a conveniéncia das intervencdes
docentes e discentes, sugerindo adequacgdes nos tipos de normas que ajudam e potencializam o
desempenho e controle dos sistemas didaticos, com vistas a uma evolu¢do dos significados
pessoais relacionados aos significados institucionais pretendidos (GODINO; BATANERO;
FONT, 2008).

3.1.4 Idoneidade didatica

A nocdo de idoneidade ou adequacdo didatica, descrita no EOS, trata-se de critérios
objetivos que servem para orientar a avaliagdo dos processos instrucionais da Matematica, a
fim de aprimora-los, sendo o principal indicador empirico o grau de adaptacdo entre os
significados pessoais alcancados pelos estudantes e os significados institucionais pretendidos.

A adequacdo didatica de um processo instrucional é definida como a articulacéo
coerente e sistémica de seis facetas, conforme Godino, Batanero e Font (2008):

a) epistémica — refere-se ao grau de representatividade dos significados institucionais
implementados (ou pretendidos), com relacdo ao significado de referéncia. Em nosso
contexto, ressaltamos que 0 ensino das Integrais pode ser limitado a manipulacéo
algébrica, com técnicas de integracdo algoritmicas (baixa adequacgdo), ou considerar

diferentes situacdes complementares, de modo a incluir aplicacdes da Integral Definida
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em contextos extramatematicos (alta adequacéo);

b) cognitiva — estda relacionada com o grau em que o0s significados
pretendidos/implementados estejam na zona de desenvolvimento potencial dos
estudantes, assim como a proximidade desses significados pessoais alcancados aos
significados pretendidos/implementados. Um alto grau de adequag&o cognitiva pode ser
alcancado na realizacdo da proposta didatica, apresentada nesta investigacdo, se 0s
estudantes, ap6s a implementacdo dessa, mobilizarem significados pessoais sobre a
Integral Definida de maneira mais ampla e consistente com os significados
pretendidos/implementados na proposta didatica;

c) interacional — refere-se a verificacdo (a priori ou a posteriori) da identificacdo dos
conflitos semidticos'® presentes nas configuraches e trajetorias didaticas e, assim,
resolver os conflitos produzidos durante o processo educativo. A proposta didatica
envolve agéo, formulacéo, validacéo e institucionalizacdo de ideias pelos estudantes e,
nessa perspectiva, pretende potencializar maior adequagdo semiotica do que em uma
aula expositiva, em que, talvez, o estudante ndo apresente oralmente suas dificuldades,
que podem passar desapercebidas pelo professor e ndo serem elucidadas no processo;

d) mediacional — refere-se ao grau de disponibilidade e apropriacdo dos recursos materiais
(livros, textos, recursos computacionais) e temporais, necessarios para O
desenvolvimento dos processos de ensino e de aprendizagem. A proposta didatica prevé
0 uso do software GeoGebra. Um processo de estudo que utiliza tecnologias digitais
tem, potencialmente, maior adequacdo mediacional que outro tradicional, baseado
exclusivamente na utilizacdo de quadro, lapis e papel;

e) afetiva— refere-se ao grau de interesse, motivacao dos estudantes no processo de estudo
e de seus componentes emocionais (atitudes, emocdes e crencgas). A proposta didatica
leva em consideracdo aspectos que tém o potencial de orientar e avaliar os interesses,
motivacao e emogdes dos estudantes, como, por exemplo, o uso de situagdes-problemas
relacionadas a vida cotidiana e profissional que pode estimular a aprendizagem dos
topicos matematicos envolvidos na resolugéo das situacdes propostas;

f) ecoldgica — refere-se ao grau com que o processo de estudo se ajusta ao curriculo

16 Um conflito semidtico é qualquer disparidade ou discordancia entre os significados atribuidos a uma expressao
de dois sujeitos (pessoas ou instituicdes). Se a disparidade ocorre entre significados institucionais, falamos de
conflitos semidticos de um tipo epistémico, enquanto, se a disparidade ocorre entre praticas que formam o
significado pessoal do mesmo sujeito, as designamos como conflitos semioticos de um tipo cognitivo. Quando a
disparidade ocorre entre as praticas (discursivas e operacionais) de dois assuntos diferentes na interacéo
comunicativa (por exemplo, aluno-aluno ou aluno-professor), falaremos sobre conflitos interacionais (semiéticos).
(GODINO et al., 20086, p. 15).
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proposto pela instituicdo, a sociedade e aos condicionamentos do entorno no qual se
desenvolve. Nesse ponto, consideramos o Projeto Pedagdgico do Curso de Matematica,
da instituicdo em que foi implementada a proposta didatica. Esse documento nos trouxe
informacdes acerca do ambiente social, politico, econdmico em que a instituicdo esta
localizada, bem como o perfil do estudante. Ainda foi possivel analisar a ementa do
curso de Célculo Diferencial e Integral em que o tdpico Integral Definida esta
contemplado. Essas informac6es influenciaram no tipo de praticas matematicas
planejadas para a proposta didatica. Também foram consideradas as observacdes
realizadas na fase do Estudo Preliminar, que sera detalhado no Capitulo 5.
Sendo o contexto desta investigacdo a formacéao de futuros professores de Matematica,
buscamos em Godino (2009) o constructo referente ao modelo do Conhecimento Didéatico-
Matematico do professor (CDM), que foi ancorado nas nocOes teodricas do EOS. Na secéo

seguinte, expomos as ferramentas tedricas propostas pelo CDM.

3.2 Modelo de Conhecimento Didatico-Matematico do professor (CDM)

O ensino de um conteldo especifico de Matematica requer do professor a apropriagdo
de uma rede de conhecimentos que envolve conhecimentos didaticos e matematicos. A
literatura que trata dos conhecimentos dos professores de Matematica considera a relevancia do
conhecimento do conteddo matematico para o professor dessa disciplina. Godino (2009)
assegura que o professor deva ser capaz de organizar 0 ensino, desenvolver tarefas de
aprendizagem, utilizar adequadamente os recursos didaticos, além de compreender as condi¢Bes
necessarias que possibilitem o ensino e a aprendizagem.

Nessa perspectiva, foi desenvolvido, no ambito do EOS, um modelo tedrico de
conhecimento didatico-matematico do professor de matematica (CDM) que vem evoluindo em
diferentes investigagdes (GODINO, 2009; PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013, 2015;
GODINO et al., 2017).

Ressaltamos que o termo conhecimento é usado como uma construcdo, que inclui

compreensdo e disposicao aliadas a competéncia.

A disposicao, ou capacidade, esta relacionada a nocéo de objeto matematico e didatico
pessoal, ou seja, 0 que torna a pratica possivel. (...) A compreensdo tem a ver com as
relacBes a serem estabelecidas entre todos o0s elementos envolvidos na implementacéo
de uma configuracdo epistémica (ou cognitiva) adequada para um determinado
contexto (PINO-FAN, 2014, p. 55, traducdo nossa).



62

O CDM esté organizado em trés dimensdes principais que interpretam e caracterizam o

conhecimento do professor: dimensdo matematica, dimenséo didatica e dimensdo metadidatico-

matematica, em que sdo propostas ferramentas especificas, conforme apresentamos a seguir.

a) A dimensdo matematica do conhecimento didatico-matematico inclui duas

subcategorias — Conhecimento comum do conteldo (CCC) e Conhecimento ampliado

do contetdo (CAC). A primeira (CCC) refere-se ao conhecimento sobre um objeto

matematico especifico, necessario para resolver os problemas ou uma determinada

tarefa proposta pelo proprio curriculo de Matematica, pelo plano de estudos, pelos livros

didaticos ou materiais curriculares para um nivel especifico de ensino. A segunda (CAC)

é aquela que vincula um objeto de estudo com um nivel superior; o professor deve ter

um bom dominio dos conceitos relativos aquele objeto matematico e uma compreenséao

profunda deles, para fazer a organizacao do processo instrucional e coloca-lo em pratica.

b) A dimensdo didatica do CDM inclui as seis facetas contempladas no EOS e aqui

recuperadas com especificagdes voltadas ao conhecimento didatico-matematico:

epistémica — conhecimento especializado de Matematica, de acordo com os objetos
e significados institucionais em um contexto particular. O professor deve ser capaz
de mobilizar diversas representaces de um objeto matematico; resolver uma
atividade ou situacdo, a partir de diferentes estratégias de resolucdo; identificar os
conhecimentos, postos em acgdo durante a resolucdo de tarefas matematicas,
mediante distintos procedimentos; proporcionar diferentes justificativas e
argumentos; vincular o objeto matematico a outros objetos matematicos do nivel
educativo que se ensina, de niveis anteriores ou posteriores; compreender e
mobilizar o conhecimento de significados parciais, para um mesmo objeto
matematico (que integram o significado holistico para este objeto) (PINO-FAN;
GODINO; FONT, 2015);

cognitiva — conhecimento do desenvolvimento dos significados pessoais alcangados
pelos estudantes; o grau de dificuldades que esses tiveram para aproximagao aos
significados pretendidos; o alcance aos significados pretendidos ou implementados,
relacionados as caracteristicas cognitivas que esses apresentaram; compreensdo das
formas de raciocinio;

afetiva — conhecimento do grau de interesse e motivagédo dos estudantes no processo
de estudo;

mediacional — conhecimento dos recursos didaticos utilizados no processo de estudo
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(livros, textos, recursos digitais, dentre outros), apropriados para cada tépico de
estudo e tempo adequado para o desenvolvimento desse, segundo o nivel ao qual se
destina o ensino;

— interacional — conhecimento de formas de interacdo entre professores e estudantes,
orientadas para o reconhecimento de conflitos semidticos potenciais, resolucéo
desses conflitos, para promover a aprendizagem e negociacéo de significados;

— ecoldgica — entendimento de como o processo de estudo se ajusta as questdes
curriculares, sociais, politicas, econémicas, entre outras, como também ao ambiente
em que se desenvolve.

Todas essas facetas fazem parte do conhecimento especializado do professor de
Matematica, visto que 0s processos ativam algum contedo matematico, seja ele comum ou
ampliado.

Essas facetas e componentes podem ser vislumbrados na Figura 6.

Figura 6 — Dimensdes e componentes do Conhecimento Didatico-Matematico (Modelo CDM) e suas relacfes
com outros modelos
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reflexion sobre la prictica, valoracion de la idoneidad didictica.

Significado Holistico del Contenido Matemitico

Fonte: Pino-Fan, Godino, 2015, p. 98

Para cada uma dessas facetas, estdo previstos critérios empiricos e indicadores de

adequacdo didatica, assim como sdo contemplados os quatro niveis de analise do EOS ja
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expostos anteriormente, mas aqui relacionados a analise do CDM do professor, de acordo com

o tipo de informacao necessaria para a tomada de decisao instrucional, a saber:

sistemas de préaticas — descricdo das agdes realizadas para solucionar as tarefas
matematicas propostas para contextualizar o conteudo e promover a aprendizagem.
As acdes dos estudantes e do professor também sao descritas;

configuracBes de objetos e processos (Matematica e Didatica) — descri¢do de
objetos e processos matematicos envolvidos na realizacdo das préaticas, e como
delas emergem. O objetivo deste nivel é descrever a complexidade dos objetos e
significados das praticas;

padrdes e metanormas — identificacdo das regras, habitos, normas que condicionam
e possibilitam o processo de estudo e que influenciam em cada faceta e suas
interacdes;

idoneidade ou adequacdo didatica — identificacdo de possiveis melhorias no

processo de estudo que aumentam a adequacao didatica.

c) A dimensdo metadidatico-matematica € composta pelos conhecimentos sobre o0s

critérios da adequacdo didatica (avalia um processo de ensino e aprendizagem) e 0s

conhecimentos sobre as normas e metanormas (a promogéo da reflexdo, da avaliagdo e

da deteccdo das potencialidades da pratica).

Para o desenvolvimento desta tese, levamos em conta 0 modelo CDM, sua concep¢éo

de competéncias e as ferramentas tedrico-metodoldgicas que permitem as andlises. A faceta

epistémica do modelo de CDM deve incluir e refinar o conhecimento de conteido matematico

(conhecimento comum, especializado e ampliado), como proposto no Quadro 1.

Quadro 1 — Conhecimento do conteido (comum, especializado e ampliado)

Faceta Epistémica Item de Avaliacéo

Conhecimento Comum Resolve a tarefa.

Conhecimento Especializado | Desenvolve a configuracéo de objetos e processos e coloca

em acdo solugdes plausiveis da tarefa e outras relacionadas.

Tipos de problemas Identifica as variaveis da tarefa; generaliza (particulariza) a
declaracdo.
Linguagens (representacoes) Resolve a tarefa usando diferentes representacoes.
Procedimentos Revolve a tarefa usando diferentes procedimentos
(intuitivo, formal).
Conceitos/propriedades Identifica os conceitos e propriedades postos em acéo nas
solucdes.
Argumentos (Conhecimento Identifica possiveis generalizacdes da tarefa e ligagdes a
Ampliado: Conexdes) outros topicos mais avangados.

Fonte: Godino 2009, p. 25 (traducéo nossa)
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A juncéo das facetas cognitiva e afetiva refina o conhecimento do conteido em relagéo
aos estudantes, assim como a unido das facetas interacional e mediacional refina a nogéo de

conhecimento de conteudo em relacdo ao ensino, conforme exposto nos Quadros 2 e 3.

Quadro 2 — Conhecimento de conteido em relagéo aos estudantes (aprendizagem)

Faceta cognitiva + afetiva Item de Avaliacao
Configuraces cognitivas (estratégias, Descreve os tipos de configuracGes cognitivas
representacdes, afirmagdes, argumentos...) gue os estudantes desenvolveram para resolver a
tarefa (ou tarefas) propostas.
Erros, dificuldades, conflitos de aprendizagem, Descreve 0s principais tipos de conflitos de
concepcoes aprendizagem na resolucdo deste tipo de tarefas
pelos estudantes.
Avaliagdo das aprendizagens Questdes de formulacdo que permitem explicitar

significados pessoais dos estudantes para
resolver este tipo de tarefas (ou conteidos).
Atitudes, emogdes, crengas e valores Descreve estratégias que podem ser
implementadas para encorajar os estudantes a se
envolverem na resolugdo dessas tarefas (ou no
estudo da matéria).

Fonte: Godino, 2009, p. 26 (traducéo nossa)

Quadro 3 — Conhecimento do contetdo em relagdo ao ensino

Faceta Instrucional (interacional + Item de Avaliacéo
mediacional)
Configuracéo didatica: Descreve a configuragdo didatica a ser

« papel do professor e dos estudantes em | IMplementada usando a tarefa matematica dada.

relagdo a tarefa ou ao conteudo;

» modos de interacdo professor-estudante;
estudantes-estudantes;

* recursos materiais;

« tempo atribuido.
Trajetdria didatica (sequéncia de configuragbes | Descreve outras tarefas relacionadas ao dado e
didaticas) a forma de gerir o caminho educacional
correspondente.

Fonte: Godino, 2009, p. 27 (traducdo nossa)

Os conhecimentos curriculares, contextos educacionais, fins, propdésitos e valores da

educacgédo podem ser pensados com itens de avaliacdo similares aos do Quadro 4.

Quadro 4 — Conhecimento do curriculo e das conexdes intra e interdisciplinares

Faceta Ecologica Item de Avaliacéo
Orientagdes curriculares Identifica os elementos dos curriculos que sdo abordados por
meio da realizacdo das tarefas propostas (metas, objetivos).
Conexdes intradisciplinares | Explica as conex@es que podem ser feitas com outros sujeitos do
programa de estudo, realizando a tarefa ou variantes dela.
Conexdes interdisciplinares | Explica as conex8es que podem ser feitas com outros sujeitos do
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programa de estudo, realizando a tarefa ou variantes dela.
Outros fatores Identifica fatores de ordem social, material ou outro tipo, que
condicionantes condicionam o cumprimento da tarefa ou o desenvolvimento do
projeto educativo pretendido ou implementado.

Fonte: Godino, 2009, p. 27 (traducéo nossa)

3.3 Aspectos do EOS e CDM considerados na pesquisa

Propostas para aprimorar o ensino e a aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral
indicam maneiras de lidar com problemas didaticos, discutidos na problematizacdo subjacente
a esses processos (ressaltada no Capitulo 2), por meio de abordagens diferentes da proposta
mecanicista, entre outras propostas.

Na perspectiva tedrica do EOS, a sugestdo € realizar uma analise ontossemiotica a priori
que dé destaque as diferentes configuracdes epistémicas e didaticas, formando o significado de
referéncia do objeto matematico, que deve ser ativado para relacionar os elementos das
configuragcBes ontossemidticas desse objeto e considere as configuracbes didaticas
implementadas.

O modelo tedrico proposto pelo EOS utilizado na investigacdo pode apoiar o futuro
professor de Matematica no desenvolvimento do seu conhecimento didatico, fazendo-o refletir
enquanto realiza as atividades da proposta didatica apresentada, quanto a estes aspectos:
fornecimento de um ponto de vista complementar para identificacdo da diversidade de
competéncias e conhecimentos didatico-matematicos que entram em acdo na realizacdo de
tarefas; a potencializacdo da aprendizagem com o uso de situagdes-problema, atreladas a um
contexto; o controle do tempo na realizagdo das atividades é importante na implementacdo dos
distintos componentes e facetas do conteido a ser ensinado/estudado; diversidade de
experiéncias de processo de estudo adequados a cada circunstancia; identificacdo de fatores que
condicionam 0s processos de ensino e de aprendizagem.

A relacgdo estreita entre a Matematica e a Didatica da Matematica nos levou a assumir,
nesta pesquisa, 0 modelo do Conhecimento Didatico-Mateméatico do professor (CDM),
apresentado na se¢éo anterior, integrando essa relagdo. Designadamente, consideramos alguns
aspectos do EOS e do CDM que destacamos a seguir:

a) elementos desse referencial tedrico sobre a natureza dos objetos matematicos e sua
emergéncia com base nas préaticas e configuracGes de objetos matematicos, tanto
institucionais como pessoais;

b) o entendimento acerca da compreenséo, vista como uma competéncia desenvolvida pelo
estudante (FONT, 2011);



c)

d)

f)

9)
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a aproximacao dos elementos tedricos desse modelo as ideias de Raymond Duval
(DUVAL, 1993, 2009) — o aporte, no EOS, da-se no entendimento de que o estudo de
representacdes semioticas permite identificar, em um contetdo especifico, 0s
significados institucionais e pessoais postos em acao, além de identificar a compreensao
dos estudantes e os possiveis conflitos semi6ticos na interacdo envolvendo 0s processos
instrucionais, observados nas fases: de objeto matematico a ser ensinado em uma
atividade especifica; e de objeto a ser aprendido, considerando a perspectiva teorica,
pelo estudante. Para Godino (2002, p. 239, tradugdo nossa), “¢ necessario elaborar
modelos tedricos que tratem de articular as dimensGes semiotica (em seus aspectos
sintaticos, semanticos e pragmaticos), epistemoldgica, psicoldgica e sociocultural em
educacdo matematica”. O aporte das teorias de Godino (EOS) e de Duval (TRRS) serve
como lentes teoricas e praticas, pois juntas podem enriquecer o ensino e a aprendizagem
de Matematica. O EOS fornece um nivel de anélise da atividade cognitiva do sujeito,
apresentando os objetos matematicos que estdo envolvidos nos processos de tratamento
e conversdo de representacGes semioticas entre registros. Esse nivel de analise
complementa a andlise realizada utilizando as ferramentas do TRRS, uma vez que, com
as ferramentas, “configuracdo de objetos e processos” e “fun¢do semiotica”, o contetido
das representacdes torna-se explicito e é utilizado como parte de tal atividade cognitiva;
a importancia dada a resolucdo de situacGes-problema — a partir da resolucdo de
situacOes-problema é possivel o aprimoramento ou desenvolvimento de conhecimentos,
considerando a acdo do sujeito na situacdo e a organizacdo de seu comportamento,
quando coloca em acdo praticas operacionais e discursivas e quando mobiliza crencas,
atitudes, aspectos afetivos que condicionam as diferentes maneiras de dar a resposta
cognitiva necessaria (GODINO, 2011);

a identificacdo e analise dos processos envolvidos na atividade matemética — as
sequéncias de praticas, sejam elas cognitivas ou epistémicas, envolvem:
“institucionalizac¢ao/personalizagao; analise/decomposicéo; sintese/reificacao;
expressao/concrecao; generalizacdo/particularizagéo; idealizac&o/abstracao;
expressao/representacdo;  significagdo”, entre outros processos (GODINO;
BATANERO; FONT, 2008, p. 8);

a implementacdo dos processos instrucionais por meio da nogdo de configuragdes e
trajetdrias didaticas (GODINO, 2014);

a categorizacdo e andlise do conhecimento didatico-matematico mobilizado em um
processo instrucional (GODINO, 2009).
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Um dos aspectos diferenciadores do EOS encontra-se na analise minuciosa que se
propde para 0s conhecimentos pessoais e institucionais, junto aos procedimentais e conceituais,
considerados necessarios para distinguir os conhecimentos que emergem de situacdes ou
fendmenos — situacBes-problema, tarefas, atividades —, conhecimentos linguisticos e de
notagdes e conhecimentos argumentativos que possam ser validados.

Na proposta didatica implementada para o estudo da Integral Definida, estdo
contemplados os seis tipos ou entidades primarias postuladas (elementos linguisticos;
situacOes-problema;  conceitos/definicdes;  proposicdes/propriedades;  procedimentos;
argumentos), estando as situaces-problema dispostas no inicio de cada atividade proposta, em
que sdo evocados 0s objetos matematicos.

Corroborando a ideia de Godino (2009), identificamos que o EOS forneceu elementos
originais e significativos ao desenvolvimento do desenho instrucional para a compreensao da
Integral Definida.

Para o desenvolvimento da proposta didatica, também utilizamos como referéncia as
caracteristicas das configuracdes epistémicas da Integral sintetizadas por Crisostomo (2012):
configuracdo epistémica intuitiva (com énfase no conceito de area de figuras planas);
geométrica (com enfoque para areas de regides planas, Somas de Riemann e &reas de
retdngulos); somatéria (com destaque para a formalizacdo do conceito de Integral, a partir do
conceito de limite de Somas de Riemann); aproximada (com enfoque para a ideia de integracédo
numérica, por meio do uso de métodos numéricos aproximados); extramatematica (com
destague para conceitos relacionados as areas de aplicacdo da Integral); acumulada (abordando
a deducdo da Integral Definida, caracterizando-a como uma varia¢cdo acumulada) e tecnoldgica
(com destaque para o uso das tecnologias na resolucéo de problemas matematicos por meio da
Integral). Essas configuragdes estdo detalhadas no capitulo que trata do desenho da proposta
didatica (Capitulo 6).

Godino, Batanero e Font (2008) argumentam ser por meio das praticas operatorio-
discursivas que relacionamos problematizagdo, comunicagdo, defini¢cdo, enunciagéo,
argumentacdo, algoritmizacdo, que interagem umas com as outras por meio de situagdes,
linguagem, definicdes, proposi¢des, argumentos e procedimentos, envolvendo os componentes
e faces da cognicdo matematica.

As configuracgdes didaticas, apoiadas em criterios de adequacéo dos processos de estudo
de um conteldo matematico ou objeto, fazem parte das ferramentas tedricas que permitem a
identificacdo e estruturacdo do conhecimento didatico sobre o ensino e aprendizagem do objeto.

Procuramos atender esses aspectos na apresentacdo da proposta didatica presente nesta tese.
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No proximo capitulo, apresentamos a estrutura metodoldgica desta pesquisa que
considera as facetas desenvolvidas no EOS com caracteristicas metodologicas préprias
(GODINO, 2002; GODINO; CONTRERAS; FONT, 2006; GODINO; BATANERO; FONT,
2008; GODINO et al., 2013; GODINO, 2017).
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CAPITULO 4 — ESTRUTURA METODOLOGICA: ELEMENTOS

DO EOS COM APORTES DA ENGENHARIA DIDATICA

Descrevemos, neste capitulo, considera¢fes da metodologia de pesquisa empregada na
investigacao, assim como o percurso metodoldgico adotado que busca investigar a mobilizacéo
de competéncias e o desenvolvimento de conhecimentos didatico-matemaéticos de futuros
professores de Matematica, ao serem submetidos a uma proposta didatica, envolvendo
tecnologias digitais, que aborda o objeto matematico Integral Definida.

Apresentamos os procedimentos referentes a investigacao didatica, utilizando elementos
metodolégicos do EOS, com aportes da Engenharia Didatica — sugerimos o desenvolvimento
da proposta didatica em quatro fases: estudo preliminar, desenho, implementacao e avaliagéo.

A andlise didatica da pesquisa é feita com base nas contribuicées do EOS que nos
fornece uma série de ferramentas, descritas neste capitulo, e que permitem analisar 0s processos
de ensino e de aprendizagem de um objeto de estudo quando mediados por tecnologias digitais.

Também expomos, neste capitulo, o contexto das atividades, declarando os meios,

materiais, formas de trabalho e os participantes deste estudo.

4.1 Pesquisa Qualitativa

Investigamos como um grupo de dez estudantes do terceiro periodo do curso de
Licenciatura em Mateméatica da Universidade Estadual de Montes Claros mobiliza
competéncias ou desenvolve conhecimentos didatico-matematicos ao resolver atividades,
envolvendo tecnologias digitais, que abordam alguns significados da Integral Definida, em
contextos intra e extramatematicos. A op¢do metodoldgica é a de natureza qualitativa
(BOGDAN; BIKLEN, 1994) e exploratdria (KOCHE, 2002), com abordagem de categorias do
EOS.

Bogdan e Biklen (1994, p. 11) tratam a abordagem qualitativa como “uma metodologia
de investigacdo que enfatiza a descri¢do, a inducdo, a teoria fundamentada e o estudo das
percepgoOes pessoais”. A pesquisa qualitativa, segundo esses autores, envolve a obtencéo de
dados descritivos, nos quais se retrata a perspectiva dos participantes — esses aspectos sdo
considerados neste estudo.

A investigacdo qualitativa, segundo esses pesquisadores, tem em sua natureza cinco
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caracteristicas: a fonte direta dos dados é o ambiente natural e o investigador é o principal
agente na coleta desses dados; os dados coletados sdo essencialmente de carater descritivo; o
investigador tem como foco o processo, com maior preocupacdo para esse aspecto do que que,
propriamente, com os resultados; a analise dos dados é feita por inducdo; e o investigador
interessa-se, fundamentalmente, em compreender o significado que os participantes atribuem
as suas experiéncias.

A abordagem qualitativa se justifica porque: a pesquisadora possui um contato direto
com o ambiente e os participantes da pesquisa; os dados recolhidos sdo descritivos —
compreendem transcri¢cbes de dialogos, protocolos de atividades desenvolvidas pelos
participantes, videos, notas de campos, documentos; a analise dos dados foi realizada
respeitando-se a forma com que esses foram registrados, transcritos e textualizados; houve a
preocupacdo de como o objeto de pesquisa poderia ser evidenciado na proposta didatica
elaborada — o interesse maior se relacionou com 0 processo, uma vez que importantes questoes
foram explicitadas na elaboracdo e implementacdo da proposta didatica para o estudo da
Integral Definida, o que foi evidenciado como fundamental para a identificacdo dos
conhecimentos didatico-matematicos e competéncias mobilizados ou desenvolvidos neste
estudo; a andlise e interpretacdo dos dados da pesquisa foi realizada indutivamente, utilizando-
se as dimensoes e facetas do enfoque tedrico utilizado — EOS; os significados (institucionais e
pessoais) relacionados a compreensédo da Integral Definida foram importantes para a pesquisa,
ja que os dados foram analisados em uma perspectiva cognitiva fundamentada nos preceitos
dos constructos tedricos do EOS.

Posto isso, as estratégias escolhidas, o desenvolvimento da proposta didatica, a
participacdo e o comprometimento dos estudantes, os registros, procedimentos, conhecimentos
e competéncias que esses mobilizaram ao interagir com o objeto matematico de investigacao
didatica foram considerados como objetos de analise.

Os elementos metodoldgicos do EOS, articulados com os aspectos da Engenharia
Didatica que foram utilizados na metodologia de pesquisa, sdo abordados na proxima secao.

4.2 Enfoque Ontossemidtico com aportes da Engenharia Didatica

O EOS apresenta caracteristicas metodoldgicas proprias (GODINO, 2002; GODINO;
CONTRERAS; FONT, 2006; GODINO; BATANERO; FONT, 2008; GODINO et al., 2013;
GODINO, 2017) e fornece uma série de ferramentas, descritas neste capitulo, que permitem

analisar os processos de ensino e de aprendizagem de um objeto de estudo, quando mediados
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por tecnologias digitais.

Essas ferramentas possibilitam revelar fatos didaticos significativos que definem, por
um lado, orientagdes para a determinacdo de um percurso didatico adequado ao estudo da
Integral Definida e, por outro lado, fundamentos para a avaliacdo da Engenharia Didatica como
metodologia de investigacao.

A escolha dessa metodologia que contemplou as demandas da pesquisa deve-se,
sobretudo, a intencdo de desenvolvermos um estudo experimental, baseado em realizacdes
didaticas, ou seja, na concepcao, na efetivacdo, na observacdo e na analise de um sistema de
praticas, envolvendo uma proposta didatica para investigar a mobilizagdo ou o desenvolvimento
de conhecimentos didatico-matematicos e competéncias, no contexto da formag&o inicial de
professores de Matematica.

O termo ou conceito de Engenharia Didatica, elaborado inicialmente por Guy
Brousseau, apresenta-se como suporte metodoldgico para as pesquisas em Didatica de
Matematica. Posteriormente, na década de 1980, foi desenvolvido por Michele Artigue, que
considera a Engenharia Didatica como um processo empirico que objetiva conceber, realizar,
observar e analisar as situacfes didaticas, tendo se constituido como uma metodologia de
investigacdo cientifica (ARTIGUE, 1991).

A Engenharia Didatica, como metodologia de pesquisa, € caracterizada como suporte a
criacdo de um produto didatico, que pode envolver plano de ensino, producdo de materiais
didaticos, esquema experimental, entre outros instrumentos, conforme explicitado por Douady
(1993, p. 2):

[...] uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no tempo, de
forma constante, por um professor-engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para certa populagdo de alunos. No decurso das trocas entre professor
e alunos, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em funcdo das escolhas e
decisdes do professor.

Nessa perspectiva, Artigue (1996) dispbe que a Engenharia Didatica compreende quatro
fases, que podem ocorrer de maneira ndo linear, necessitando, em alguns momentos, da
articulacdo, da antecipacéo e até da superposicao dos elementos fundantes:

a) andlises preliminares — compreende a andlise do funcionamento do ensino habitual do
conteudo, buscando esclarecer as implicacGes e consequéncias do ensino tradicional,
também as dificuldades e obstaculos que se relacionam com a compreensdo dos
estudantes, indicando condicGes de aprimoramentos potenciais de intervengdes que
aperfeicoem os processos de ensino e de aprendizagem;
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b) concepcéo e analise a priori — essa fase é evidenciada pela descricdo das escolhas que
podem ser feitas pelo pesquisador, como defini¢do de variaveis de comando, de &mbito
global ou local. Artigue (1996) indica as variaveis microdidaticas (ou locais) e
macrodidaticas (ou globais) que podem ser consideradas pelo pesquisador/professor na
abordagem das varias sessdes ou fases de uma Engenharia Didatica. A analise a priori
busca determinar como as escolhas efetuadas permitem controlar e explicar 0s
comportamentos dos estudantes, possibilitando a previsdo desses, que resultem no
desenvolvimento do conhecimento;

c) experimentacdo — essa fase € composta, segundo Artigue (1996), pela aplicacdo do
dispositivo construido, corrigindo-o se necessario, quando as andlises locais identificam
essa necessidade. Visa-se que os estudantes coloquem em pratica seus conhecimentos,
a fim de resolver as situacGes-problema e possam aprimorar seus conhecimentos. As
ferramentas técnicas (material didatico, video) ou tedricas (teoria das situacdes, contrato
didatico, dentre outras) sdo utilizadas nesta fase, com as quais se coletam os dados que
permitirdo a construcdo dos protocolos de pesquisa;

d) andlise a posteriori e validacdo — essa fase se caracteriza pelo tratamento dos dados
colhidos e o confronto com a analise a priori, permitindo a interpretacdo dos resultados
e em que condicdes as questdes levantadas foram respondidas. E possivel que se
analisem as ocorréncias e quais as contribuicbes para a superagdo do problema,
caracterizando a generalizacdo local, que permitira a validacdo interna do objetivo da
pesquisa. Segundo Artigue (1996), o confronto entre as analises a priori e a posteriori
consiste em investigar aquilo que foi considerado nas hipoteses e que, na prética, sofreu
distorcdes, deixando de ser valido.

As investigacdes alusivas & Engenharia Didatica de Artigue (2011) s&o interpretadas por
Godino et al. (2013, 2014) como um tipo de design grafico, cuja base tedrica reside na Teoria

das SituacGes Didaticas (TSD), e segue a seguinte associagéo:

O desenho corresponde a andlise a priori e a concepcao global da engenharia; a
implementacdo com a experimentacdo; e, finalmente, a avaliagdo ou analise
retrospectiva com a analise a posteriori. Do mesmo modo, esta previsto um estudo
preliminar nas diferentes dimensdes envolvidas. A utilizacdo de uma denominacéo
diferenciada deve-se a orientacdo, fundacéo e desenvolvimento das fases de acordo
com os pressupostos ontolégicos, semidticos, pragmaticos e antropolégicos do EOS.
(GODINO et al., 2014, p. 171, traducdo nossa).

Dessa forma, Godino et. al (2014) propdem uma visdo ampliada da Engenharia Didatica

e sugerem o desenvolvimento de suas fases baseando na abordagem ontoldgica-semidética do
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conhecimento e do ensino de Matematica. Assim, esse pesquisador e seus colaboradores

descrevem as quatro fases distintas (estudo preliminar, desenho, implementacgéo e avaliagdo),

que sao caracterizadas a seguir:

a)

b)

d)

estudo preliminar — estudo de textos, levantamento bibliografico, constituicdo dos
significados de referéncia dos objetos matematicos em estudo (significados pessoais e
significados institucionais);

desenho — selecdo e producdo das situacdes-problema; elaboracdo de atividades;
realizacdo da andlise a priori das atividades; organizacdo de apresentacdo dessas,
indicacdo dos comportamentos esperados dos estudantes e das intervencoes controladas
pelo docente;

implementacao da trajetoria didatica — observac@es das interacdes entre os estudantes,
entre professor e estudantes; entre estudantes e o uso de recursos instrucionais; descricao
das aprendizagens alcangadas;

avaliacdo ou analise retrospectiva — realizada mediante uma comparacdo entre 0s
significados institucionais — pretendidos (sistema de praticas planejado), implementados
(sistema de praticas implementado pelo docente) e os significados pessoais — declarados
(atinentes as préaticas expressas por meio de acGes e registros), alcancados (que se
relaciona as praticas manifestadas, que sao coerentes com a pauta institucional). Esses
significados sdo previstos no desenho e observados na implementacdo. Também é
possivel a reflexdo sobre as normas que condicionam o processo instrucional. A andlise
sobre a respectiva adequacdo didatica também acontece nesta fase.

As facetas que condicionam a aprendizagem propostas pelo EQOS, quais sejam,

epistémica, mediacional, interacional, cognitiva, afetiva e ecologica, conduzem a ferramentas

tedricas e metodoldgicas que possibilitam uma analise detalhada do objeto de estudo e séo

consideradas em cada uma das fases estabelecidas na Engenharia Didéatica — estudo preliminar,

desenho, implementacdo e avaliacdo. Inclusive, 0 que caracteriza a articulagcdo do EOS com a

Engenharia Didética é o uso das referidas facetas.

A sequir, explicitamos como as facetas do EOS séo articuladas em cada uma das fases

da Engenharia Didética, segundo Godino et al. (2014), e como essa articulagdo se faz presente

na pesquisa:

a)

epistémica — os significados institucionais (sistema de praticas compartilhado no ambito
de uma instituicdo) postos em acdo em cada uma das fases do processo de estudo séo
determinados e identificados em termos das préaticas, configuracGes de objetos e

processos matematicos. As relacOes e restrigdes institucionais que condicionam o
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processo de estudo é observado. Nesta pesquisa, abordamos as caracteristicas e
evolucdo do objeto matematico de investigacao didatica (Integral Definida) e utilizamos
as configuracOes epistémicas da Integral, conforme Crisostomo (2012), que contempla
a diversidade de significados que esse conceito pode ter, de acordo com suas diferentes
estruturas institucionais e contexto de uso;

b) cognitiva — os significados pessoais (sistema de préaticas realizados por uma pessoa) em
diferentes momentos do processo de estudo sdo descritos, em termos das praticas
pessoais, configuracbes cognitivas dos objetos e processos matematicos. Na pesquisa,
essa faceta esté relacionada as dificuldades que os estudantes enfrentam ao resolver
problemas relacionados com o conceito de Integral Definida; como esses estudantes
aprendem, fundamentam e entendem esse conceito, progredindo em suas
aprendizagens;

c) afetiva — a sensibilidade do processo aos aspectos afetivo, emocional, atitudinal e nas
crengas acerca dos objetos matematicos e no processo de estudo em desenvolvimento é
analisada. Procuramos, na implementacao da proposta didatica sobre Integral Definida,
a identificacdo desses aspectos;

d) interacional — esté relacionada ao ensino do tema em estudo, organizacdo e gestdo das
tarefas que contemplam as caracteristicas operacionais do sistema de préaticas, em que
sdo propostas situagdes-problema que buscam enriquecer o campo de préaticas abordadas
acerca dos conceitos. No planejamento e implementacdo da proposta didatica sobre
Integral Definida, foram analisados os padrGes de interacdo (professor, estudante,
sequéncia de atividades) orientados para a compreensdo dos significados da Integral
Definida em estudo;

e) mediacional — sdo descritos 0s recursos técnicos (previstos ou utilizados), assim como
a utilizacdo do tempo destinado as agdes e processos realizados, como também a
identificacdo dos agentes participantes e o seu papel. Nesta pesquisa, atentamo-nos para
0 conhecimento dos recursos (tecnologico, material e temporario) para potencializar a
aprendizagem de conceitos inerentes a Integral Definida;

f) ecoldgica — as relagBes entre conteltdo matematico e outras disciplinas, além das
restricdes institucionais que condicionam o processo de estudo € observado. No
contexto desta pesquisa, destacamos a relacéo existente entre o Calculo Integral e outras
areas do conhecimento, como Fisica e Biologia.

Os aspectos da Engenharia Didatica articulada as ferramentas do EOS nos forneceram

uma estrutura logica de agdes que nos permitiu articular elementos ontossemidticos, na



76

orientacdo consistente do desenvolvimento de uma proposta didatica que compde situacdes, por
meio das quais seja possivel a interagdo entre estudantes, professor e midia, destacando o papel
de cada um desses na construcdo do conhecimento da Integral Definida.

Optamos por abordar em cada uma das fases (estudo preliminar, desenho,
implementacdo e avaliagdo) as facetas do EOS aglutinadas, conforme sugere Godino et al.
(2014): epistémica-ecologica, cognitiva-afetiva e instrucional (interacional e mediacional);
sendo que, na faceta epistémica-ecoldgica, sdo assumidos 0s pressupostos antropolégicos e
socioculturais da atividade matematica; na faceta cognitiva-afetiva, sdo adotados o0s
pressupostos  semiodticos e, na faceta instrucional, assume-se uma perspectiva
socioconstrutivista (GODINO, 2011). Essas facetas sdo consideradas em Vvarios niveis: as
praticas ou acdes dos agentes envolvidos, as configuracdes dos objetos intervenientes, as regras
gue condicionam e apoiam o desempenho das praticas e a avaliacdo da adequacdo da proposta
didatica.

Em Godino (2014), é apresentada a Figura 7, que retrata os focos de atencdo da andlise
didatico-matematica proposta no modelo teérico CDM, em que as fases (estudo preliminar,
desenho, implementacdo, avaliacdo), as dimensdes (Matematica, Didatica e Meta Didatico-
Matematico), as facetas (epistémica, ecoldgica, cognitiva, afetiva, interacional e mediacional)
e 0s niveis (problemas, préaticas, objetos e processos) propostos no EOS se articulam.

Figura 7 — Focos de atengdo para analise didatico-matematico
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Nessa imagem, é destacada como foco central do EOS a analise didatico-matematica,
sendo relacionada com as trés dimensdes do modelo CDM: 1) matematica (inclui as categorias
de conhecimento de contedldo comum e conhecimento ampliado do conteddo; 2) didatica (inclui
as facetas do conhecimento — epistémica, cognitiva, afetivo, mediacional, interacional e
ecoldgica; 3) metadidatico-matematica (referente aos conhecimentos necessarios para refletir
sobre a prépria préatica e avaliar a adequacdo didatica dos processos de ensino e aprendizagem
da Matematica.

Na secdo seguinte, apresentamos detalhes da metodologia de pesquisa utilizada,

incluindo uma descricdo de seu contexto.

4.3 Metodologia, participantes e contexto da pesquisa

A investigacdo desenvolveu-se no ambito da formagdo inicial de professores de
Matematica na Universidade Estadual de Montes Claros — UNIMONTES, no campus Montes
Claros (MG), com o estudo de Integral Definida.

Os participantes sdo estudantes de uma turma do 3° periodo do curso de Licenciatura
em Matematica. Essa turma era composta por trinta e trés estudantes, que foram convidados a
participar do experimento de ensino. A escolha dessa turma se deu pelo fato de esses estudantes
ja terem estudado, no periodo anterior, a disciplina Célculo Diferencial e Integral I, na qual sdo
abordados, conforme ementa curricular, os conceitos de funcées, limites, derivadas, integral
indefinida (técnicas de integracdo) e definida, integrais improprias.

Dos estudantes convidados, dez aceitaram participar do experimento. Todos
concordaram e assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE)Y. Os
participantes da pesquisa foram aprovados na disciplina de Calculo Diferencial e Integral I,
exceto um deles que cursou essa disciplina duas vezes, tendo sido reprovado na primeira
tentativa; os demais ndo obtiveram reprovacao.

A metodologia desenvolvida para esta pesquisa compreende as quatro fases da

Engenharia Didética articuladas as dimensdes e facetas do EOS (Figura 8).

17 Nimero do Processo: 29200720.8.0000.5482; NUmero do Parecer: 3.943.407.
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Figura 8 — Fases de desenvolvimento da proposta didatica
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Nas secOes seguintes, mostramos como essas fases foram utilizadas na edificacdo

metodoldgica desta investigacéo.

4.4 Procedimentos metodoldgicos para estudo preliminar diagndéstico (Fase 1)

Na Fase 1, realizamos o Estudo Preliminar e Diagndstico, que foi marcado por reflexdes
de nossa vivéncia profissional nos campos da docéncia e da pesquisa em Calculo Diferencial e
Integral. Incluimos um estudo exploratério acerca dos processos de ensino e de aprendizagem
da Integral Definida, organizando a apresentagdo da revisdo de literatura, considerando trés
categorias: epistémica-ecoldgica (estudos e investigacbes que consideram o conhecimento
didatico-matematico de acordo com os significados institucionais no curriculo da Licenciatura
em Matematica), cognitiva-afetiva (estudos e investigacdes que consideram as possibilidades e
dificuldades relacionadas aos processos de ensino e de aprendizagem, buscando compreender
como se desenvolvem os significados pessoais alcangados pelos estudantes) e instrucional (que
reflete acerca dos padrdes de interacdo entre professor, estudantes e sequéncia de ensino,
destinada a construcdo e negociagéo de significados).

Dessa forma, procuramos sintetizar pesquisas que abordavam conceitos da Integral
Definida e seu ensino e que nos ajudassem na caracterizacéo de aspectos dos conhecimentos e
competéncias envolvidos em cada uma das facetas ou dimensdes propostas no modelo CDM,
para desenvolvimento de uma proposta didatica que possibilitasse a mobilizacdo desses
aspectos.

Ressaltamos que a descricdo e reflexdes advindas desse Estudo Preliminar,
particularmente questdes relacionadas a natureza cognitiva (concepcdes de estudantes,

esquemas cognitivos, tipos de erros, entre outros aspectos) e instrucional (estratégias e
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alternativas para o ensino da Integral Definida) estdo destacadas no Capitulo 5.

4.5 Procedimentos metodoldgicos para o desenho da proposta didatica (Fase 2)

A Fase 2 propGe que o professor defina o tema, determine o publico-alvo, adapte o
processo educativo ao desenvolvimento cognitivo dos estudantes, proponha e desenvolva os
objetivos, estratégias de avaliacdo e processo de revisdao. O processo instrucional deve ser
apropriado, ou seja, deve satisfazer véarias condi¢bes para que atenda tanto os objetivos
curriculares quanto o desenvolvimento das competéncias matematicas pelos estudantes.

Na pesquisa, essa fase consistiu ha concepcao de uma proposta didatica, composta por
um sistema de praticas sobre o objeto matematico da investigacdo didatica (Integral Definida).
Realizamos a selecdo e adaptacdo das situacGes-problema e o sequenciamento das atividades,
construindo uma configuracdo para aplicacdo durante os encontros formativos.

O desenho da proposta didatica, como também a coleta e analise dos dados para essa
investigacdo foram fundamentados nas facetas epistémica-ecolOgica, cognitiva-afetiva e
instrucional (mediacional e interacional) do EOS.

Concernente a faceta epistémica-ecoldgica, consideramos, na construcdo da proposta
didatica, alguns significados institucionais da Integral Definida, definidos a partir das
configuracOes epistémicas da Integral, propostas por Crisostomo (2012), considerando as
observacdes referentes a génese e desenvolvimento desse tépico matematico, sua diversidade e
contextos de aplicacdo e utilizacdo. Também consideramos a abordagem que esta prevista para
esse topico matematico na ementa da disciplina de Calculo Diferencial e Integral no curso de
Licenciatura em Matematica em que a proposta didatica foi implementada. Para esse aspecto,
realizamos uma leitura minuciosa do Projeto Politico Pedagdgico do Curso de Matematica a
fim de conhecer o perfil esperado do estudante ao final da graduacdo e, nomeadamente, do
programa, da ementa da disciplina de Calculo Diferencial e Integral I, em que o tdpico de
Integral Definida é estudado; dos livros que compdem a bibliografia basica e complementar,
observando o enfoque, a profundidade, as aplicacGes e a nota¢do dos conteldos matematicos
requeridos.

A faceta cognitiva-afetiva esteve relacionada a reflexdo acerca das caracteristicas e
dificuldades dos individuos, consideradas a partir de nossa experiéncia como professora de
Caélculo e partindo das reflexdes realizadas no Estudo Preliminar, realizado na Fase 1. As
diversas estratégias de ensino e teorias educacionais utilizadas pelos pesquisadores, aludidos

neste estudo, auxiliaram-nos na elaboracdo da estrutura do desenho (faceta interacional). Os
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detalhes referentes a essa abordagem estéo descritos no Capitulo 6.

A proposta didatica foi articulada para desenvolver as categorias de conhecimento
didatico-matematico do professor: conhecimento comum do contetdo (CCC) — elementos
béasicos da Integral Definida (conceito, definicdo e procedimentos); conhecimento avancado do
contetdo (CAC) — aplicagdes em contextos intra e extramatematicos (na interdisciplinaridade)
e conhecimento especializado do conteudo (CEC) — conhecimento que os professores podem
ter para ensinar os conteudos matematicos, como conhecimentos tecnoldgicos voltados para a
informatica educativa, ou seja, uso do computador e suas ferramentas (softwares, applets, sites,
objetos de aprendizagem), como recurso pedagdgico a ser utilizado pelo professor.

Godino, Batanero e Font (2008) ressaltam que o ponto de partida do EOS ¢ a formulagéo
de uma ontologia de objetos matematicos que contemple o triplo aspecto da Matematica: (a)
como atividade socialmente compartilhada de resolucdo de problemas, (b) como linguagem
simbdlica e (c) como sistema conceitual, logicamente organizado. Nessa perspectiva,
contemplando esses aspectos, apresentamos as caracteristicas do desenho da proposta didatica:

a) tem como objetivo levar o estudante a assimilacdo gradativa de conceitos e sua
abstracdo — cada situacdo-problema é apresentada como uma situacdo de acao,
formulacdo, validacdo ou institucionalizacdo, potencializando a mobilizacdo de
processos matematicos duais, previstos no EOS, relacionados a realizagdo das préaticas
matematicas, como: generalizacdo-particularizacdo, institucionalizacdo-personalizacao,
representacdo-significacdo, decomposicao-reificacdo, idealizacdo-materializacéo,
comunicacdo, definicdo, enunciacdo, argumentacdo, algoritmizacdo e problematizacao;
observando as caracteristicas inerentes as facetas abordadas no EOS.

b) parte de situacGes-problema, convenientemente selecionadas — cada uma das atividades
busca mobilizar o conhecimento acerca de alguns significados de referéncia
(relacionado aos sistemas de praticas dos especialistas) da Integral Definida,
apresentados como configuracbes epistémicas (intuitiva, geométrica, soma,
aproximada, extramatematica, acumulada e tecnoldgica), conforme Crisostomo (2012),
especificadas adiante;

c) considera a inser¢do das tecnologias digitais, com o GeoGebra — essa escolha se deu
pelo fato de esse software ser gratuito, apresentando versdes para computador e
smartphone e se constituir em uma ferramenta com potencial para a compreenséo de
conceitos matematicos, haja vista sua forma pratica de acesso e de dinamica na

exploracdo das vérias representacfes dos objetos matematicos. Além disso, existe um
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site® oficial com materiais de apoio, inclusive com materiais para o ensino de Calculo
Diferencial e Integral;

permite a coleta de dados, considerando a organizacdo das tarefas em configuracdes
didaticas e a analise com base nas facetas do EOS (epistémica-ecologica, cognitiva-
afetiva e instrucional) que nos permitiu identificar as competéncias e os conhecimentos
didatico-matemaéticos dos participantes da pesquisa quando submetidos a analise,
resolucdo e discussdo das atividades.

As nocdes de sistemas de praticas e configuracdo de objetos e processos (GODINO;

BATANERO, FONT, 2008; FONT; GODINO; GALLARDO, 2013) nos propuseram suporte
tedrico para a selecdo das situacdes-problema, em que procuramos refletir acerca das seguintes

questoes:

a)

b)

d)

Que tipos de situacdes-problema poderiam mobilizar o conhecimento didatico-
matematico, a partir dos processos cognitivos previstos no EOS?

Quais caracteristicas e meios poderiam ser usados para motivar a autonomia do
estudante na compreensao do conhecimento especifico referente ao objeto matematico
de investigacdo didatica?

Quais as configuracdes e processos matematicos deveriam ser, potencialmente, ativados
nas praticas matematicas, necessarias para resolucGes das situacdes-problema
propostas?

Que tipos de situagOes-problema poderiam ter seus processos de resolucdo
diversificados, alicercados no uso das tecnologias digitais, em especial, do software
GeoGebra?

Tal proposta esta apresentada no Capitulo 6, no qual esta detalhada a Fase 2, que

também inclui uma andlise ontossemidtica de cada uma das atividades que compdem a proposta

didatica, explicitando os objetos priméarios que compdem uma configuracéo de objetos no EOS

(problemas, linguagens, conceitos/definicdes, proposicdes/propriedades, procedimentos e

argumentos) contemplados nas atividades.

Apresentamos, na se¢do seguinte, as escolhas macro e microdidaticas consideradas no

desenho da proposta didatica.

18 Disponivel em: https://www.geogebra.org.
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4.51.Escolhas Macro e Microdidaticas

As ferramentas do EOS nos ancoraram na elaboracao das situacdes-problema, nas quais
os estudantes pudessem mobilizar ou desenvolver conhecimentos e competéncias didatico-
matematicos, na efetivacdo de processos cognitivos auxiliados pelo uso do ambiente
computacional. Para cada atividade produzida, buscamos abordar os objetos priméarios
propostos no EOS (problemas, linguagens, conceitos/defini¢bes, proposicoes/propriedades,
procedimentos e argumentos).

As investigacdes empreendidas acerca das dimensdes epistemologicas, didaticas e
cognitivas da Integral Definida, contempladas no Estudo Preliminar, conduziram-nos as
escolhas macro e microdidaticas, segundo Artigue (1996), que guiaram a construcdo da
proposta didatica.

As variaveis macrodidéaticas englobam a elaboracdo da proposta didatica, afetando sua
organizacdo. Destacam-se, por exemplo, o uso de situagdes-problema como detonadora de cada
uma das atividades, o uso das tecnologias digitais, a organizacdo dos estudantes na
implementacdo da proposta didatica, como também a organizacdo temporal de implementacédo
dessa, entre outros aspectos, que detalhamos a seguir:

a) articulacdo das representacdes nos registros grafico, algébrico, numérico, abordando as
limitacOes cognitivas e didaticas relacionadas ao registro gréafico;

b) utilizacdo de situacdes-problema, colocadas no inicio de cada atividade, abordando
aplicac@es da Integral Definida em contextos intra e extramatematicos;

c) apresentacdo da Integral Definida, facilitando a compreensdo dos conceitos e o
estabelecimento de relagdes explicitas com conhecimentos prévios;

d) familiarizacdo com os simbolos utilizados na institucionalizagdo dos conceitos;

e) organizagdo da aplicacdo das atividades em duplas de estudantes e conducdo do
processo de experimentacdo, sendo observado o tempo disponibilizado para a
implementacao de cada sequéncia de atividades;

f) estimulo ao desenvolvimento da autonomia do estudante quanto a compreensdao da
definicdo formal da Integral de Riemann para func¢des de uma variavel real,

g) uso das ferramentas do GeoGebra, nas perspectivas bidimensional e tridimensional;

h) desenvolvimento de competéncias, quanto a utilizacdo do GeoGebra, como ferramenta
auxiliar para a resolucéo de problemas que envolvem Integral Definida.

Quanto as variaveis microdidaticas da pesquisa, essas fazem referéncia a organizagédo

de uma secdo ou de uma fase e perpassa a construcdo das atividades que compdem a proposta
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didatica. Estdo relacionadas ao planejamento especifico de cada uma das atividades e seus
componentes:  situagOes-problema, linguagens, regras (definicbes, proposicdes e
procedimentos), argumentos e relacdes. Assim, consideramos aspectos ligados diretamente a
cada uma das atividades:

a) a contextualizagdo utilizada se refere as aplicacbes da Integral Definida em algumas
areas do conhecimento: a propria Matematica, a Fisica (movimento e termodindmica),
a Biologia;

b) o dominio de conceitos abordados em cada uma das atividades — a noc¢éo de infinito, de
somatario, o calculo de medida de area de figuras planas, entre outros;

c) o dominio de proposi¢des/propriedades e teoremas (Soma de Riemann, Teorema
Fundamental do Célculo, entre outros), mobilizado em cada uma das atividades;

d) familiaridade dos estudantes com a representacdo (em lingua natural, em linguagem
matematica, em linguagem informatizada);

e) conversdo de representacdes entre registros com apoio do software GeoGebra, como
forma de minimizar os procedimentos algébricos, bem como operacdes aritmetizadas e
facilitar a analise do conhecimento obtido na transicdo das representacoes.
Apresentamos, na proxima se¢do, os procedimentos metodoldgicos que utilizamos para

a implementacdo da proposta didatica.

4.6 Procedimentos metodoldgicos para implementacdo da proposta didatica (Fase 3)

O processo educativo de um conteldo ou tema matematico se desenvolve em um tempo
dado, mediante uma sequéncia de configuracdes didaticas. Na formacdo de professores, na
perspectiva do EQS, esse processo pode ser descrito por meio da nocdo de configuracoes e
trajetorias didaticas. O periodo entre o inicio e a finalizagdo de uma atividade ou resolugéo de
uma situacao-problema compreende, nesse enfoque, uma configuracdo didatica; a sequéncia
das configuracdes didaticas constitui uma trajetoria didatica. As configuracOes didaticas e
cognitivas, relacionadas as trajetdrias didaticas e ao sistema de praticas consideradas na fase do
desenho, manifestam-se na fase de implementacéo.

Para implementacédo da proposta didatica, realizamos uma pesquisa de campo com dez
estudantes do terceiro periodo do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Estadual de Montes Claros, no periodo de 11 de marco a 01 de junho do ano de 2020. Como ja
mencionado, a opcao pelos estudantes dessa turma foi motivada por esses ja terem estudado a

disciplina Calculo Diferencial e Integral, o que possibilita a mobilizagdo de conhecimentos
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prévios relevantes para o estudo da Integral Definida.

Em cada uma das atividades dispostas, 0s objetos estdo relacionados entre si. Dessa
forma, na implementacdo da proposta também séo consideradas as configuracdes didaticas e
sua sequéncia (trajetorias didaticas) que abordam as facetas epistémica-ecologica, cognitiva-
afetiva e instrucional (interacional e mediacional).

Os sistemas de praticas e as configuragdes sdo propostas como ferramentas teoricas,
cujo objetivo é descrever os conhecimentos matematicos na sua versdo dupla: pessoal e
institucional. As interacdes entre estudantes, entre professora-pesquisadora e estudantes, e entre
estudantes e recursos didaticos, previstas na Fase 2 (desenho), sdo destacadas na Figura 9,
elaborada por Godino, Batanero e Font (2008). Tal figura evidencia que a trajetéria didatica
que se realiza em um fundo ecoldgico influencia, mediante configuracdes epistémicas,
instrucionais, cognitivas e afetivas, nas aprendizagens que vao sendo construidas ao longo do

processo.

Figura 9 — Interagdes didaticas
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Godino, Contreras e Font (2006), valendo-se das interacbes que podem ser
estabelecidas, descrevem quatro tipos de configuracbes didatico-tedricas de referéncia:
magistral, a-didatica, dialogica e pessoal, conforme especificado no Quadro 5.

Esses pesquisadores consideram que a medida que as tarefas ou problemas vao sendo
abordados, a configuracdo didatica em acdo pode ser alterada. Ainda afirmam que uma mesma
configuracdo didatica, que estd em pratica em um determinado momento, pode apresentar tracos

ou caracteristicas de mais de um tipo de configuracao didatico-tedrica, ou seja, uma mesma
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configuracdo didatica pode apresentar mais de uma classificagdo ao ser comparada com as
configuracdes tedricas de referéncia.

Com efeito, durante a realizacdo das atividades da proposta didatica, foi possivel
verificar alguns padrdes de interacdo em acdo, tendo caracteristicas das distintas configuragdes
didaticas e, com evidéncia, da configuracdo dialdgica — trabalho autbnomo dos estudantes na
busca das distintas formas de resolugcdo das situagOes-problema propostas; intervencoes
magistrais, com pouca énfase, apenas quando eles apresentavam alguma duvida na
interpretacdo das tarefas; cooperacdo entre estudantes e professora. Cada subintervalo de
atividade em que acontece um desses padrdes é denominado de subconfiguracao didatica —
nogdo que permite uma analise pormenorizada das configuracdes e trajetorias didaticas,
tornando possivel revelar a associagdo entre os distintos padrdes de interacao.

Ressaltamos que a configuracdo dialdgica ficou notéria na implementacéo da proposta
didatica, uma vez que os estudantes expuseram sua relacdo com os objetos matematicos, o que

permitiu a obtengdo de indicadores explicitos dessas relagdes.

Quadro 5 — Configurag6es didaticas

Configuracao Caracteristicas
Didatica
magistral Refere-se & apresentacdo do contetdo pelo professor, seguida de exercicios

de aplicacdo dos conhecimentos e saberes apresentados.

a-didatica Quando o estudante, ou grupo de trabalho, assume a responsabilidade do
trabalho matematico — em concordancia com o professor — explorando as
possiveis técnicas de solugdo, formulagdo, comunicagdo e validagdo, ou seja,
se encontram em um processo de busca autdbnoma.

dialégica Fundamentada no dialogo entre o professor e estudantes, esses tém a
oportunidade de assumir a tarefa, familiarizar-se com ela e esbogar alguma
estratégia de solugdo.

pessoal Quando a resolucdo do problema, ou conclusdo de uma tarefa, é feita pelo
estudante, sem a intervencdo direta do professor — na pratica, quando os
estudantes resolvem exercicios, propostos pelo professor ou pelo livro
didatico, e sdo preparados para resolvé-los.

Fonte: Adaptado de Godino, Contreras e Font, 2006

A Figura 10 resume os componentes e a dindmica das configuracdes que relacionam
ensino e aprendizagem com 0s processos matematicos, ligados a modelagem ontossemiotica do
conhecimento matematico. Estd evidenciado, nessa figura, que as interacGes entre as
configuracbes sdo ciclicas, permeando os momentos didaticos, as praticas matematicas e
didaticas.

As interacGes apresentadas condicionam as intervencBes didaticas. H& processos

relacionados as configuracdes epistémicas e instrucionais que sao condicionados pela trajetoria
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cognitiva, que produz exemplos, significados, argumentos que condicionam 0 processo de

estudo. Essas interacdes serdo explicitadas no Capitulo 7.

Figura 10 — Componentes e dinamica interna de uma configuracdo didatica

ENSINO

. WIDVZIONINAY

Fonte: Godino, 2014, p. 31 apud Carvalho, 2017, p. 3819

A implementacdo (Fase 3, da Figura 8) deste estudo constou de dois encontros
presenciais e trés encontros remotos com 0s estudantes da Licenciatura em Matematica,

participantes da pesquisa.

a) Encontros presenciais

Foram aplicadas, presencialmente, as duas atividades da Unidade 1 da proposta didatica
— Atividade 1: Introducdo & Definicdo de Integral de Riemann; Atividade 2: Aprimorando a
compreensdo do conceito de Integral Definida. Estando matriculados no curso de Licenciatura
em Matematica no periodo noturno, os estudantes desenvolveram as atividades presenciais no

turno vespertino, em um laboratorio de informatica da Universidade Estadual de Montes Claros,

19 GODINO, J. D. Sintesis del enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instrucciéon matematica:
motivacion, supuestos y herramientas tedricas. Granada: Universidad de Granada, 2014, p. 31 apud Carvalho,
2017, p. 38
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onde atuamos como professora. Foi utilizado o software GeoGebra Classic 5.0, instalado nos
computadores do laboratdrio.

A fase de experimentacéo inicial ocorreu em um encontro realizado no dia 11 de marco
de 2020, em que dez estudantes, organizados em cinco duplas, realizaram a Atividade 1. O
encontro durou 3 horas/aula. As duplas foram formadas pelos proprios estudantes, conforme
suas afinidades de relacionamento.

A Atividade 2 foi realizada no segundo encontro presencial, no dia 13 de marco de 2020.
Fizeram essa atividade nove dos dez estudantes que participaram da primeira atividade. Um
deles justificou a auséncia por ndo ter disponibilidade para participacdo no dia e horério
agendados.

A realizacdo das atividades pelos estudantes foi observada por n6s e por um académico
de Iniciacdo Cientifica Voluntaria, que auxiliou os estudantes na operacionalizacdo do software
e contribuiu para com as anotacOes das observagdes ocorridas durante a aplicagéo da atividade,
como as duvidas indicadas pelos estudantes e impressdes acerca das agdes desses para posterior

analise.

b) Encontros remotos

Em razdo da suspensdo das aulas presenciais, ocasionada pela prevencdo ao contagio da
COVID-19, a aplicacao das demais atividades ocorreu remotamente.

Assim, contatamos os dez estudantes que fizeram as primeiras atividades, por meio do
aplicativo de mensagem WhatsApp. Ressaltamos que o grupo, nesse aplicativo, foi criado no
inicio da implementacéo da proposta didatica para facilitar a comunicacao entre os participantes
da pesquisa.

Utilizamos um recurso digital para a realizagdo de reunides virtuais, assim, os estudantes
foram convidados a realizar remotamente as atividades sequentes. Seis dos dez estudantes
manifestaram a disponibilidade em realizar essas atividades, os demais justificaram nédo poder
participar pelo fato de ndo terem os recursos digitais necessarios, quais sejam, computador e
conexao & internet. Solicitamos aos estudantes, que responderam positivamente, a instalagdo
em seus computadores do aplicativo GeoGebra Classic, verséo 5.0.

Em 1° de junho de 2020, aconteceu um encontro remoto com o0s participantes da
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pesquisa, por meio do aplicativo Google Meet?®. Nesse encontro, foi realizada a Atividade 3:
Aplicacdes da Integral Definida na Fisica (Problemas de Movimento). Esse encontro teve
duracdo de 4 horas/aula, com a participacao de seis estudantes que realizaram a atividade.

Para os encontros remotos, similar aos encontros presenciais, tivemos a participacdo do
académico de Iniciacdo Cientifica que prestou suporte técnico e auxiliou nos registros das
interacbes ocorridas durante a implementacdo das atividades. Os dados da pesquisa se
constituiram de todos os protocolos audiovisuais, escritos e digitais dos encontros realizados.

Esclarecemos que os dialogos foram basilares para analise das respostas apresentadas,
sendo transcritos e textualizados, possibilitando a reflexdo das interagdes entre estudantes,
professora-pesquisadora e académico de Iniciacdo Cientifica.

No entendimento de Garnica (2007, p. 55), a transcri¢do € a passagem dos dados do
magnético ou digital para o papel; a explicitacdo dos didlogos por meio dos caracteres gréaficos;
€ 0 registro escrito do momento da entrevista que, posteriormente, passard por outros
tratamentos. A proxima fase é a textualizacdo, quando ocorre a atribuicdo de significado, em
gue o pesquisador analisa os dados coletados, ja no papel, menos technicamente do que na
transcricao, e pode optar por niveis de textualizacdo: eliminacdo de repeti¢es desnecessarias e
vicios de linguagem; preenchimento de lacunas latentes, com o intuito de melhorar a fluéncia
da leitura do depoimento; juncdo de perguntas e respostas para construcéo de um texto de leitura
fluida e reorganizacgdo da sequéncia do texto cronoldgica ou tematicamente; podendo optar por
criar uma situacao (que pode, inclusive, ser ficticia), com base nas informac6es disponiveis na
transcricao.

Para realizacdo do tratamento das informacdes obtidas nos didlogos presentes na
implementacdo das praticas, primeiramente, elaboramos um texto escrito correspondente a
transcrigdo, aproximando o tanto quanto possivel do material gravado, com o intuito de
registrar, fielmente, os detalhes das comunicagdes ocorridas na realizagdo das praticas. Apds a
transcri¢cdo, optamos por apenas excluir do depoimento transcrito os vicios de linguagem e
preencher algumas lacunas, visando tornar a leitura mais fluente.

Esclarecemos, ainda, que os dados presentes no arquivo digital da construcéo de cada
atividade no GeoGebra e as gravagOes das reunides virtuais, realizadas por meio do aplicativo
Google Meet, também foram basilares para analise dos resultados desta investigagéo.

Os seguintes elementos estiveram disponiveis como instrumentos de coleta de

20 Hangouts Meet é um aplicativo do Google para Android, iOS e Web que oferece chamadas de video pelo celular
ou computador. Com uma interface simples, 0 app permite conversar com até trinta pessoas ao mesmo tempo e
oferece integracdo com agenda de compromissos para sincronizar reunides programadas.
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informac0es, tanto nas reunides presenciais quanto nas reunides realizadas remotamente:

— registro das observacOes da professora-pesquisadora e do académico de Iniciacdo
Cientifica sobre as diferentes instancias do trabalho em sala de aula (presencial ou
remota): acdo em dupla e coletiva, a¢do individual, didlogos e compartilhamentos;

— gravacdo em audio ou em video de todas as sessdes de realizacdo da proposta
didatica, favorecendo a interpretacao das observacdes gravadas e o desenvolvimento
da proposta na fase da analise a posteriori — 0s dados coletados foram transcritos e
comparados com as anotacdes realizadas, com o intuito de registrar fielmente todos
os detalhes dos didlogos ocorridos nos encontros presencial ou remoto. Apds a
transcricdo, optamos por apenas excluir do depoimento transcrito os vicios de
linguagem e preencher algumas lacunas, visando melhorar a fluéncia da leitura do
texto;

— respostas registradas (manual ou digitalmente) das atividades dos estudantes
realizadas nos encontros;

— registros do arquivo do software GeoGebra, usado para andlise dos encontros
realizados presencial e remotamente.

Sobre as atividades resolvidas, foram realizadas analises a priori em que relatamos 0s
objetivos, acbes, comportamentos, dificuldades e aprendizados esperados dos estudantes; as
habilidades e conhecimentos prévios manifestados na realizacdo das atividades; conhecimentos
matematicos e extramatematicos envolvidos; processos cognitivos mobilizados e identificacéo
dos objetos matematicos primarios abordados (conceitos, proposicfes, procedimentos e
argumentos).

Nossa atuagdo como professora-pesquisadora durante a realizagdo dos experimentos foi
a de agente no processo de formacgdo do conhecimento o qual deve auxiliar o estudante na
mobilizagdo dos processos cognitivos, por meio de atos que promovam reflexdes, e identificar
conflitos semidticos potenciais — que podem ser identificados a priori — e, por outra parte,
resolver os conflitos produzidos durante o processo educativo.

Ressaltamos que o detalhamento das configuracfes e trajetdrias didaticas, segundo
Godino (2014), observadas em cada uma das atividades, como também as analises a priori e a

posteriori das praticas realizadas sdo apresentadas no Capitulo 7.
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4.7 Procedimentos metodologicos para avaliagdo da proposta didatica (Fase 4)

Um olhar cauteloso e pormenorizado sobre 0s objetos compreendidos na sequéncia de
atividades foi realizado na utilizacéo da técnica de analise ontossemidtica proposta pelo EOS,
que possibilitou avaliarmos os resultados da proposta didatica presente nesta tese, permitindo-
nos descrever 0 que aconteceu, por que aconteceu e avaliar o que poderia ser aprimorado no
processo de formacéo realizado.

Para a fase de avaliacdo das atividades, verificamos a relevancia da proposta didatica e
indicag0es de aperfeicoamento do desenho e implementacdo dessa. O EOS dispde da
ferramenta adequacdo (ou idoneidade) didatica, cujo objetivo é identificar possiveis
contribuicdes para um processo educativo da Matematica, avaliando o grau de adequacéo
didatica para cada uma das seis facetas propostas (GODINO et al., 2006). O principal resultado
é uma avaliacdo fundamentada da adequacéo didatica, do processo instrucional implementado,
e uma explicacdo das dificuldades de aprendizagem dos estudantes, que sera apresentada
adiante. Também, nesta fase, foi avaliado o papel desempenhado pelo software GeoGebra na
realizacdo das atividades, dos estudantes, e seu impacto no processo de aprendizagem.

O contraste entre a analise a priori e a analise a posteriori, tomados como aspectos de
uma Engenharia Didética, proporcionou elementos de avaliacdo ndo sé da prépria Engenharia,
mas também, do nivel de aprendizagem. Assim, foi possivel apontar a adequacdo geral do
conjunto das configuracdes didaticas que compdem toda a proposta didatica, visando responder
a questdo de investigacao proposta.

A concepcdo, implementacdo e avaliacdo dos processos de formacdo de professores
podem ser orientados pelas seis dimensdes da Adequacéo Didatica proposta por Godino (2009),
articuladas coerente e sistemicamente. Compreendendo que, muitas vezes, torna-se dificil
avaliar a adequacé&o didatica em um processo de ensino da Matematica, haja vista que em alguns
casos as dimensdes e componentes ndo podem ser observaveis diretamente; Godino e
colaboradores apresentam uma descricao de indicadores empiricos (GODINO et al., 2013), que,
inclusive, guiou-nos na fase avaliativa do experimento implementado nesta pesquisa, e que

destacamos a sequir.

a) Adequacédo Epistémica

A adequacéo epistémica se refere ao conteudo didatico-matemaético a ser ensinado do

ponto de vista institucional. A adequacao dessa faceta é alcangada, na formacéo de professores,
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quando o processo formativo inclui, além de uma discussao da préatica educativa da Matematica,
previsdo, organizacdo da compreensdo e dominio do conhecimento especializado do conteido
matematico, que possibilitem a implementacdo de processos educativos da Matematica.

E necesséario que o futuro professor assuma uma forma de entendimento plural da
Matematica, que articula o funcional e o linguistico, o estrutural e o argumentativo, destacando
a importancia da mobilizag&o de diversos tipos de problemas (contextualizados, com diferentes
niveis de dificuldade e de situacdes geradoras); uso de diferentes modos de expresséao (verbal,
gréfico, simbolico, entre outros) e de tradugdes e conversdes, entre eles; garantia de que o nivel
da linguagem matematica esteja adequado; e que as defini¢cdes e procedimentos sejam claros e
corretamente declarados e adaptados ao nivel educacional a que sdo direcionados; garantia de
gue os enunciados e procedimentos do tema em estudo sejam apresentados e que as explicacdes,
verificacbes e demonstracfes matematicas estejam adaptadas ao nivel educacional a que séo
direcionados; estabelecimento de relacbes e conexdes significativas entre as definicdes,
propriedades, problemas do tema estudado, para o nivel educacional em que o professor realiza
seu trabalho (conhecimento comum) e o tratado no "horizonte matematico" correspondente, ou

seja, a articulacdo com o nivel educacional subsequente.

b) Adequacéao Cognitiva

Na formacdo docente, € essencial considerar o nivel de conhecimentos prévios dos
futuros professores. A adequacdo cognitiva, nesse contexto, deve incluir tal conhecimento,
como também a compreensdo das competéncias previamente explicitadas como expectativas
de aprendizagem do contetdo didatico-matematico, por exemplo, compreensao das formas de
raciocinio, das dificuldades apresentadas pelos estudantes e da analise dos significados pessoais
gue os estudantes podem apresentar, em face do trabalho com um tema especifico da
Matematica. Outro componente que também deve ser contemplado sdo as adaptagdes

curriculares as capacidades individuais dos professores em formacao.

¢) Adequacéo Afetiva

A adequacado afetiva na formacéo docente compreende o conhecimento e a compreenséo
do futuro professor sobre o papel dos interesses, necessidades, atitudes e emocgdes no
aprendizado matematico, o que contribuira para uma competéncia na criacdo de ambientes e de

condic¢des que motivam o aprendizado.
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A motivacgdo na formac&o inicial docente poderé ser potencializada diante da selecdo de
casos para andlise e implementacdo em atividades relacionadas a futura ou atual pratica
profissional do professor. Desse modo, 0s processos instrucionais procuram contemplar a
possibilidade de desenvolver habilidades de pesquisa, selecdo e adaptacdo de tarefas e situacoes
que sejam de interesse dos professores em formacao, o que poderd motiva-los a uma adequada
conexao entre teoria e pratica em suas préaticas profissionais futuras, despertando compromisso,
autoestima e participacdo em seus estudantes. Importante também ressaltar a discussdo acerca
do componente das crencas e valores dos professores em formacdo sobre a disciplina

Matematica e seu ensino, que deve permear o programa formativo, objetivando progressos.

d) Adequacéo Interacional

A formacdo docente deve contemplar o desenvolvimento de competéncias
comunicativas nos futuros professores, reconhecendo a importancia do didlogo e da
comunicacdo no aprendizado da Matematica, na observacdo da comunicacdo adequada do
conteddo matematico, no conhecimento dos diferentes tipos de interacdo (dialética entre
autonomia estudantil e institucionaliza¢do), na avaliacdo formativa da aprendizagem. Essas
competéncias devem ser consideradas no desenho e na implementagdo do plano formativo a
fim de possibilitar a identificacdo de dificuldades e resolucéo de conflitos de significados que

estejam relacionados a interacdo na sala de aula.

e) Adequacado Mediacional

Para que haja uma adequacao mediacional satisfatdria na formacao de professores, essa
busca fazer com que o futuro professor mobilize recursos manipulativos e tecnoldgicos
(informaticos, audiovisuais, foruns e plataformas virtuais) de maneira apropriada nos processos
instrucionais, destacando suas possibilidades e limitag6es, como também o desenvolvimento da
competéncia relacionada a gestdo do tempo de ensino. Essas competéncias se relacionam com

conhecimento especializado do conteldo e das expectativas de aprendizagem.

f) Adequacao Ecoldgica

Para uma adequacéo ecoldgica satisfatoria, € procedente observar que o contetdo, sua

implementacdo e avaliacdo correspondam ao curriculo previamente estabelecido; o design e
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implementacdo das agdes formativas procuram considerar os resultados de pesquisas sobre
formacdo docente, em particular o uso de tecnologias digitais, Os contetdos e atividades
formativas contribuem para a formagdo e o desenvolvimento profissional do professor de
Matematica, dispondo de relagdes com outras areas do conhecimento de maneira
interdisciplinar; a formacéo em valores democréaticos e 0 pensamento critico.

Também realizamos, nesta fase, uma comparacdo entre os significados institucionais
pretendidos (sistema de praticas planejado), implementados (sistema de préaticas implementado
pelo docente) e os significados pessoais declarados (atinentes as praticas expressas, por meio
de acOes e anotacdes), alcancados (que se relacionam as praticas manifestadas, que sdo
coerentes com a pauta institucional). Esses significados foram previstos no desenho e foram
observados na implementacdo. Também foi possivel a reflexdo sobre as normas que
condicionam o processo instrucional. A analise dos conhecimentos e competéncias didatico-
matematicos mobilizados ou desenvolvidos pelos estudantes ao serem submetidos as atividades
e a respectiva adequacdo didatica dessa também aconteceu nessa fase.

Como exemplo de apresentacdo dos critérios de adequacdo didatica, expomos, na Figura

11, o hexagono regular proposto por Godino (2011).

Figura 11 — Adequacdo Didatica

Didlogo Fic g
Interaccion Recursos técnicos
Comunicacion Tiempo
MEDIACIONAL
INTERACCIONAL : PR,
(Negociacion) (Disponibilidad)
x Z
DONE
AFECTIVA A ECOLOGICA
(Implicacién) ~ * B (Adaptacién)
Actitudes “ .
Emociones Sociedad
Motivaciones Escgela
ALTA Curriculo
¥ X
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividd)
Acoplamiento
Participacion
Apropiacion

Fonte: Godino, 2011, p. 6
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No hexagono regular, ha a representacdo de um processo de estudo pretendido ou
planejado, em que um grau maximo de adequacao parcial é assumido, inicialmente. No centro,
percebe-se um hexagono interno que representa a adequacdo gque 0 estudante consegue no
desenvolvimento de seu estudo. As facetas epistémicas e cognitivas foram colocadas na base,
considerando que o processo de estudo acontece no desenvolvimento de conhecimentos
especificos. Os resultados que envolvem a pesquisa € 0 hexagono representativo de seus
resultados estdo descritos no Capitulo 7.

No capitulo seguinte, apresentamos a fase do Estudo Preliminar que nos permitiu
demarcar os caminhos da investigagdo e auxiliou no desenvolvimento da proposta didatica.
Ressaltamos que, conforme Artigue (1988), cada uma das fases da Engenharia Didatica pode
ser apresentada, retomada e aprofundada ao longo da investigacao, em funcéo das necessidades
emergentes. Isso revela que a expressdo “preliminar” ndo implica que, apds o inicio da fase
seguinte, ndo se possa retoma-las, visto que a temporalidade identificada pelo termo
“preliminar” ou “prévia” € relativa, referindo-se apenas a um primeiro nivel de organizagdo que

definimos na estrutura metodoldgica da pesquisa.



95

CAPITULO 5 - ESTUDO PRELIMINAR

Apresentamos a fase do Estudo Preliminar e Diagndstico prevista como uma das
categorias analiticas do EQS, articulada com a Engenharia Didatica. Tal estudo expressa a fase
inicial da estrutura metodoldgica, apresentada no capitulo anterior.

O primeiro passo para desenvolvimento de um programa de estudo no EOS é determinar
0 que €, epistémica e cognitivamente, adequado a ser trabalhado no processo educativo da
Matematica — esse é o foco nesta fase.

Pretendemos, nesta fase, acentuar a dimenséo epistemolégica do objeto matematico da
investigacdo didatica — Integral Definida— associada as caracteristicas do saber em jogo; a
dimensdo cognitiva, com reflexfes acerca dos conhecimentos didaticos mobilizados em
associacdo as caracteristicas cognitivas relativas aos processos de ensino e de aprendizagem
quanto as concepcbes e dificuldades dos estudantes da Licenciatura em Matemaética,
participantes da pesquisa.

Identificamos diferentes tipos de pesquisa, dentre as quais destacamos aquelas que se
relacionam com o0s processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida, analisando os
resultados apresentados pelos pesquisadores, suas contribui¢fes para a didatica desse objeto
matematico e as indicacdes para pesquisas futuras.

Ler esses trabalhos possibilitou-nos refletir sobre a constituicdo dos significados da
Integral Definida (institucionais e pessoais) e delimitar caminhos em busca de categorias

analiticas.

5.1 Selec¢éo das referéncias

Selecionamos e analisamos, no Banco de Teses da Coordenacdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior (CAPES), a producao cientifica que tem por tematica 0s processos
de ensino e de aprendizagem da Integral Definida. Também realizamos buscas em outras bases
de dados de trabalhos cientificos, como Google Académico, sites dos programas de pos-
graduacdo em Educacdo Matematica e artigos em periodicos de Educacdo Matematica.

Verificamos que a literatura, no contexto da Educacdo Matematica, que aborda os
processos de ensino e de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral é ampla, o que é
justificado por Dreyfus e Eisenberg (1990), ja na década de 1990, quando afirmam que essa
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variedade se deve ndo so ao fato de o Calculo ser o ramo da Matematica Avangada ao qual é
dedicado o maior tempo em estudos técnico-cientificos mas também ao numero de problemas
ndo triviais que, normalmente, surgem em seu processo de aprendizagem.

Primeiramente, selecionamos pesquisas, em nivel de doutorado, no periodo de 2014 a
2018, usando a expressdo “Ensino de Calculo Integral”. O filtro foi realizado também pela
grande area de conhecimento “Multidisciplinar”, seguido da area de conhecimento “Ensino de
Ciéncias e Matematica”. Obtivemos, no Banco de Teses da CAPES, 839 registros. Desses,
selecionamos 176 (cento e setenta e seis) trabalhos pelo titulo — fizemos a leitura dos titulos
desses trabalhos e descartamos aqueles que n&o tinham relagdo com a pesquisa, pois mesmo
refinando essa busca no Banco de Teses, foram apresentados trabalhos que néo tratavam do
Célculo Integral.

Em seguida, fizemos a leitura dos resumos desses 176 trabalhos e entdo selecionamos
as investigacGes com algum direcionamento, de acordo com seu titulo e com o seu resumo, para
0 ensino e a aprendizagem da Integral Definida. Ampliamos a busca, utilizando outras bases de
dados, como o Google Académico, estendendo o recorte temporal, usando basicamente 0s
mesmaos critérios para refinamento da pesquisa. Assim, foram selecionadas quinze pesquisas,

conforme Quadro 6.

Quadro 6 — Lista de trabalhos utilizados na revisdo bibliogréafica

Ano Autor Titulo Tipo
2006 GONZALEZ- La generalizacion de la integral definida desde las Tese
MARTIN, perspectivas numérica, gréafica y simbdlica utilizando

Alejandro Santiago | entornos informaticos. Problemas de ensefianza y de
aprendizaje.

2010 | RIBEIRO, Marcos O ensino do conceito de Integral, em Sala de Aula, Dissertacao
Vinicius com Recursos da Histdria da Matemaética e da
resolucdo de problemas
2011 | ANDERSEN, Erika As ideias centrais do Teorema Fundamental do Dissertacao
Calculo mobilizadas por alunos de licenciatura em
Matemaética
2012 | CRISOSTOMO, Idoneidad de procesos de estudio del Calculo Integral Tese
Edson em la Formacion de Professores de Matematicas: uma

aproximacion desde la investigacién em Didactica del
Célculo y el Conocimiento Professional.

2013 CARGNIN, Ensino e aprendizagem da integral de Riemann de Tese

Claudete funcdes de uma variavel real: possibilidades de

articulacéo da utilizagéo de Mapas Conceituais com a
Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas

2014 VOGADO, O ensino e a aprendizagem das ideias preliminares Tese
Gilberto Emanoel envolvidas no conceito de Integral por meio da
Reis resolucgdo de problemas
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2014 | APOLINAR, Efrain | Significados institucionales y personales del concepto Tese
Soto de Integral Definida de funciones de una variable en
una institucion educativa de Nivel Superior
2015 REIS, Thiago Integral Definida: conteudos de ensino e estratégias de | Dissertacdo
Linhares Brant aprendizagem
2015 | BRANDAO, Ana Integral Definida: um signo a compreender Dissertacao
Karine Dias Caires
2016 | OLIVEIRA, Joao A utilizacdo de softwares dindmicos no ensino de Dissertacao
Lucas de Anélise Real: um estudo sobre a construcdo do
conceito de Integral de Riemann
2016 | ROCHA, Ird Assis. Evolucdo do conceito de Funcdo Integravel Tese
2017 | ALMEIDA, Marcio Material para o ensino do Célculo Diferencial e Tese
Vieira de Integral: referéncias de Tall, Gueudet e Trouche
2018 | MIRANDA, Gina Esculturas matematicas: atividades para o estudo da Tese
Magal Horvat Integral Dupla
2018 | COMETTI, Mércio | Discutindo o ensino de Integrais Mdltiplas no Calculo | Dissertacao
Antonio de Vérias Variaveis: contribuicdes do GeoGebra 3D
para a aprendizagem.
2018 MENONCINI, O Jogo das Operagdes Semidticas na aprendizagem da Tese
Lucia Integral Definida no célculo de area

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

A vista disso, passamos & descricdo de aspectos alusivos as questdes de pesquisa, aos
objetivos, aos referenciais tedricos, as metodologias, aos resultados e as consideracdes
produzidas por esses pesquisadores, fundamentados nos resultados obtidos, observando as
perspectivas e contribuicdes para este trabalho.

Esses estudos identificam e analisam acdes dos estudantes e as dificuldades de
aprendizagens apresentadas, por meio de sequéncias ou engenharias didaticas desenvolvidas;
investigam processos pelos quais os estudantes aprendem conceitos particulares; sugerem
metodologias a serem usadas em sala de aula, buscando apresentar inovacGes didaticas, como
0 uso de tecnologias digitais, na aprendizagem dos estudantes e, ainda, investigam a atuacao
dos professores nos processos de ensino e de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral.

Consideramos, nesse Estudo Preliminar, as facetas abordadas no EOS (epistémica,
cognitiva, afetiva, interacional, mediacional e ecoldgica). Para otimizar a categorizacdo dos
trabalhos, fizemos uma opc¢éo de juncao entre as facetas, definindo, dessa forma, trés categorias:
epistémica-ecologica, cognitiva-afetiva e instrucional. Salientamos que tal categorizacdo tem
caréater didatico e organizacional, conforme os pressupostos da estrutura tedrica desta pesquisa.

A categoria instrucional engloba as caracteristicas da mediacional (apresenta relacéo
com 0s recursos instrucionais). As trés categorias apresentam caracteristicas da faceta
interacional (apresenta relacéo entre estudante e professor, e entre os estudantes). Ressaltamos

que uma determinada analise pode ter relagdo com mais de uma categoria, como, por exemplo,


https://www.sinonimos.com.br/a-vista-disso/
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pode estar vinculada a faceta cognitiva, mas que envolve a faceta instrucional.
Discorremos, nas sec¢des seguintes, acerca da pesquisa selecionada, organizada por meio

das trés categorias definidas.

5.2 Categoria Epistémica-ecoldgica

Por meio desta categoria, refletimos acerca de estudos e investigacfes que consideram
0 conhecimento didatico-matematico, relacionados aos conceitos da Integral Definida, de
acordo com os significados institucionais no curriculo da Licenciatura em Matematica,
evidenciando os conhecimentos e competéncias a serem desenvolvidos na formacdo inicial
docente.

Incluimos nessa categoria os trabalhos de Rocha (2016), Ribeiro (2010), Crisostomo
(2012) e Apolinar (2014) que abordam contextos referentes a tarefas, agoes, linguagens, regras
(definicbes, propriedades, procedimentos) ou argumentos, que podem estar sob a
responsabilidade do professor, dos estudantes ou distribuidas entre eles.

Rocha (2016) traz, em sua investigacdo, uma abordagem acerca da evolucdo do conceito
de integral e de fungdo integravel com a seguinte hipotese geral: “0 progresso das Ciéncias e da
Matematica foi concebido, até certo grau, como um processo de desenvolvimento de seus
objetos e de sua particular nogdo de realidade” (p. 16). Para tanto, apontou trés referéncias:
historica, filosofica e matematica.

A abordagem histdrica e matematica da investigacdo de Rocha (2016) trata da evolugéo
do conceito de funcéo, de continuidade e de integrabilidade, com destaque para o fato de que o
conceito de funcdo continua possibilitou a evolucdo do calculo de medidas de areas de figuras
planas, usando o conceito de Integral. O referencial tedrico da Filosofia foi apoiado na
Semidtica de Charles Peirce?* e no Principio da Complementaridade aplicado & Educagéo
Matematica, proposto por Michael Otte??. E ressaltado que a Semidtica trouxe avangos ao
associar as representacdes geometricas e algebricas.

Como retratado por esse pesquisador, a integracdo se origina na Grécia Antiga, com a
quadratura de superficies planas, no século XVII, com o método dos indivisiveis criado por

Cavalieri, e chega aos tempos de Newton e Leibniz. Para ele, “enquanto Cauchy e Riemann se

2L SANTAELLA, L. A teoria geral dos signos: semiose e autogeracdo. S&o Paulo: Atica, 1995.

22 OTTE, M. O Formal, o Social e o Subjetivo: uma introducéo a Filosofia e a Didatica da Matematica. S&o Paulo:
Editora da Unesp. 1993.

OTTE, M. A Realidade das Ideias: uma perspectiva epistemoldgica para a Educagdo Matematica. Cuiaba:
EDUFMT. 2012.
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apoiam na Geometria para desenvolverem o conceito de Integral e Integrabilidade, Newton e
Leibniz atacam o problema, via abordagem algébrica, por meio das antiderivadas” (ROCHA,
2016, p. 44). Nesse ponto, é ressaltada a integracdo existente na Matematica entre a Geometria
e a Algebra na resolucéo do problema por Eudoxo, quando obteve as quadraturas de figuras
geomeétricas que ndo eram poligonos, cujas bordas eram curvilineas (método da exaustao).

A evolucdo conceitual de funcdo integravel é descrita por Rocha (2016), iniciando-se
em Cauchy, passando por Riemann e terminando em Lebesgue, sendo que “a Integral Definida
de Cauchy, constituiu-se num método inovador e analitico para operar com a Integral Definida,
de funges continuas e seccionalmente continua, no intervalo fechado [a, b]” (ROCHA, 2016,
p. 82).

Na sequéncia, esse pesquisador detalhou a Integral de Riemann, enfatizando que a
técnica usada ampliou o proposto por Cauchy, uma vez que contempla uma classe maior de
funcBes que sdo integraveis, com um grau de descontinuidade em seu dominio. Assim, destaca
que “a integracdo, segundo Cauchy se apoia na nocdo de antiderivada e tem um propoésito
algébrico, enquanto a integracdo, segundo Riemann, baseia-se em aspectos geométricos da
integracao” (ROCHA, 2016, p. 82).

A Integral de Lebesgue, como mencionado por Rocha (2016), amplia os conceitos de
Riemann, quando incorpora limites de sequéncias de funcgdes integraveis, no contexto da
medida de conjuntos e das fun¢des mensuraveis. Esse pesquisador destaca caracteristicas entre
as integrais de Riemann e de Lebesgue, evidenciando que essas sdo coincidentes quando as
funcBes sdo integraveis, no sentido de Riemann, e que a Integral de Lebesgue utiliza-se de

métodos diferenciados para o desenvolvimento desse conceito, conforme descrito:

Percebe-se entdo que Lebesgue pretendia generalizar a integral de Riemann pelo
conceito de fungdes simples, e com isto criou também uma teoria axiomatica para o
operador integral, que se baseia a Teoria de medida e Integracdo que se pratica em
cursos de Matematica Pura (ROCHA, 2016, p. 105).

A hipotese inicial de que o progresso das Ciéncias e da Matematica foi concebido, até
certo ponto, como um processo de desenvolvimento de seus objetos e de sua particular nogéo
de realidade foi confirmada por Rocha (2016) ao final de sua investigagéo, ratificando que os
conceitos de Calculo Diferencial e Integral foram sendo construidos ao longo da historia. Nesse
caminho, foi possivel chegar a definicdo, conceitos e propriedades da Integral Definida que
hoje fazem parte dos curriculos de cursos das Ciéncias Exatas.

Didaticamente, baseando nesses pressupostos histdricos conceituais, a origem
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epistemoldgica do conceito da Integral tem um potencial para a aprendizagem dos estudantes.
Almouloud (2007) enfatiza que, analisando epistemologicamente o desenvolvimento histérico
do conceito, é possivel fazer a identificacdo de concepcBes sobre um objeto, assim como
realizar agrupamentos em classes pertinentes para uma analise didatica.

Ribeiro (2010) traz uma proposta de ensino que aborda essa perspectiva. Em sua
pesquisa, investigou a possibilidade de se construir um projeto de ensino destinado a trabalhar
conceitos referentes as Integrais com estudantes de um curso de Engenharia, num ambiente de
resolucdo de problemas, fazendo uso de uma nova metodologia, com recursos da Historia da
Matematica e com os estudantes, em grupos, num trabalho cooperativo e colaborativo, sendo
construtores de um conhecimento autogerado.

A resolucdo de problemas de Romberg foi a metodologia de pesquisa destacada nesse
trabalho, em que foi selecionada uma lista com 30 trinta problemas como geradores do conceito
de Integral. Esses problemas foram obtidos por meio de um levantamento bibliogréafico de
problemas sobre fatos histdricos relativos a constru¢do do avanco da Matematica quanto a
Integral — medida da area do circulo, quadrar a area do circulo, lema de Eudoxo ou de
Arquimedes, Método da Exaustdo, problema de Eudoxo, entre outros temas.

Foram desenvolvidas por Ribeiro (2010) nove atividades, com o objetivo de alcancgar 0s
conceitos de Integral Simples e Integral Dupla em coordenadas retangulares. Atentamos, neste
Estudo Preliminar, para a anélise de algumas dessas atividades realizadas em forma de

perguntas:

Como se define uma integral?

Como podemos definir a area de uma regido por meio de uma integral simples?

Qual é a expressdo que envolve a integral analiticamente? (...)

Qual a diferenca entre uma integral definida e uma integral indefinida? (...)

O que significa para vocé a palavra Integrar?

O que significa para vocé a palavra Integracdo?

O que significa para vocé a palavra Integral?

O que representa a expressao dx no calculo de uma Integral? (RIBEIRO, 2010, p. 187)

Destacamos alguns resultados relatados na investigacéo de Ribeiro (2010):

a) a importancia do uso da Historia da Matematica, que oportuniza aos estudantes
vislumbrar como o conhecimento € produzido historicamente e como se da a evolugéo
dos conceitos, que, do ponto de vista docente, traz seguranca para o trabalho do
professor que vé relevancia nesse saber, com o propoésito de diversificar sua pratica com
proposicGes de aplicages que consideram o contexto historico;

b) aresolucdo de problemas mostrou-se um caminho eficiente para o trabalho em sala de
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aula, conferindo aos estudantes prazer na busca por respostas, promovendo aumento da

autoestima;

c) ametodologia favoreceu a aprendizagem com compreenséo e significado, fazendo com
que a sala de aula se apresentasse como um local de trabalho colaborativo e dinamico,

em que houve socializacdo de conhecimentos e espirito de investigacdo, podendo o

estudante vivenciar o que é fazer ciéncia.

O relato da transformacdo do professor em pesquisador avultou-se quando o autor
destaca que, no transcorrer do desenvolvimento de sua pesquisa, aconteceu uma mudanca em
sua praxis.

Crisostomo (2012) traz em seu trabalho ferramentas do EOS aliadas aos processos
cognitivos do Pensamento Matematico Avancado, utilizadas numa reflexd@o acerca da evolucgéo
do conceito de Integral e suas implicacdes para 0s processos de ensino e de aprendizagem do
Célculo, articulando os resultados de sua investigagdo em Didatica do Célculo com os
conhecimentos de especialistas profissionais, na formacdo de professores de Matemaética do
Ensino Secundario, atual Ensino Médio.

Em sua pesquisa, esse autor traz contribuicbes para formacdo de professores,
considerando as facetas epistémicas, ecoldgicas, cognitivas, afetivas e instrutivas dos processos
de estudo do Célculo, amparado, teoricamente, pelo EOS (GODINO; BATANERO; FONT,
2008), apresentando informacgdes acerca do conhecimento sobre como elaborar projetos
instrucionais de qualidade para a formacdo de professores de Matematica sobre o tema Integral,
em uma estrutura socioprofissional do curso de Matematica no Brasil.

A pesquisa de Crisostomo (2012) assume trés abordagens:

a) pesquisa sobre o Pensamento Matematico Avangado, em particular sobre os processos
de ensino e aprendizagem da Integral;

b) estudo historico-epistemoldgico orientado para a compreensado dos significados parciais
da Integral;

c) analise dos livros didaticos utilizados no contexto do curso de Matematica no Brasil.
Dessas trés abordagens, destacamos a segunda como interesse para esta investigacéo,
uma vez que nos auxiliou no desenvolvimento dos significados de referéncia das
Integrais Definidas — sistemas de praticas dos especialistas que determinam qual é o
objeto em evidéncia para as instituicdes matematicas e didaticas.

Na abordagem relativa aos aspectos historico-epistemolégicos da Integral, esse
pesquisador teve como objetivo conhecer a origem da no¢do matematica da Integral, seu

desenvolvimento histérico e suas implicacdes no processo de estudo do Calculo. Também,
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nessa abordagem, realizou a sistematizacao dos significados de referéncia da Integral com base
nas ferramentas tedricas desenvolvidas na Abordagem Ontossemiotica.

Crisostomo (2012) alerta que os significados parciais da Integral foram poderosos e
progressivamente gerados a medida que os tipos de problemas foram abordados, constituindo
significados mais consistentes. Assim, na reconstrugéo do significado global do objeto — que
corresponde a todo o sistema de préticas pessoais que o estudante pode, potencialmente,
manifestar — € importante identificar as mudancas que sdo acrescentadas em cada categoria de
objetos emergentes e que permitirdo caracterizar os obstaculos, rupturas e progressos na
evolugéo das configuracgdes epistémicas.

Esse pesquisador, nessa abordagem, sintetizou oito tipos diferentes de configuracdes
epistémicas da Integral (intuitiva, primitiva, geométrica, somatoria, aproximada,
extramatematica, acumulada e tecnologica) com destaque para o uso das tecnologias na
resolucéo de problemas matematicos por meio da Integral. Parte dessas configuracfes foram
utilizadas no planejamento da proposta didatica e estdo detalhadas na estrutura metodolégica
da pesquisa desta tese.

Apresentamos algumas concluses da pesquisa de Crisostomo (2012) que abordam
aspectos acerca da aprendizagem das no¢des do Célculo: a complexidade das nog¢bes do Calculo
e a linguagem utilizada se relacionam com as dificuldades de aprendizagem dos estudantes, que
devem ser motivados para o estudo, com a finalidade de desenvolverem atitudes que geram
reflexdes, flexiveis, autbnomas, potencializadas por estratégias didaticas que lhes atribuam
maiores responsabilidades; problemas do cotidiano devem ser mobilizados no processo de
ensino que tem a necessidade de mais tempo para aprofundamento dos conceitos e propriedades
do Calculo; a transicdo entre as representacfes, a articulacdo entre teoria e pratica, o uso de
recursos tecnoldgicos sdo considerados aspectos importantes no desenvolvimento do processo
de estudo da Integral; e é preciso conhecer os estilos de aprendizagem dos estudantes.

Por conta da natureza multifacetada dos significados da Integral Definida, evidenciamos
outros estudos que discutem as relagdes, limitacGes e avancos da constituicdo epistemoldgica
do conhecimento acerca desse topico matematico.

Apolinar (2014) também utiliza o EOS para o desenvolvimento de um trabalho
qualitativo, no qual propés o uso de uma plataforma on-line para a disponibilizacdo de materiais
e tarefas extracurriculares, utilizadas no desenvolvimento de um processo instrucional que trata
dos significados institucionais e pessoais do conceito de Integral Definida, de func¢des de uma
variavel, com estudantes de cursos de Engenharia.

Para esse pesquisador, ha necessidade de uma abordagem que permita aos estudantes,
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que serdo utilizadores de Calculo em sua formacéo, construir o conceito de Integral de funcGes
de uma variavel com base em contextos e de acordo com 0s seus interesses. Essa caracteristica
foi observada na proposta de utilizacdo de estratégias diferenciadas no ensino do Calculo
contemplada em seu trabalho, em que foram consideradas as dimensfes epistemoldgica,
psicopedagdgica e social do curriculo, no levantamento de conteddos do curso de Calculo,
apontados como necessarios para o estudante utilizar como ferramenta para resolver problemas
de interesse em Engenharia.

Assim, esse pesquisador desenvolveu uma investigacdo aprofundada nas facetas:
epistémica, referente a abordagem ao conceito de Integral, proposto em Salinas et al. (2012);
cognitiva, referente a compreensdo que os estudantes tém do conceito; e interativa, referente a
implementacao, na sala de aula, da abordagem ao conceito de Integral Definida.

Apolinar (2014) se propds a responder as seguintes questfes: Qual é o significado
institucional de referéncia do conceito de Integral de fun¢Ges de uma variavel, proposto em
Salinas et al. (2012)? Qual é o significado institucional deste conceito matematico? Qual € o
significado pessoal que os alunos conseguem construir? Quais sdo os conflitos semidticos
encontrados? E como podem ser ultrapassados?

Em resposta a essas perguntas, esse pesquisador caracterizou: os significados
institucionais de referéncia e implementados da Integral Definida, promovido pelo professor
durante o ensino do conceito matematico; os significados pessoais alcangados pelos estudantes
em relacdo ao conceito de Integral Definida, revelando as dificuldades na construcdo desse
conceito pela identificacdo de conflitos semidticos, apoOs relacionar, dialogicamente, 0s
significados pessoais com os institucionais de referéncia e de implementacéo.

Como resultados de sua investigacdo, Apolinar (2014) recomendou inserir,
precocemente no processo educativo, a discussdo de situagOes-problema em que se possa
verificar o procedimento para determinar a maneira de particionar adequadamente o todo — esse
pesquisador aborda aproximacdes que sdo melhoradas, uma de cada vez, depois séo utilizadas
as quantidades infinitesimais e, com isso, obtém-se o valor exato, a ser calculado, da medida da
grandeza — isso provoca a emergéncia do conceito de Integral Definida, como a adi¢do de
guantidades infinitamente pequenas.

Assim, é enfatizada a variacdo na forma como um todo pode ser dividido para a
quantificacdo da medida da grandeza relacionada, ressaltado que a diferenca entre uma
guantidade real e uma quantidade infinitesimal deve ser explicada durante o ensino e que, ao
considerar uma quantidade maior de casos e em diferentes contextos, espera-se tirar o elemento

diferencial de modo diferente, fazendo com que mais estudantes possam ter sucesso na
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realizacdo desta etapa. Apolinar (2014) argumenta que os conceitos de infinito e quantidade

infinitamente pequena séo abstratos e, portanto, é conveniente desenvolver um estudo que possa

enfocar os fenémenos que ocorreram durante o uso desses conceitos no estabelecimento de uma

Integral Definida.

Para esse pesquisador, é relevante a concepcdo de estratégias que potencializem o

desenvolvimento de competéncias dos estudantes na representacdo e visualizacdo de objetos

geométricos em trés dimensdes, na expectativa de que isso resulte na aprendizagem e

compreensdo do conteudo, tanto nos cursos de Matematica como em cursos de Engenharia.

Destacamos algumas observac6es de Apolinar (2014) que, segundo ele, podem auxiliar

na compreensado da Integral Definida:

a)

b)

d)

f)

a abordagem baseada em conceitos como infinito e infinitesimais pode ser vista pelos
estudantes como muito abstrata;

a forma de particionar o todo é importante e dificil no estabelecimento do Integrante —
IS0 pode ser amenizado com foco ao processo denominado “pegar o elemento
diferencial” e discussdo de problemas envolvendo distintas formas de dividir o todo;

0 contexto do problema pode fazer com que os estudantes nao consigam calcular a
medida de uma grandeza — é conveniente selecionar os problemas de tal maneira que a
relagdo entre as quantidades envolvidas deva ser explicada para o clculo da medida da
grandeza em estudo, de uma parte genérica, infinitamente pequena, que permita o
estabelecimento da Integral Definida;

0 uso de solidos tridimensionais pode ser de dificil compreenséo para alguns estudantes,
0 que interfere na compreensédo do problema que deve ser resolvido;

ha uma relagéo entre os conceitos matematicos basicos para entendimento conceitual da
Integral Definida, sendo necessaria uma avaliagdo diagndstica que assegure um nivel
aceitavel de compreensao deles;

a forma como a aprendizagem € avaliada tem uma forte tendéncia tradicional — a
avaliagdo analitica pode permitir aos estudantes identificar o procedimento utilizado
para o estabelecimento de uma Integral Definida, com o propdsito de fazer com que esse
compreenda os conceitos relacionados.

Nosso proposito nesta secdo foi de apresentar estudos e pesquisas selecionadas que

trazem fundamentos acerca da evolugdo da compreensdo do conceito da Integral Definida, em

uma abordagem epistémica-ecoldgica, para que possamos refletir acerca do aperfeicoamento

de préticas integradas aos processos de ensino desse tema matematico.
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5.3 Categoria Cognitiva-afetiva

Procuramos apontar, na categoria que aborda as facetas cognitiva-afetiva, elementos que
caracterizam as possibilidades e dificuldades relacionadas aos processos de ensino e de
aprendizagem da Integral Definida, visando compreender como se desenvolvem os significados
pessoais alcancados pelos estudantes, o grau de interesse, raciocinio ou motivacdo nos
processos instrucionais, envolvendo estados afetivos — atitudes, emocdes, crencas, valores,
dentre outros — e o grau de dificuldade na aproximacao dos significados pretendidos, em relacédo
aos significados institucionais, propostos em investigacdes que abordam esse contetdo.

Alguns processos cognitivos sdo elencados na abordagem do EOS, como generalizacéo,
particularizacdo, institucionalizacdo, personalizacdo, representacdo, significacéo, entre outros,
que estdo relacionados a realizacdo das praticas matematicas, em que se avaliam acdes e atitudes
individuais e coletivas.

Incluimos na categoria cognitiva-afetiva deste Estudo Preliminar as observacdes das
investigacOes de Andersen (2011), Gonzalez-Martin (2006), Vogado (2014) e Brandéo (2015),
gue nos auxiliaram na compreensdo de que, no processo de ensino da Integral Definida, €
esperado que os estudantes desenvolvam processos cognitivos que corroborem com a
compreensdo dos objetos que compdem a definigdo dos conceitos: infinitesimais, convergéncia,
somatdrio, limites, dentre outros. Todavia, esse processo ndo € instantaneo e passa por varias
etapas, por isso a preocupacdo no ensino estruturado desse conteudo.

A pesquisa de Andersen (2011), por exemplo, trata das ideias centrais do Teorema
Fundamental do Calculo (TFC) mobilizadas por estudantes de Licenciatura em Matemaética e

teve como objetivo investigar quais processos mentais podem intervir e serem combinados, por
. .. ~ b
estudantes, no desenvolvimento de atividades envolvendo a expressdo F(x) = fa f(t)dt,

verificando se essas atividades podem favorecer a compreensédo dos conceitos relativos ao TFC.
Os aspectos relacionados as limitagcdes nos processos de ensino e de aprendizagem dos
estudantes em relacdo ao TFC foram abordados por essa pesquisadora, ancorados no
Pensamento Matematico Avancado (PMA), com estudos de Dreyfus (1991), tendo destaque
para a falta de abordagem gréafica para o TFC durante as aulas e a consequente dificuldade dos
estudantes em interpretar, geometricamente, esse teorema; desconhecimento dos estudantes
sobre a relagéo entre 0 TFC e os conceitos de derivada e integral, entre outros aspectos.
Andersen (2011) utilizou algumas fases da Engenharia Didatica em sua metodologia,

em que foram elaboradas, aplicadas e analisadas atividades com o suporte tecnoldgico do
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software Winplot. Tais atividades, segundo essa pesquisadora, oportunizaram os estudantes a
mobilizarem os processos do PMA.

Visando a compreensdo do conceito de Integral, para o calculo de medida de area de
figuras, cujas formulas da Geometria Elementar ndo eram suficientes, foi introduzido, nesta
investigacao, o célculo de medida da area pela adicdo das medidas de &reas infinitesimais de
retdngulos (uma Soma de Riemann). Também foram abordadas atividades que motivaram o
reconhecimento da relacdo entre Derivada e Integral, além da formalizacdo do conceito de
Integral Definida, entre outras.

Essa pesquisadora percebeu que os estudantes mobilizaram, na resolucédo das atividades,
de maneira mais ou menos evidente, processos do PMA: visualizacao, representacdo e mudanca
entre diferentes representacdes, definicdo, sintese, generalizacao e validagéo, o que possibilitou
a muitos participantes conjecturar que a derivacao e a integracdo sdo operacdes inversas uma
da outra. Foi destacado que o uso do software Winplot trouxe motivacao aos estudantes para a
realizacdo das tarefas.

Algumas dificuldades foram evidenciadas, como dificuldades na associacdo do
significado da funcdo com sua representacdo grafica; processo de visualizacdo inexistente ou
dificultoso; dificuldades na conversao das representacdes de objetos entre os registros graficos
e algébricos; dificuldades na discriminacdo da funcdo primitiva e sua derivada, sendo essa
dificuldade de natureza intrinseca aos conceitos envolvidos e que ndo seriam superadas apenas
com as atividades realizadas. Os resultados indicam a contribuicdo desse tipo de atividade na
apropriacdo das interrelacGes entre conceitos envolvidos no TFC.

Gonzélez-Martin (2006) aborda em sua investigacdo as dimensGes epistemoldgica,
didatica e cognitiva das Integrais Improprias e as possiveis formas de melhoria da aprendizagem
dos estudantes, indicando-nos caminhos para este estudo com as Integrais Definidas.

Na dimenséo epistemoldgica desta pesquisa é destacada a evolugéo da representacédo da
Integral nos diferentes registros: longo dominio do registro algebrico, na perspectiva do ensino;
mudangas epistemoldgicas da Integral (discreto versus continuo, infinito versus finito); reducéo
ao registro algébrico.

Concernente a dimensao didatica, esse pesquisador destaca algumas praticas de ensino:
utilizacdo de algoritmos no ensino das Integrais Improprias; evidéncia do registro de
representacdo gréafica; insuficiéncia de carga horaria no curso; existéncia de mitos na cultura
Matematica Universitaria.

Quanto a dimens&o cognitiva, sdo apresentados fatores que dificultam a aprendizagem

significativa dos conceitos relativos a Integral Impropria, como dificuldades na mobilizacdo
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das representacdes em diferentes registros e nos conhecimentos que fazem relagéo da Integral
Impropria com outros temas (conteidos).

Gonzalez-Martin (2006) traz uma proposta de ensino que abrange os sistemas de
representacdo grafica e algébrica, complementada por sessdes em ambiente computacional
(software Maple V); identifica obstaculos, dificuldades e erros; estuda em que medida as
modifica¢Ges no contrato didatico mudam a atitude dos estudantes na aprendizagem de Integrais
Improprias; analisa 0 uso de exemplos, contraexemplos, registro de representacdo gréfica;
analisa a adaptacdo e viabilidade das condi¢des ecoldgicas para a socializacdo da génese
instrumental e da generalizacdo de obstaculos em ambientes de calculadoras gréficas, em um
contexto de aprendizagem com computadores.

A Teoria das Situacdes Didaticas (TSD), como também os Registros de Representacéo
Semiotica sdo 0s embasamentos tedricos dessa pesquisa, cuja metodologia utilizada foi a
Engenharia Didética.

A generalizacdo de um conceito foi considerada por Gonzéalez-Martin (2006) como o
problema geral de sua engenharia didatica e, assim, um de seus objetivos se referiu a construcéo
de um cenario de ensino em que os estudantes tivessem uma responsabilidade real de construir
essa generalizacgéo, articulando diferentes representacdes. A resolucdo de problemas se destaca,
e o papel dos erros é refletido na teoria das representacdes.

Como resultados da pesquisa de Gonzalez-Martin (2006), destacamos: 0s estudantes
preferem declaracGes no registro algebrico e realizacdo de calculos algébricos em detrimento
de interpretacdo dos resultados; questfes de raciocinio e pedidos de interpretacdo dos resultados
ndo foram abordados satisfatoriamente; e dificuldade no entendimento do significado da
Integral.

Gonzalez-Martin (2006) tece algumas conclusdes e aconselhamentos: manifesta énfase
no entendimento dos conceitos; considera possivel exercitar 0 pensamento matematico
complexo com o uso de pelo menos duas representacOes; o uso ativo de exemplos e
contraexemplos enriquece as experiéncias dos estudantes; possibilidade de trabalhar com a
Matematica pela observacdo, experimentacdo e descoberta; e o uso responsavel de
computadores pode contribuir para melhorar a aprendizagem.

Também percebendo as dificuldades trazidas pelos estudantes da graduacdo no
entendimento de conceitos relacionados a disciplina Céalculo Diferencial e Integral, e na
resolucdo de problemas de areas como Fisica, Biologia, entre outras, VVogado (2014) elenca
alguns questionamentos em sua investigacdo: As a¢cdes metodoldgicas sdo inapropriadas para o

processo de ensino de Integral? Os estudantes ndo alcancam os niveis de rigor e intuicao
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necessarios para a aprendizagem do Célculo? A auséncia de conhecimentos basicos e essenciais
para a aprendizagem de Integral impedem os estudantes de aprender?

Partindo dessas reflexdes, esse pesquisador utilizou a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica por meio da resolucdo de problemas de Onuchic e
Allevato (2004), para tentar fazer de um problema um ponto de partida para a aprendizagem
dos conceitos introdutdrios da Integral. Assim, indicou a hipéGtese de que a introducdo ao
conceito de Integral, por meio da resolucédo de problemas, poderia apresentar aos estudantes
gue ndo haviam estudado o conceito de Integral aspectos sobre nocdes desse conceito,
moldando sua questdo de investigacdo: Como se da o processo de introducdo ao conceito de
Integral para estudantes de Licenciatura em Matematica, utilizando-se a metodologia da
resolucdo de problemas, na perspectiva dos aspectos basicos presentes na atividade
matematica, segundo Fischbein? (VOGADO, 2014, p. 42).

Foram identificadas, nesse trabalho, estratégias aplicadas por estudantes em atividades
matematicas que ativam aspectos relacionados a intuicao, o algoritmo e o formal, na perspectiva
de Fischbein (1993).

Vogado (2014) ressalta que a compreensdo de axiomas, teoremas, provas e definicdes,
como sao apresentados nos livros didaticos, ndo é suficiente para aplicar esses conhecimentos
a resolucdo de um problema matematico ou a uma situacdo ndo usual, pois sd0 necessarios
outros aspectos para que 0 processo cognitivo da Matematica seja entendido pelo individuo e
possa ser usado em diferentes situacoes.

O aspecto algoritmico recebe destaque, considerando o quanto esse esta ligado as
técnicas de resolucdo e estratégias do tipo padrdo. O aspecto intuitivo é caracterizado por uma
cognicdo intuitiva, por ser auto evidente — intuicdes sdo aceitas, sem que o individuo manifeste
a necessidade de uma verificacdo ou prova a posteriori. Nesse contexto, a intuicdo também
pode evocar dificuldades na aprendizagem, uma vez que fazer uma interpretacdo intuitiva pode
anular a realizacdo de um processo formal ou de pressupostos de resolucdo algoritmica,
distorcendo ou bloqueando a reacdo matematica correta.

Assim, esse autor investiga a possibilidade de os estudantes interrelacionarem 0s
aspectos formais, algoritmicos e intuitivos na apropriacdo do conceito de Integral e destaca a
importancia do trabalho do professor com os teoremas e defini¢cdes (aspecto formal), como
também com os aspectos algoritmicos e os intuitivos.

Vogado (2014) apresenta uma sequéncia de ensino com vistas a possibilitar aos
estudantes a experimentacdo, observagdo, anélise e compreensdo do conceito de Integral. Um

dos objetivos contemplados foi o de formalizar a defini¢do de Integral, como limite da adicéo
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das medidas das areas de n retdngulos, quando n tende ao infinito; e avaliar uma Integral apos
a institucionalizacdo de uma Soma de Riemann, aplicando os conceitos mobilizados em
algumas &reas de conhecimentos, como Fisica e Biologia.

Nas conclusdes, esse pesquisador destaca: a contar do desenvolvimento das atividades,
os aspectos de Fischbein (1993) foram observados (o algoritmico, frequentemente; e com
menor incidéncia, o intuitivo); a maioria dos estudantes superou obstaculos na aprendizagem
das ideias preliminares do conceito de Integral por meio da resolugéo de problemas; o uso do
software GeoGebra foi importante na resolucdo de atividades; foram apresentadas dificuldades
no registro dos argumentos utilizando a linguagem matematica. Assim, esse pesquisador
afirma: “saber a defini¢do de um conteido matematico, ndo é suficiente para resolver,
espontaneamente a questéo, pois, ndo foi desenvolvida no sujeito uma habilidade para resolver
0 problema” (VOGADO, 2014, p. 140).

Vogado (2014) declara que, para o estudante alcancar processos cognitivos elaborados,
como generalizacdo e abstracdo, esse deve iniciar gradualmente sua compreensao, partindo de
conceitos iniciais que o levem ao conhecimento da definicdo. No caso das Integrais Definidas,
uma construcdo do conceito poderia ser iniciada pelas Somas de Riemann, por exemplo, para,
assim, desencadear a definicdo formal com todos os seus elementos. Do mesmo modo,
apontamos para as relagdes que podem existir entre as representacdes graficas das Integrais,
propriedades e aplicacdes e, ainda, a relagdo entre o Calculo Diferencial e Integral estabelecida
pelo TFC, além de outros.

Branddo (2015) trouxe como tema de investigacdo as contribuicdes do uso das
linguagens para a aprendizagem do conceito de Integral Definida na perspectiva semiética. A
metodologia usada se constituiu no desenvolvimento, aplicacdo e analise de uma sequéncia de
ensino que aborda conceitos da Integral Definida: introducdo ao conceito de Soma de Riemann,
intuitivamente; demonstracdo e aplicacdo do Teorema Fundamental do Célculo (TFC); e
aplicacdo de situagOes-problema envolvendo o TFC.

A representacdo é tomada, nesse trabalho, sob dois pontos de vista filosoficos: o da
subjetividade e o da objetividade. Em relacdo a subjetividade, a representacdo é um processo
cognitivo, que se relaciona com a percepcao pela imaginagao ou pelo julgamento. Sob o ponto
de vista da objetividade, a representacao esta relacionada a capacidade mental de tornar presente
um objeto do pensamento por intermédio de simbolos (BRANDAO, 2015).

Na pesquisa em tela, a relacdo existente entre signo, objeto e significado pode acontecer
de modo geral, ou partindo de premissas que 0 sujeito utiliza para contestar ou afirmar a
veracidade da conclusdo. Nessa perspectiva, a pesquisadora evoca que 0 primeiro passo para as



110

conclus@es é a observacdo de um fendmeno, sendo que, ao obter conclus@es, desenvolvemos
habitos vindos das experiéncias vividas que tomam sentido e significado. Ainda é destacado
que a interacdo entre os estudantes no desenvolvimento de atividades pode fazer com que esses
aprimorem seus conhecimentos, a fim de que novos significados possam ser construidos. E
ressaltado que sentido ¢ toda forma de percepcao das sensagdes e “decorre do uso que fazemos
dos repertdrios interpretativos (termos, lugares-comuns, figuras de linguagem) de que
dispomos” (SPINK; MEDRADO, 1999, p. 47).

Dessa forma, essa autora afirma que a representacdo, a significacdo e o sentido séo
importantes na interpretacdo de um signo, e que o modo como nos, professores, relacionamos
esses conceitos em nossa préatica didatica direcionard a comunicacgdo pelo professor; e pelo
estudante, a compreensdo do conhecimento e da cognicdo envolvidos nos processos de
representar, significar e dar sentido a uma ideia.

Os resultados dessa investigacdo apontaram que 0s estudantes ddo importancia a
linguagem oral para a compreensdo do conhecimento matematico, sendo que, para eles, a escrita
é a linguagem natural para expressar tal conhecimento e que a Matematica comporta tanto a
linguagem escrita como a oral. Também € salientado que o uso da linguagem oral pelos
estudantes, no processo de relacionar os signos matematicos com os significados para a
compreensdo e resolucdo de situagdes-problema, contribuiu para a aprendizagem do conceito
da Integral Definida de func¢Bes de uma variavel.

Destacamos que os resultados das pesquisas, levantados na categoria cognitiva-afetiva
deste Estudo Preliminar, fortalecem a importancia de novos estudos e pesquisas com futuros
professores de Matematica, com a finalidade de aprimorar os conhecimentos didatico-
matematicos e as competéncias desses, 0 que, certamente, contribuira para a sua futura pratica

profissional.

5.4 Categoria Instrucional

Esta categoria relaciona as facetas interacional e mediacional, em que se reflete acerca
dos padrBes de interacdo entre professor, estudantes e sequéncia de ensino destinada a
construcdo e negociacdo de significados. Estdo presentes nas reflexdes que abordam essas
facetas os recursos técnicos, dentre eles os relacionados as tecnologias digitais, previstos e/ou
utilizados, e a avaliagdo da validagdo do uso do tempo destinado a distintas agdes e processos,
assim como os agentes participantes e seu papel. Incluimos, nessa categoria, as investigacdes
de Almeida (2017), Cargnin (2013), Oliveira (2016), Menoncini (2018), Cometti (2018) e Reis
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(2015) que nos possibilitaram uma discussdo acerca das mediacOes docentes, dos recursos
instrucionais e tecnoldgicos que intentam contribuir para a aprendizagem referente ao conceito
da Integral Definida. Consideramos que 0s recursos e estratégias que possibilitam praticas
docentes eficazes sdo diversos, dentre esses, citamos 0s recursos tecnoldgicos.

Almeida (2017), por exemplo, apresenta um estudo em que se debruca sobre os
conceitos relacionados a Integral e a preparacdo de materiais utilizando software, com o intuito
de preencher a lacuna da necessidade de producdo e disponibilizacdo de materiais. Esse
pesquisador traz uma abordagem norteada por constructos tedricos dos pesquisadores David
Tall; Ghislaine Gueudet e Luc Trouche, aplicados a producdo de materiais para o ensino de
Célculo Diferencial e Integral, abordando o0s conteddos: funcdo, continuidade,
diferenciabilidade, solucdo de uma equacéo diferencial, integral e limite de sequéncias.

Esse pesquisador apresentou atividades que compdem um repertorio de recursos que
pode ser utilizado pelo professor no seu processo de documentagéo para a preparagéo de aulas
no ensino de Calculo, trazendo o uso do computador e a manipulacdo de ferramentas no
software GeoGebra na producdo de materiais, incluindo aplicac@es disponibilizadas, de modo
on-line, para o estudante.

Nas atividades relacionadas por Almeida (2017), especificamente a Integral Definida, é
destacado que “para o conceito de Integral, Tall toma como raiz cognitiva a area da regido do
plano abaixo do grafico da funcdo (isto é, regido compreendida entre o eixo X, o gréafico da
funcdo e as retas x = a e x = b, [a, b] sendo o intervalo de integragdao” (ALMEIDA, 2017, p.
68). O termo raiz cognitiva é um conceito ancora, atrelado ao conceito de organizador genérico,
que, segundo Tall (2000, p. 11, traducéo nossa), “é¢ definido como uma unidade cognitiva que
é (potencialmente) significativa ao estudante naquele momento”. O software, que permite a
interacdo entre o usuario e a maquina, é retratado por Tall (2000) como organizador genérico,
sendo que “um organizador genérico bem delineado deve conter o potencial para a compreensao
sobre a teoria posterior.” (TALL, 1986, p. 85 apud ALMEIDA, 2017, p. 72%).

Almeida (2017) conclui que as aplicagdes desenvolvidas com o GeoGebra coadunam
com as caracteristicas de um software para aprendizagem matematica e, segundo Tall (2000),
favorecendo o desenvolvimento cognitivo do estudante, a fim de promover a exploragéo e
investigacdo de conceitos matematicos. Ressalta que o material produzido amplia o conjunto

de recursos do professor na organizagédo das aulas e que isso auxilia na exposi¢éo e incorporagédo

Z TALL, D. Building and testing a cognitive approach to the Calculus using interactive compyter graphics.
1986. 504f. Thesis (Doctorate in Mathematics Education) - Institute of Education, University of Warwick.
Warwick, 1986., p. 85 apud ALMEIDA, 2017, p. 72.
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de resultados de pesquisas na producdo de materiais para 0 ensino, contribuindo na relagéo
teoria e pratica. E evidenciada a importancia de se utilizar um constructo teérico de natureza
cognitiva no desenvolvimento de material para o ensino de Calculo, pois assim se dard a
aproximacao da teoria ao repertorio de recursos utilizados pelo professor, implementando os
resultados das pesquisas em Educacdo Matematica em sala de aula.

Cargnin (2013) prop6s, em sua pesquisa, a utilizacdo de mapas conceituais como
instrumentos didaticos para acompanhar o desenvolvimento da conceitualizacdo da Integral
Definida, com o suporte da Teoria de Registros de Representacdo Semiotica (TRRS), aliada a
Teoria das SituacGes Didaticas (TSD); e o suporte técnico dos softwares Cmap Tools,
GeoGebra e wxMaxima.

A elaboracgéo dos mapas, segundo essa pesquisadora, exige do estudante melhor reflexdo
e relacionamento entre conceitos estudados, incita interpretacdes e pode potencializar a
compreensdo de conceitos, propiciando a atribuicdo de significado ao contetudo ensinado.
Segundo essa pesquisadora, muitas vezes € necessario que se elabore o conteddo do Ensino
Superior de uma maneira que se assemelhe a forma utilizada na Educacdo Baésica e,
gradativamente, formalizar conceitos, para evitar que se pulem etapas e que o estudante tenha
um “choque” ao ter contato com as defini¢oes.

Nessa investigacdo, foi proposta uma engenharia didatica que conduziu o estudante a
discussdo de aspectos matematicos associados ao conceito de Integral de Riemann para funcbes
de uma varidvel real. Isso foi proporcionado de modo diferente em relacdo as aulas
convencionais de Calculo, mobilizando uma atitude ativa e autbnoma na compreensdo dos
conceitos pelos estudantes.

As atividades propostas abordaram uma revisdo do conceito de convergéncia e
sequéncia numérica, o que é imprescindivel para o entendimento da Integral Definida, assim
como um limite de uma soma finita; contemplou a significacdo dos registros utilizados na
notacdo de somatdrio envolvida na definicdo da Integral de Riemann, também o trabalho com
somas parciais, na promocao de situagdes nas quais 0s estudantes pudessem construir o conceito
de Integral de Riemann como uma soma de medidas de areas. Semelhantemente, foram
abordados conceitos necessarios a compreensdo do conceito de Integral Definida segundo
Riemann, com tarefas que envolveram o célculo de medidas de areas.

Evidenciamos atividades que visavam a contribuicdo para o enfrentamento da
incompreensdo pelo estudante de que a medida de uma area, ou seja, um numero finito pode
ser determinado por uma adi¢cdo de medidas de &reas de infinitos retangulos e a relacéo desse

procedimento com o conceito de Integral Definida.
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Apesar de essa pesquisadora fazer referéncia ao calculo da medida da &rea de uma regido
sob uma curva, para mostrar os tratamentos e as conversdes possiveis de serem realizadas, essa
ndo adentra, profundamente, nos problemas que abordam a relacdo da Integral com medida de
area por nao ser objetivo da pesquisa.

Ressaltamos alguns resultados e conclusdes do trabalho de Cargnin (2013): as
dificuldades de associacdo do conceito de limite ao de Integral, de compreenséo de um processo
infinito que gera um nudmero finito, e de compreensao do conceito de Integral Definida foram
minimizadas a contar do desenvolvimento de processos cognitivos mobilizados pelos
estudantes; a producdo do mapa conceitual pelos estudantes possibilitou a esses o
reconhecimento de conceitos-chave associados a Integral de Riemann; a analise dos mapas
conceituais elaborados pelos estudantes permitiu ao professor conhecer o0s aspectos que podem
ser reforcados para que a compreensdo da Integral Definida seja amplificada, identificando
possiveis obstaculos didaticos e confronto dos conceitos-chave de docentes e discentes.

Destacamos, ainda, observagoes de Cargnin (2013) que objetivam orientar 0s processos

formativos para a compreensdo dos conceitos da Integral Definida:

1. Diferenciar os termos sequéncia, funcdo, série, e destacar as semelhancas e
diferencas entre os dois primeiros e situando o terceiro em relacéo a estes.

2. Esclarecer a relagdo entre o limite ser finito, isto €, ser um ndmero real, e a
sequéncia ser finita.

3. Cuidar para que os alunos tenham conhecimento do significado dos termos que
estdo sendo usados nas defini¢des, bem como, o seu significado no contexto em que
estd inserido.

4. Proporcionar momentos de discussdo coletiva, mesmo que em pequenos grupos,
seja em sala de aula, seja em atividades extraclasse, em que os alunos exponham suas
observacdes e apresentem suas argumentacées.

5. Propor a elaboracdo de Mapas Conceituais e discuti-los, coletivamente,
oportunizando a chance de refazé-los apds esse momento (CARGNIN, 2013, p. 283).

Oliveira (2016) se preocupou, em sua investigacdo, em identificar contribuicdes da
utilizacdo de softwares dinamicos para a construgédo do conceito de Integral de Riemann. Assim,
propbs uma abordagem desse tema matematico na disciplina Andlise Real, a luz dos processos
do PMA e da relagdo entre rigor e intui¢cdo, com o uso de recursos tecnologicos. A metodologia
utilizada constituiu-se de um estudo de caso, cujos colaboradores eram professores de
universidades federais e responderam a entrevistas semiestruturadas.

Foram elaboradas, implementadas e avaliadas atividades de exploracdo visual e
numerica, com o suporte do GeoGebra, relacionadas ao conceito de Integral de Riemann. Essas
atividades versaram sobre conceitos relativos a construcdo do conceito de Integral,

possibilitando a construcao de intuigdes visuais, mobilizadas pelo uso de midias em conjunto,



114

visando a uma abstracdo do conceito e a discussao entre estudantes e professores.

Nessa pesquisa, os significados da Integral de Riemann foram abordados em
consonancia com os aportes tedricos do EOS (GODINO; BATANERO; FONT, 2008), sendo
0s seis tipos de objetos matematicos (linguagens, situacfes, conceitos/definicdes,
proposi¢des/propriedades ou atributos, procedimentos ou argumentos) introduzidos na
investigacdo, obtendo um aprofundamento das atividades matemaéticas. Em cada situacéo
proposta, 0s objetos se relacionaram, formando configuracdes — redes de objetos intervenientes
e emergentes dos sistemas de praticas.

Os resultados dessa pesquisa apontaram para a possibilidade de se fazer uma relagéo
entre os significados intuitivos, vindos do Calculo, e a formalizacdo desses na disciplina de
Anadlise. Foi relatado que a utilizacdo do software GeoGebra contribui para a compreenséo e
ressignificacdo do conceito de Integral de Riemann na Analise e/ou na transicao entre o Célculo
e a Andlise, na relacdo estudante-professor, de conceitos subjacentes ao de Integral, também
nas discussdes de contetidos da Integral de Lebesgue. Foram destacadas algumas limitacdes do
software em uso, dando destaque para o que Tall (1986) ressalta acerca da utilizacdo errénea
de um organizador genérico, que pode levar a representacfes desfavoraveis a construcdes de
conceitos, nos quais propriedades de exemplos especificos podem ser generalizadas,
equivocadamente, a contextos ndo equivalentes.

Menoncini (2018) investiga, em sua pesquisa, de que forma os estudantes utilizam
operacdes semioticas na aprendizagem da Integral no calculo de medidas de areas. Em sua
abordagem, traz aspectos relacionados a um recurso instrucional bastante utilizado em sala de
aula, qual seja, o livro didatico. Essa pesquisadora desenvolveu uma sequéncia didatica que
explorou a diversidade de registros de representacdo e operagdes semioticas, principalmente
tratamentos e conversdes. Ainda, utilizou o software GeoGebra para o esboco de curvas e para
conversdes de representacfes produzidas nos registros grafico-geométrico e algébrico,
proporcionando aos alunos um ambiente de experimentacao.

S&o apresentados, por essa pesquisadora, aspectos relevantes acerca das aplicacdes da
Integral e como essas s&o apresentadas em livros textos de Calculo?, como o registro discursivo
e o procedimento algoritmizado que sdo privilegiados na resolucdo dos exemplos; 0s exercicios

sdo reproducdes dos exemplos e s@o raros 0s que partem do registro grafico para o geometrico,

24 Na investigacdo de Menoncini (2018) foram analisados os livros: (i) FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M.
B. Calculo A: funcgoes, limites, derivacédo e integracédo. 6. ed. Sdo Paulo: Makron Books, 2007. (ii) LEITHOLD,
L. O Calculo com Geometria Analitica. 3 ed. Sdo Paulo: Harbra, 1994. (iii) STEWART, J. Calculo. 6. ed. Sao
Paulo: Cengage Learning, 2009
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sendo que nenhum deles parte do registro algébrico nem considera o registro discursivo como
registro de chegada; 0 esboco de curvas é apenas utilizado para encontrar regides que sdo usadas
na determinacao de dados para resolucdo das integrais, sendo que o0 esbog¢o da representacao
grafica da funcdo, cujo integrando é h(x) = f(x) —g(x), e a regido abaixo dessa
representacdo, ndo sdo explorados algebrica nem graficamente (MENONCINI, 2018).

As observagdes realizadas por essa pesquisadora permitiram reconhecer o enfoque
metodolégico dado por alguns autores, ressaltando que esse tratamento também é utilizado por
professores em sala de aula, uma vez que o livro texto muitas vezes é o principal ou o Unico
material usado no ensino. A pesquisadora conclui que decorre dai a importancia da producao
de materiais didaticos que possam fazer a insercdo de novos elementos a serem discutidos no
processo instrucional.

A anélise das atividades propostas nessa investigacdo teve o suporte tedrico de Duval
(2015)?° e mostra que os estudantes desenvolveram, com autonomia, a sequéncia didatica
proposta e, por conseguinte, alcancaram o objetivo de subsidiar a compreensédo da Integral no
céalculo de medida de area.

Como resultados, Menoncini (2018, p. 111) aponta: “as atividades de construcdo de
somas de Riemann propiciaram aos alunos o desenvolvimento da operacdo cognitiva de
formacdo, pela qual uma marca ou um conjunto de marcas Ssdo reconhecidas como
representacdo de algo em determinado sistema semiotico”, destacando que a expressdo da soma
S =Y, f(x;) - Ax é amarca que evoca 0 objeto Soma de Riemann.

Cometti (2018), sob a forma de atividades exploratdrias, elaborou, aplicou e analisou
sequéncias de atividades relacionadas a construcdo de superficies e sélidos para o ensino de
Integrais para estudantes de um curso de Engenharia. Em sua investigagédo, buscou responder
“Quais sdo as possiveis contribui¢des de sequéncias didaticas com a utilizagao do software
GeoGebra 3D para a aprendizagem de Integrais Multiplas no Célculo de Vérias Varidveis?”
(COMETTI, 2018, p. 26).

Esse pesquisador destaca que o uso de representacdes geométricas se faz necessario ao
se abordar o estudo nas Integrais Multiplas, no que se refere as chamadas regides de integragé&o.
Assim, afirma que o uso de recursos computacionais favorece a visualizagao e a interpretacéo
dessas regides, ja que sdo o ponto principal relativo a esse tema do Célculo. Com as atividades,
0 pesquisador buscou promover a compreensdo da representagdo das intersecdes entre as

% DUVAL, D. Mudancas, em curso e futuras, dos sistemas educacionais: desafios e marcas dos anos 1960 aos
anos... 2030! Tradugdo de Méricles Thadeu Moretti. Revemat, Floriandpolis, v. 10, n. 1, p. 1-23, jan./jun. 2015.
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superficies quadricas e os planos, do ponto de vista geométrico.

A implementacdo das atividades produzidas possibilitou ao pesquisador: a identificagéo
do papel da visualizagcdo, com o auxilio do GeoGebra, na aprendizagem de Integrais Multiplas;
aanalise do uso do GeoGebra e sua articulagdo com os Registros de Representacdes Semidticas;
a reflex&@o acerca da potencializacdo da operacgdo de tratamento, necessidade da operacdo de
conversdo para o desenvolvimento do ensino e da aprendizagem de Integrais Mdltiplas.

Como resultados, Cometti (2018) concluiu que as sequéncias didaticas propiciaram a
oportunidade de explorar a operacdo de conversdo, atentando para os detalhes e informacdes
contidas em cada registro usado, em que ficou evidenciado que o processo de visualizagdo
proporcionado pelo uso do software se mostrou um componente indispensavel para os
processos de construcdo dos principais conceitos e propriedades das Integrais Multiplas e que
as atividades ligadas a exploracdo de caracteristicas visuais, quando sdo realizadas sob a
orientacdo de um professor ou em um processo instrucional, podem levar a resultados com
maiores potenciais de aprendizagens.

Reis (2015), apoiado nos constructos tedricos da Pratica Educativa de Zabala (1998) e
nos Registros de Representacdo Semidtica de Duval (2009), apresenta conteudos de ensino e
estratégias de aprendizagem relacionados a Integral Definida.

A questdo de pesquisa desse trabalho — Como podemos trabalhar com o conteudo
Integral Definida, relacionando conceitos, significados e procedimentos de célculo em um
grupo de estudantes de uma escola particular de engenharia? — levou esse autor a estabelecer
0s objetivos: implementar um ambiente para o estudo de Integral Definida, com textos de
atividades didaticas e acesso a softwares matematicos (GeoGebra e VCN) e uso de calculadora
que permitissem o0 acompanhamento e a observacao da acdo de um grupo de estudantes do curso
de Engenharia Civil; utilizar a teoria dos contetdos de aprendizagem no desenvolvimento das
atividades, possibilitando o desenvolvimento da autonomia dos estudantes, na construcdo do
proprio conhecimento; produzir um material que contribuisse para o ensino e aprendizagem de
Integral Definida.

Foi construida uma proposta metodoldgica que abordou os contetidos de aprendizagem
factuais, conceituais, procedimentais, atitudinais, com o propdsito de que as atividades
envolvessem aspectos algébricos, numéricos, graficos e geométricos.

O termo conteudo, utilizado nesta investigacéo, transcende o simples carater cognitivo,
ampliando para, conforme Zabala (1998, p. 30), contedo de aprendizagem, entendido como
“tudo quanto se tem que aprender para alcangar determinados objetivos que ndo apenas

abrangem as capacidades cognitivas, como também incluem as demais capacidades”.
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A anélise qualitativa dos resultados dessa investigacdo evidenciou a superacdo de
dificuldades, a evolugdo do conhecimento e de habilidades dos estudantes no desenvolvimento
das atividades, mostrando maior independéncia e confianca na resolucao das tarefas. Segundo
Zabala (1998), o professor, ao elaborar as atividades escolares, deve se propor a explorar esses
conteddos para levar o estudante a alcangar uma formacéo global.

Miranda (2018) desenvolveu, em sua investigacdo, um cendrio para aprendizagem por
meio da impressao 3D, com atividades que envolveram a representacéo figural de sélidos, cuja
representacdo algébrica é referenciada por fungdes de duas variaveis. Assim, buscou levantar e
analisar as concepgdes dos estudantes de um curso de Engenharia para o conceito de Integral
Dupla.

A elaboracdo das tarefas, propostas nessa investigacao, se apoiou na Teoria da Cognicéo
Corporificada; a metodologia usada foi 0 Design Experiment e a analise de dados foi realizada
com base no Modelo de Estratégia Argumentativa (MEA). Essa pesquisadora, assim como
Cargnin (2013), trabalhou com mapas conceituais, elaborando para cada atividade as possiveis
montagens, esquematizando as reencenacdes que poderiam emergir em cada uma das tarefas.

Foram elaborados, para o desenvolvimento das atividades, applets, organizados em um
e-book?®. Nas atividades, foi solicitado o calculo de Integrais Definidas de fungBes continuas,
sendo que a interpretacéo grafica e os solidos gerados materializaram os conceitos trabalhados
e buscavam levar o estudante a compreensdo dos significados dos conceitos mobilizados.

Sdo apresentadas, neste trabalho, esculturas matematicas (solidos utilizados nos
experimentos, que foram gerados no software OpenScad e impressos em uma impressora 3D),
que transcendem a representacao grafica das funcGes, como possibilidade de calcular medidas
de areas limitadas por representacdes graficas de funcdes e fazer compara¢es com as Integrais
de Riemann.

Os resultados alcangcados sugerem que o trabalho dindmico com a representacdo gréafica
das fungdes associadas a representacdo das esculturas, pode estimular concepgdes valiosas para
a compreensdo do significado da Integral Dupla, identificando os significados da primeira
integral, que esté relacionada & concepgéo de area e da segunda integral, como volume de um
solido.

Miranda (2018) procurou contribuir para o ensino e aprendizagem de Caélculo
Diferencial Integral, oportunizando trabalhar Integral Dupla com uma dinamicidade maior e

com o auxilio das tecnologias atuais.

26 O e-book esta disponivel em https://tube.geogebra.org/material/shown/id/pwpDheTL.
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As investigacOes contempladas, que foram remetidas a categoria instrucional, revelam,
por um lado, processos de mediacdo que possibilitam o aprimoramento do trabalho docente, e
por outro, uma reflexdo sobre recursos que podem ser levados em consideracdo nos processos

de ensino e de aprendizagem da Integral Definida.

5.5 Considerac0es sobre o Estudo Preliminar e Diagnostico

Destacamos, nesta fase do Estudo Preliminar, as contribuicdes das investigacdes
selecionadas que abordam aspectos tedricos, conceituais, metodoldgicos e praticos relacionados
aos processos de ensino e de aprendizagem da Integral Definida. A analise dessas investigaces
reforcou a justificativa pela escolha desse tema como objeto matematico de investigacao
didatica e pelo objetivo da pesquisa, qual seja, analisar como um grupo de estudantes de
Licenciatura em Matematica mobiliza competéncias e desenvolve conhecimentos didatico-
matematicos, durante a implementacdo de uma proposta didatica que aborda significados da
Integral Definida, envolvendo tecnologias digitais.

Nesta secdo, buscamos apresentar as convergéncias das investigacdes selecionadas,
com destaque para as dificuldades de aprendizagem e possiveis competéncias a serem
desenvolvidas pelos estudantes, potencializando suas aprendizagens. Também procuramos
evidenciar as contribui¢cOes dessas investigagfes na constituicdo desta tese, bem como as
indicacBes daquelas para pesquisas futuras e em que medida esta investigacdo contribui para
essas expectativas.

A importancia da construgdo significativa de conhecimentos acerca de conceitos do
Célculo Diferencial e Integral na area de Ciéncias Exatas foi destacada em todas as pesquisas
selecionadas neste Estudo Preliminar, sendo observada a relacéo entre a Aritmética, a Algebra
e a Geometria ao longo das reflexdes realizadas, sobretudo, nas pesquisas que abordam
aplicagdes geométricas da Integral Definida. Tal relagdo contribuiu para o desenvolvimento e
busca por generalizacbes de conceitos e para a qualidade nos processos instrucionais.
Ressaltamos ser importante que essa relagdo seja abordada pelo professor em beneficio do
aprendizado do estudante, pois mostra o que esta implicito no calculo da Integral Definida.

As investigacOes, cujos participantes sdo estudantes de Licenciatura em Matematica,
como em Andersen (2011), Vogado (2014), Gonzalez-Martin (2016) e Menoncini (2018),
fizeram-nos refletir acerca da possibilidade/necessidade de oferecer ao futuro professor
oportunidades para vivenciar uma metodologia que concorra para a sua formagéo inicial,

colaborando no desenvolvimento de sua autonomia, de seu poder de critica e de conscientizagdo
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de sua capacidade de construir os seus proprios conhecimentos, contribuindo para a sua
formagdo matematica e didatica.

Atentamos, no desenvolvimento da proposta didatica apresentada nesta tese, para a
associacdo de aspectos formais de generalizacdo, algebrizacdo, algoritmizacdo a aspectos
conexos a intuicdo, com base na andlise e reflexdo das representagdes, de modo a apresentar
aos estudantes aspectos que podem ajuda-los a mobilizar seus processos cognitivos, ampliando
o tratamento formal que, normalmente, € utilizado no ensino da Integral Definida, assim como
estd proposto em VVogado (2014).

A utilizacdo de situacOes-problema que contextualizam as aplicagcdes da Integral
Definida e fazem a interlocugdo entre teoria e pratica foi evidenciada em varios dos trabalhos
selecionados no Estudo Preliminar, considerando as multiplas aplicacdes — na Matematica,
Fisica, Biologia, Estatistica, entre outras areas — que podem se manifestar como motivacao
para levar o estudante a aprendizagem dos conceitos, como destacado em Gonzélez-Martin
(2006), Ribeiro (2010), Cargnin (2013), Vogado (2014), Reis (2015), Almeida (2017),
Menoncini (2018), Miranda (2018) e Crisostomo (2012). Nessa 6ptica, ficou evidente que a
falta de articulacdo continua com outras ciéncias das quais o Calculo é subsidiario pode
impactar na qualidade da aprendizagem.

Essas investigacdes que trazem uma abordagem voltada para as aplicacfes da Integral
Definida nos trouxeram ideias para a construcdo da proposta didatica, como, por exemplo, no
desenvolvimento de atividades que aportam aos contextos intra e extramatematicos.

Envolver os estudantes a fim de os tornar ativos no processo de aprendizagem do
Célculo foi reconhecido como uma atitude instrucional importante no processo de construcao
do conhecimento. Ribeiro (2010) e Gonzalez-Martin (2006), por exemplo, destacam que o
estudante pode vivenciar o que é fazer ciéncia, fazendo observacGes, experimentacGes e
descobertas em atividades matematicas, coadunando com Crisostomo (2012), ao retratar que a
autonomia do estudante pode ser potencializada por meio de estratégias didaticas que lhes
atribuam maiores responsabilidades de participagdo. Cargnin (2013) também destaca que uma
maior autonomia discente na comunicacdo e na resolucdo de problemas pode impactar a
construcdo dos seus significados pessoais, que poderdo fazer reflexdes sobre os aspectos
envolvidos, sendo essa uma ferramenta para que o professor identifiqgue compreensées erréneas
que o estudante obteve sobre conceitos estudados.

Andersen (2011) e Crisostomo (2012) apresentam a necessidade de se conhecerem 0s
estilos de aprendizagem dos estudantes como uma via para adequar esse Processo as

caracteristicas deles, ja que, muitas vezes, é privilegiado um metodo Unico de ensino, porém,
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cada estudante tem condi¢es préprias de construcao do seu conhecimento. Algumas pesquisas,

como a de Reis (2015), trouxeram a superacao de dificuldades, a evolugdo dos conhecimentos

e das habilidades dos estudantes em relacionar conceitos, significados e procedimentos de

Célculo, seguidas do desenvolvimento da autonomia desses quanto ao estudo dos conceitos

trabalhados. Pelo exposto, temos uma via de mdo dupla, desenvolvimento da autonomia

implicando evolucdo na aprendizagem.

Algumas dificuldades para a aprendizagem efetiva dos estudantes foram apontadas, em

comum, nas investigacOes selecionadas:

a)

caréncia de conhecimentos elementares e de formagdo de conceitos e definicbes
matematicas da Educacdo Baésica (CRISOSTOMO, 2012; CARGNIN, 2013;
APOLINAR, 2014; REIS, 2015);

b) falta de compreensdo do estudante na articulacdo da Integral como o limite de uma

adicdo de medidas de areas de retdngulos, sendo que as medidas das bases desses
retangulos sdo infinitesimais — abordagens que antecipam a formaliza¢do conceitual
podem gerar dificuldades na compreensdo do conceito, das demonstracbes e
representacdes (GONZALEZ-MARTIN, 2006; CRISOSTOMO, 2012; APOLINAR,
2014);

conceitualizacdo da Integral baseada unicamente na nocdo de medida de area — ha
evidéncia de que alguns estudantes relacionam a noc¢do de area a uma formula, apenas
como um objeto aritmético, desconsiderando esse conceito como um objeto geomeétrico,
gerando dificuldades na compreenséo da Integral Definida, ndo estabelecendo a relacao
desse com novos problemas (GONZALEZ-MARTIN, 2006; APOLINAR, 2014;
ALMEIDA, 2017; MENONCINI, 2018);

d) A tendéncia de excessiva algebrizagdo e/ou algoritmizacdo utilizada de maneira

descontextualizada e mecanicizada — alguns estudos concordam que o desequilibrio
entre 0s componentes conceituais e algoritmicos no ensino da Integral Definida pode
conduzir a problemas de compreensdo, inviabilizando que o estudante desenvolva a
capacidade de utilizar o conceito em situaces novas, dando énfase ao dominio de
procedimentos de resolucdo de exercicios (abordagem mecanicista) ou memorizagao
das definicdes e compreensdo das demonstracdes dos teoremas (abordagem formal),
(GONZALEZ-MARTIN, 2006; RIBEIRO, 2010; APOLINAR, 2014; BRANDAO,
2015). Menoncini (2018) reforca que essas caracteristicas estdo presentes em alguns
livros textos de Calculo, em que o registro grafico-geométrico € utilizado apenas para

fornecer o intervalo de integracéo e a funcao integrando;
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e) caréncia da abordagem grafica para a Integral Definida, causando limitagdes cognitivas
e didaticas (GONZALEZ-MARTIN, 2006; ANDERSEN, 2011; MENONCINI, 2018);

f) dificuldades com a notacéo da Integral, sem que o estudante compreenda os significados
de cada termo da notacdo, sdo apontadas por Cargnin (2013), Menoncini (2018),
Crisostomo (2012) e Apolinar (2014);

g) mobilizacdo das representagdes em diferentes registros — alguns pesquisadores
evidenciaram dificuldades relacionadas ao uso das operacdes de tratamento (ambitos
algébrico e grafico e mudanca de representacdes), afirmando que a transi¢ao entre as
representacfes pode ser a chave para a aprendizagem das noc¢6es do Célculo e para a
generalizagdo desses conceitos (GONZALEZ-MARTIN, 2006; ANDERSEN, 2011;
CARGNIN, 2013; APOLINAR, 2014; BRANDAO, REIS, 2015; ALMEIDA, 2017;
MENONCINI, COMETTI, MIRANDA, 2018;

h) o distanciamento das aplicacGes das Integrais pode ser um problema, uma vez que o
estudante ndo associa a parte tedrica a parte aplicavel dos conceitos vistos em CDI
(GONZALEZ-MARTIN, 2006; CRISOSTOMO, 2012);

i) Andersen (2011) e Crisostomo (2012) apresentam que a maioria dos estudantes ndo tem
dominio do Teorema Fundamental do Célculo no primeiro ano de graduacao e revelam
que isso ocorre devido a estudos superficiais sobre funcdes e taxa de variagéo.
Algumas dessas dificuldades de aprendizagem podem ser percebidas em nossas salas de

aulas, como temos observado em nossa pratica. Diante desse cenéario, torna-se necessario
compreender 0s apontamentos presentes nessas investigacoes e se apropriar deles.

Esse conhecimento é importante para os professores de Célculo, para que possam
desenvolver e experimentar estratégias de ensino que possibilitem uma construcdo progressiva
da aprendizagem dos estudantes; e que essas estratégias possam respeitar 0s seus niveis de
aprendizagens, que sejam criativas e motivadoras, além de serem fundamentadas na
epistemologia do conhecimento matematico.

Alguns trabalhos, presentes neste Estudo Preliminar, abordam aspectos da semidtica®’
como constructo tedrico e evidenciam a compreensdo do conceito matematico estudado com
base no uso das multiplas representacdes (linguagem falada/escrita, grafica, numérica,
algébrica, computacional). Essas investigacdes, como a de Branddo (2015), chamam a atengéo
para a auséncia de um enfoque com diversidade de representacfes para os significados da

Integral. Gonzélez-Martin (2006) também ressalta a necessidade de compreensdo e

27« & o recurso a um (ou a muitos) signo(s) de um sistema semiotico ja constituido (a lingua materna ou a lingua
simbolica, por exemplo), para designar um objeto (CARGNIN, 2013, p. 59).
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aprofundamento do conceito da Integral que auxilie os estudantes a interagir com os registros
algébrico e grafico. Essa hipotese é confirmada por Branddo (2015) ao afirmar que o uso das
representacdes graficas e algebricas permitiu aos estudantes, participantes de sua pesquisa,
impulsionarem sentidos e significados para a aplicacdo da Integral Definida em situacdes-
problema, contribuindo para a aprendizagem desse conceito.

Andersen (2011), Crisostomo (2012) e Cargnin (2013) também destacam a importancia
da transicdo entre as representacdes para a aprendizagem do Calculo de modo a proporcionar
aos estudantes um ambiente de experimentacdo que promova a diversidade de registros e o
desenvolvimento de aspectos relacionados ao pensamento, visualizacdo e escrita matematica.

Compactuando com essas refutacdes, Menoncini (2018) afirma que algumas aplicacfes
da Integral Definida requerem a mobilizacdo de representacdes em diferentes registros
(algébrico, grafico, numérico, lingua materna); e enfatiza que atividades que impulsionam a
conversdo de representacOes entre registros incentivam o estudante a distinguir o objeto de sua
representacéo.

Esses trabalhos que evocaram a formacdo de uma representacdo semiotica na
representacdo da Integral Definida foram relevantes para a investigacdo apresentada nesta tese,
uma vez que passamos a refletir acerca dos tipos de representacdo desse objeto matematico e
sobre a diversificacao, diferenciacdo e coordenacdo desses registros.

O aspecto tecnoldgico possibilita que novos conceitos matematicos possam ser
entendidos pelo estudante, se esse tiver condi¢es de relaciona-los aos seus conhecimentos
prévios e de desenvolver representacdes mentais ricas desse conceito, assim como destaca
Dreyfus (1991). Nessa Otica, Reis (2015), Cometti (2018) e Menoncini (2018) buscaram
identificar as possiveis contribui¢des na utilizacdo do software GeoGebra, relacionando-as aos
registros de representagdes semidticas. Esses pesquisadores reconhecem a capacidade que a
tecnologia traz na apresentacdo das multiplas representagdes de um mesmo objeto matematico.
Os resultados observados, assim como na pesquisa de Miranda (2018), apontaram que 0
processo de visualizagdo auxiliado pelo GeoGebra se mostrou um importante componente para
0S processos de compreensdo dos principais conceitos e propriedades das Integrais, uma vez
que o software intensifica o uso das operacGes de tratamento, nos &mbitos algébrico e gréfico,
e a mudanca de representacdes.

Esses trabalhos nos mostraram que atividades ligadas a exploracéo de caracteristicas
visuais que abordam aspectos de conversdo, segundo aspectos tedricos de Duval (2009), podem
ser bem aproveitadas e adquirem maiores potencialidades quando guiadas pelo professor ou por

uma sequéncia didatica, fato que nos orientou na construcdo da proposta didatica: primeiro
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ratificando a importancia da construcao de significados; e, segundo, remetendo & importancia
de tragarmos estratégias didaticas que atendam ao perfil do estudante, imerso numa sociedade
moderna e digital, levando-o a explorar recursos digitais, destacando as especificidades visuais
dos graficos criados no intuito de potencializar a compreensao desses acerca do objeto de
investigacao didatica especificado.

Ficou evidenciado nos trabalhos desse Estudo Preliminar que abordam a utilizacdo de
recursos tecnoldgicos que o uso responsavel desses contribui para a renovacgéo das praticas de
ensino, evitando que essas se tornem demasiadamente formais ou algoritmicas e oferecem a
possibilidade de desenvolver atividades matematicas inovadoras, incluindo a relacdo entre os
quadros algébrico, grafico e tabular, com o objetivo de promover o trabalho experimental.

Esses fatos reafirmam a opcao de utilizar uma ferramenta digital na pesquisa como uma
possibilidade didatica para o ensino da Integral Definida. A analise desses trabalhos nos trouxe
a oportunidade de ampliar a utilizacdo do software GeoGebra para dinamizar o processo de
aprendizagem da Integral Definida.

Ressaltamos que, em alguns trabalhos desse Estudo Preliminar, foram apontadas
limitacGes do software em uso, com destaque para o que Tall (1986) evidencia acerca da
utilizacdo errdnea de um software, denominado por ele como um organizador genérico, que
pode levar a representacdes desfavoraveis a construcdes de conceitos, nos quais propriedades
de exemplos especificos podem ser generalizadas, equivocadamente, a contextos néo
equivalentes. Um exemplo disso, conforme destacado por Oliveira (2016, p. 128) em sua
pesquisa, foi que “o uso do software apresentou uma limitacdo de finitude que pode levar a
formagao de intuicdes erroneas”.

Alguns apontamentos relacionados as dificuldades de manipulagéo de software, como
em Oliveira (2016), nos fizeram repensar o delineamento das atividades e da contribuicdo desta
investigacdo na disponibilizagdo de materiais de ensino que possam ser utilizados nas salas de
aula, como atividades exploratorias e investigativas.

Esses trabalhos contribuiram com a pesquisa retratada nesta tese, como inspiragéo na
forma de explorar os padrdes gréfico-geométricos, relacionados com as fungdes integrandas e
suas primitivas, com o software GeoGebra e na estruturagdo da proposta didatica, apontando
para uma abordagem ndo convencional, em que o uso das tecnologias digitais como fator
potencial para a aprendizagem é uma tendéncia no presente e no futuro.

A pesquisa que desenvolvemos tem algumas similaridades com trabalhos ja
desenvolvidos com o mesmo objeto de estudo, Integral Definida, relativo a apresentar uma

proposta didatica, com o objetivo de mobilizar aspectos cognitivos dos estudantes, com 0 uso
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de tecnologias digitais e analisar a compreensdo desses acerca do objeto matematico. O que
diferencia este estudo dos demais é o fato de que utilizamos o modelo teérico do Enfoque
Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrucdo Matematica na proposicao de experiéncias aos
estudantes de Licenciatura em Matematica, para que esses tenham a oportunidade de mobilizar
aspectos cognitivos (construgcdo de esquemas) que 0s levem ao aprimoramento dos
conhecimentos didatico-matematicos e competéncias no contexto da formacéo de professores.

A abordagem proposta nesta tese se diferencia do que esta apresentado em alguns livros
didaticos, que buscam mobilizar a aprendizagem dos estudantes partindo das defini¢bes. Em
nosso caso, partimos de situacdes-problema intra e extramatematicas, com destaque para a
institucionalizacdo matematica das experiéncias, que é imprescindivel para que os significados
pessoais dos estudantes se aproximem dos significados institucionais pretendidos. As
aplicacdes utilizadas buscam auxiliar o reconhecimento do significado da Integral Definida em
alguns contextos, dando possibilidade ao estudante de ampliar seus significados pessoais acerca
desse topico matematico.

Levantadas as dificuldades de compreensédo dos estudantes nos conceitos relacionados
ao Calculo Integral, as pesquisas deste Estudo Preliminar relatam resultados encorajadores
aqueles que trabalham visando a que os estudantes progridam em suas aprendizagens nos cursos
de Célculo.

Como expectativa de pesquisas futuras, enumeramos alguns aspectos que foram
abordados nas investigacdes deste Estudo Preliminar e que nos motivaram na elaboracdo da
questdo de investigacdo. Procuramos, por conseguinte, expor em que medida esse trabalho
atende algumas dessas expectativas.

Almeida (2017) e Gonzéalez-Martin (2006) abrem a possibilidade da proposicao de seus
projetos a outros estudantes e/ou professores, sugerindo a utilizagcdo dos materiais produzidos,
como também os dados apresentados por suas investigacdes, alcangcando maior equilibrio entre
as situagdes didaticas e a-didaticas e menos defasagens entre as analises a priori e a posteriori,
destacando a importancia dada a formulacéo e aplicacdo de materiais que abordem o ensino de
Célculo. Assim, propdem que estudos futuros poderiam auxiliar na complementacdo da
classificacdo de dificuldades e obstaculos no ensino e fornecer maneiras de aliviar seus efeitos.

Apolinar (2014) ressalta a necessidade de se desenvolverem materiais didaticos que
incluam o desenvolvimento de competéncias algébricas, manipulacdo de objetos
tridimensionais, explicagdo e modelacdo matematica de fendmenos envolvidos em situagoes-
problema. Sugere um estudo dos pré-requisitos de conceitos necessarios para a compreensao

da Integral Definida e uma avaliacdo analitica para outros conceitos do Calculo, preconizando
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avaliacbes menos tradicionais que permitam aos estudantes enfrentar problemas, cuja solugéo
envolva o estabelecimento de uma Integral Definida.

Também sugere um enfoque desse tema, articulado a abordagem leibniziana
(emergéncia do conceito por meio do calculo aproximado inicial da medida da grandeza que se
pretende quantificar na sua totalidade) e a abordagem newtoniana (determinagdo da forma
adequada de dividir o todo, de modo a tomar o elemento diferencial), em atividades que
permitam aos estudantes a obtencdo de esquemas para identificacdo de como o todo deve ser
dividido corretamente, aumentando o nimero de estudantes que alcanca a compreensdo do
conceito de Integral Definida.

Sé&o aconselhados, por Apolinar (2014), estudos pertinentes aos fendbmenos que ocorrem
na utilizacdo de conceitos relacionados a quantidade infinita e infinitesimal no estabelecimento
da Integral Definida e, também, sobre a implementacdo desse processo instrucional no ensino
médio, para conhecer os resultados que seriam afetados por um curso de Célculo anterior, que
permitiria um aprofundamento na compreensao dos fendmenos que ocorreram.

Gonzalez-Martin (2006) sugere o desenvolvimento de pesquisas que utilizam tecnologia
nos processos instrucionais, haja vista o interesse no desenvolvimento de ambientes favoraveis
para a integracdo e operacionalizacdo dos distintos registros, facilitando a aprendizagem e
abrindo caminhos para novas hipdteses, formas de se pensar e pesquisas relacionadas ao tema.

Oliveira (2016), nesse mesmo Viés, destaca que a utilizagdo de softwares,
especificamente na formacdo do professor de Matematica, € uma questdo deixada em aberto,
com vistas a verificar se essa utilizacdo traria mais significados aos conceitos que essa formacéo
exigira na relagdo com a Matematica trabalhada na Educag&o Bésica, o que também é abordado
por Andersen (2011), que interroga acerca de quais os efeitos do uso de uma ferramenta
computacional no ensino e aprendizagem de conceitos relacionados a Derivada e a Integral.

Miranda (2018) também evidencia o desejo de dar continuidade ao processo de
investigacdo acerca das atualizagOes tecnologicas e/ou metodoldgicas, inovando as formas de
abordagens de contetdos. Sugere, por exemplo, a inclusdo de uma tarefa que envolva a Integral
Definida, pois evidenciou certa dificuldade dos participantes de sua pesquisa no céalculo de
Integrais.

A presente pesquisa atende as recomendacOes desses investigadores, considerando que
0 uso ativo das tecnologias digitais pode contribuir para a efetivagdo do processo de
aprendizagem. S&o apresentadas condi¢des ecoldgicas satisfatorias, ou seja, 0 grau em que esse
processo de estudo, com a utilizacdo dessas ferramentas, se ajusta ao curriculo proposto pela

instituicdo — no caso, a ementa da disciplina, a sociedade e aos condicionamentos do entorno
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no qual se desenvolve, é favoravel.

Destacamos, portanto, que a utilizagdo dessas ferramentas tem o potencial de permitir o
desenvolvimento de competéncias digitais nos estudantes de Licenciatura em Matematica, ao
serem submetidos a uma proposta didatica que serad desenvolvida com o uso de um software.

Cometti (2018) ressalta possibilidades de pesquisas futuras, relacionando outros
contetdos do Célculo de varias variaveis a luz da Teoria dos Registros das Representacdes
Semioticas, abordando conceitos nos quais a utilizacdo de tecnologias pode contribuir para
reflexdes importantes pelos professores-pesquisadores do Ensino Superior comprometidos com
um ensino voltado para a aprendizagem com compreensao significativa.

Crisostomo (2012) destaca perspectivas de investigacGes relacionadas a formacdo de
professores de Matematica:

a) dos saberes profissionais dos professores formadores sobre outros objetos do Calculo,
para verificar o grau de coincidéncia com os resultados obtidos em sua pesquisa;

b) da analise do conhecimento profissional de professores formadores sobre objetos
didaticos de outras disciplinas e sua aplicabilidade no curriculo da Licenciatura em
Matematica;

c) de viabilidade do desenho, planejamento e implementacéo dos processos de estudo da
Integral (ou outros objetos do Calculo), segundo o EOS;

d) do conhecimento profissional dos professores formadores, sobre a Integral (ou outros
objetos do Célculo) em outras carreiras;

e) deadequacdo do estudo de objetos do Célculo, a fim de articular aulas tedricas e praticas,
com o uso de recursos tecnoldgicos. Das questes deixadas em aberto nessa pesquisa,
destacamos as segunda e quinta questfes que se relacionam com o0s objetivos desta
pesquisa e tiveram influéncia nesta investigacao.

A necessidade de se produzirem significados para 0s conceitos matematicos ensinados
nas universidades, promovendo uma reconstrucdo do conhecimento alcancado e incentivando
0s estudantes a extrapolarem o que ja esta posto por conhecimento cientifico € destacado por
varios pesquisadores, como Branddo (2015) e Cargnin (2013), que sugerem a realizagdo de
sequéncias de ensino que contemplem situagdes-problema envolvendo os conceitos do Célculo,
contribuindo para trazer dinamicidade as aulas, com maior participacéo discente. Nessa mesma
perspectiva, Andersen (2011) aponta para a insercdo de atividades baseadas em um ensino por
descoberta para a aprendizagem de conceitos matematicos.

Cargnin (2013) considera urgente a aproximagéo entre as pesquisas académicas e a sua

utilizacdo em sala de aula, destacando a importancia de sintese das pesquisas existentes para 0s
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diversos contetdos da Matematica que, individualmente, apresentaram beneficios, mas que
nem sempre chegam a sala de aula. Assim, indica a¢des nos cursos de formacéo de professores
de Matematica, envolvendo a vinculacdo dos objetos matematicos as suas diversas
representacdes; o trabalho com as conversdes de representacdes entre registros, a fim de
impulsionar os futuros professores a atuarem desse modo em sua pratica profissional futura.
Nesse contexto, trazemos esta pesquisa como uma contribuicdo que busca atender a esses
aspectos.

Menoncini (2018) afirma que a equivaléncia de areas pode ser um novo elemento a ser
inserido no estudo da Integral, pois é um assunto ndo comumente abordado em livros textos de
Célculo. Ainda vislumbra o repensar de seu estudo, complementando-o com outras
metodologias ou atividades, como, por exemplo, a modelagem matematica ou a proposicao de
atividades que retratem problemas reais.

Diante do exposto, esclarecemos que todos os trabalhos selecionados auxiliaram, de
alguma forma, na composicéo e evolucdo da pesquisa aqui apresentada. Ressaltamos que nossa
preocupacado perpassa 0 conhecimento do desempenho matematico do estudante e a exploracédo
dos conceitos da Integral Definida, chegando a observacdo das competéncias para identificacdo
e utilizacdo de objetos e processos matematicos, seus significados e vinculos, fazendo uma
analise da estrutura das praticas educativas em Matematica, objetos e processos que 0sS
estudantes acionam na resolucdo das atividades relacionadas a Integral Definida.

No proximo capitulo, apresentamos o processo de constru¢do do desenho da proposta
didatica, de acordo com a fase do desenho da Engenharia Didéatica, baseada na abordagem

ontossemidtica do conhecimento e da instrugdo matematica.
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CAPITULO 6 — DESENHO DA PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos o desenho e 0s aspectos considerados para a concepcao da
proposta didatica desenvolvida por dez estudantes da Licenciatura em Matematica da
Universidade Estadual de Montes Claros. Explicitamos as situagdes-problema desenvolvidas
para cada uma das atividades propostas e seu sequenciamento. Uma analise ontossemidtica de
cada uma das atividades também & explicitada neste capitulo, considerando os objetos primarios
gue compdem a configuracdo de objetos do EOS — problemas, linguagens, conceitos/definicdes,
proposig¢Oes/propriedades, procedimentos e argumentos. Partimos da observagdo do uso da
linguagem matematica nas definigdes, nas propriedades e nos argumentos, assim como das
relacGes que ocorrem entre os diferentes objetos matematicos que intervém na comunicacao de
ideias matematicas e aquelas originadas dos diferentes cenarios — intra e extramatematicos
(contextuais).

A proposta didatica esta estruturada em duas Unidades de Estudo: I) Institucionalizagao
do conceito de Integral Definida e IlI) Aplicacbes da Integral Definida em contextos
extramatematicos.

Explicitamos, neste capitulo, a configuracdo didatica de cada atividade que compGe as
Unidades de Estudo para compreensdo da abordagem de cada uma dessas e do fio condutor
entre elas, a fim de permitir a identificacdo das competéncias e conhecimentos didatico-
matematicos sobre a Integral Definida manifestados pelos estudantes, a partir do
desenvolvimento da proposta didatica. Uma configuracdo didatica é qualquer desenvolvimento
de um processo didatico, compreendido entre o inicio e a finalizacdo de uma situagao-problema.
A configuracdo didatica, segundo Godino (2014), pode ser epistémica, instrucional ou

cognitiva-afetiva.

6.1 O processo de construcédo do desenho da proposta didatica

A construcdo da proposta didatica para o estudo da Integral Definida se ancorou na
estrutura tedrico-metodologica do EOS (GODINO; BATANERO; FONT, 2008; GODINO et
al., 2013), ressaltada por Sousa et al. (2019, p. 448) quando discorrem que

[...] planejar aulas ou sequéncias de tarefas, ndo € um exercicio apenas de escolher
conteudos e planificar atividades, mas passa a envolver fatores emocionais (o aluno
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vai gostar da questdo?), epistémicos (qual o melhor contetido, como apresenta-lo?),
ecoldgicos (como contribuir para a inser¢do social dos aprendizes?), entre outros.
(SOUSA et al., 2019, p. 448, traducdo nossa)

Assim, consideramos 0s aspectos relacionados as facetas do EOS — epistémica-
ecoldgica, cognitiva-afetiva e instrucional (mediacional e interacional). Atinente a abordagem
epistémica-ecoldgica, consideramos, também, o estudo realizado por Crisostomo (2012), no
qual cita a génese e desenvolvimento da Integral, para desenvolvermos possibilidades de
abordagem de alguns significados parciais descritos pelo autor; também a analise da diversidade
de contextos de aplicacdo e utilizacdo desse tema, contemplando o curriculo da Licenciatura
em Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros, instituicdo onde foi realizada a
investigacdo. Relativamente as facetas cognitiva-afetiva e instrucional, a analise dos aspectos
cognitivos relacionados ao ensino e a aprendizagem da Integral Definida foi essencial para a
compreensdo dos principais entraves enfrentados pelos estudantes, o que trouxe subsidios para
elaboracdo e implementacdo da proposta didatica.

Nesse processo, atendendo as facetas do EOS, destacamos quatro aspectos importantes
da proposta didatica desenvolvida: 1) atende a complexidade dos objetos matematicos que se
pretende ensinar — foram considerados os resultados obtidos na fase do Estudo Preliminar e
como esse topico do Calculo é trabalhado na instituicdo onde se realiza a pesquisa; 2) considera
que as praticas utilizadas na resolucdo das situacdes-problema devem fornecer informacdes
sobre o grau de ajustamento do significado pessoal dos estudantes em relacdo ao significado
institucional do objeto Integral Definida, considerando algumas de suas configuragdes
epistémicas (CRISOSTOMO, 2012) — na tentativa de alcance desse aspecto, foram incluidas
atividades que ativam alguns significados parciais do objeto; 3) pretende mobilizar processos
relevantes para a atividade matematica destacados no EOS (GODINO; BATANERO; FONT,
2008; FONT; RUBIO, 2017); 4) considera os conhecimentos prévios dos estudantes como
suporte para suas praticas como professores que ensinardo Matematica.

Em relacdo a esse quarto aspecto, ressaltamos que, no desenho da proposta didatica,
contemplamos a inclusdo de trés tipos de tarefas:

a) aquelas que os estudantes colocam em agédo o conhecimento comum — resolver a tarefa
matematica respectiva ao nivel em que estdo posicionados;

b) aquelas a demandar o conhecimento de diferentes representacdes e significados parciais
de um objeto matematico, resolver a situagdo-problema por meio de varios
procedimentos, manifestar diferentes argumentos validos, identificar o conhecimento

colocado em acéo durante a resolucdo de uma tarefa matematica — que consideramos
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como conhecimento especializado; e

c¢) aquelas tarefas para aplicagédo de conhecimento ampliado — generalizar tarefas sobre
conhecimento comum ou especializado e/ou fazer conexdes com objetos matematicos
mais avancados do curriculo. Dada a complexidade da abordagem de uma tarefa que
atenda os trés critérios, simultaneamente, as situagdes-problema propostas foram
selecionadas de tal forma que as tarefas se complementam para avaliar esses critérios.

Assim, a proposta didatica sugere uma trajetdria para que o estudante aprimore seus
conhecimentos sobre a Integral Definida e, também, para o desenvolvimento de competéncias
didaticas que poderdo ser utilizadas em sua pratica como professor, como uso de distintas
representacdes, uso de interdisciplinaridade na abordagem de contetudos matematicos, uso das
tecnologias digitais voltadas para o ensino e a aprendizagem de contedos matematicos.
Schoenfeld e Kilpatrick (2008), ao discutirem sobre a Teoria da Proficiéncia na educacéo,
afirmam “que as pessoas precisam desenvolver habilidades para se tornar proficientes” (2008,
p. 350, traducdo nossa). No EOS essa teoria € explicada como uma referéncia aos
conhecimentos e competéncias que deveriam ter os professores para que seu ensino seja eficaz
(GODINO, 2002, p. 18).

Como conhecimento comum do contetdo (CCC), consideramos que o estudo da Integral
Definida, implementado pela proposta didatica, traz aos estudantes, futuros professores, além
da possibilidade do aprimoramento do conhecimento desse contetdo especifico do Célculo, a
possibilidade de aprimoramento de conhecimentos matematicos como funcbes e suas
propriedades, geometria plana, conversdo de escalas, proporcionalidade. Esses contetdos da
Matemaética Basica sdo abordados nos Anos Finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio
que compreende o campo de atuacdo dos futuros professores. Dessa forma, os estudantes tém a
oportunidade de se apropriar de propriedades, conceitos e procedimentos que lhes serdo Uteis
no processo de ensino desses contetidos. Avaliamos ainda como CCC os elementos basicos da
Integral Definida, integrados a estrutura metodoldgica do processo de ensino, compreendendo
0S objetos primarios (linguagens, conceitos/definicdes, proposi¢Oes/propriedades,
procedimentos e argumentos).

Como conhecimento avangado do conteudo (CAC), que considera o conhecimento dos
conceitos previstos para as etapas posteriores ao nivel escolar em foco, reforcamos que na
licenciatura em Matematica em que os estudantes, participantes da pesquisa, sao matriculados,
o0s contetudos com maior nivel de profundidade (conhecimento ampliado) apresentam-se com a
proposta para formar um professor critico na anélise de documentos e materiais curriculares ao

planejar suas aulas, a fim de criar condi¢des para que seus alunos possam desenvolver-se em
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um processo reflexivo e questionador.

A mobilizacdo dos conhecimentos especializados do contetido (CEC) se da a partir de
estratégias que foram adotadas, tais como solicitar respostas as atividades, em que € necessario
justificar e argumentar sobre as resolucdes; tecer reflexdes sobre casos particulares, partindo
para a generalizacdo de conceitos, e sobre propriedades e/ou proposi¢Oes apresentadas;
envolvimento com atividades de diferentes tipos, tais como situagdes-problema e tarefas que
articulam tecnologias digitais e interdisciplinaridade.

O desenvolvimento de atividades da natureza da proposta didatica implementada visa
oportunizar ao estudante criar diferentes experiéncias de aprendizagem, uma vez que pressupde
autonomia intelectual e acdo docente. E esperado que o estudante supere a postura de mero
espectador de um processo e assuma uma postura critica, questionadora e de discussdo,
registrando suas reflexdes, intervindo na realidade, posicionando-se e assumindo
responsabilidades.

Utilizamos, nas secOes seguintes, a ferramenta de configuracdo ontossemiética do EOS
para realizar uma analise detalhada dos contetudos que sdo mobilizados nas praticas necessarias

para resolver as atividades da proposta didatica.

6.2 Configuracao Epistémica-ecologica

Nesta secdo, abordamos a configuracdo epistémica-ecoldgica, relacionada aos
significados institucionais da Integral Definida utilizados, articulando a ecologia de saberes
como referéncia para anélise.

Passamos, primeiramente, aos aspectos ecoldgicos que abordam como a Integral
Definida esta prevista na ementa da disciplina de Calculo Diferencial e Integral | no curso de

Licenciatura em Matematica, na instituicdo onde foi realizada a pesquisa.

6.2.1 O Estudo da Integral Definida na Licenciatura em Matematica da Unimontes

A organizacdo curricular da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de
Montes Claros se baseia, especialmente, na Resolucdo CNE/CP N° 2, de 1° de julho de 2015,
que estabelece as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Formacdo de Professores da
Educacgéo Bésica em nivel superior, curso de licenciatura, de graduacdo plena. Tal Resolucao,
gue se ampara no Parecer CNE/CP 002/2015, apresenta expectativas de que 0s cursos de

licenciatura implementem uma formacdo de professores que tenha como principio a
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indissociabilidade entre teoria e prética, pois ¢ instituido que “durante o processo formativo,
devera ser garantida efetiva e concomitante relagdo entre teoria e préatica, ambas fornecendo
elementos basicos para o desenvolvimento dos conhecimentos e habilidades necesséarias a
docéncia” (BRASIL, 2015, p. 13). Essas diretrizes estdo contempladas no Projeto Pedagogico
do Curso (PPC) da Licenciatura em questéo.

O curriculo desse curso, atendendo a Resolugdo citada, é organizado por meio dos
componentes curriculares distribuidos em quatro eixos: 1) Conhecimentos Especificos de
Matematica; ) Conhecimentos Didatico-Matematicos; Il1l) Formacdo Geral Docente; 1V)
Conhecimentos Experiencial e Profissional. Esses eixos contemplam 0s componentes
curriculares tedricos e praticos que se encontram articulados ao longo do PPC da Licenciatura
em Matematica da Unimontes, que foi reformulado em 2019, e buscam contemplar as distintas
categorias do conhecimento do professor de Matematica no ambito da Licenciatura.

Na organizagdo dos programas curriculares das disciplinas, o estudo da Integral
Definida é contemplado em Célculo Diferencial e Integral, que é dividido em quatro disciplinas
do curso, e esta presente no segundo periodo do curso, na disciplina Calculo Diferencial e
Integral | (CDI-1). Na Figura 12, apresentamos um resumo das quatro disciplinas relacionadas

ao Calculo Diferencial e Integral constantes desse PPC.

Figura 12 — Distribuigao dos contetidos das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral

Pré-Caculo Calculo Diferencial e Integral |
Matrizes. Determinantes. Sistemas lineares. Limite e Continuidade de funcdes reais de
Conjunto dos numeros reais (R). Operacdes uma variavel real. Célculo diferencial de
em R. Potenciagdo e Radiciagdo em R. funcdes reais de uma variavel real e
Exponenciais e logaritmos. Mddulo de aplicaces. Céalculo Integral de funcdes
nameros reais. Intervalos reais. Produtos reais de uma variavel real e aplicacGes.
notaveis. Bindmio de Newton. Expressdes Integrais improprias e técnicas de
Algébricas (operagoes, fatoracéo, ‘ integracdo.
simplificacdo).
Calculo Diferencial e Integral I1 , Célculo Diferencial e Integral 111
Sequéncias e séries numéricas: critérios Integracdo dupla. Integracio tripla.
de convergencia. Série de poténcias. Mudanga de coordenadas. Integrais de
_ Funcbes de varias variaveis. linha. Diferenciais exatas e independéncia
Diferenciabilidade de funcdes de varias de caminhos. Analise vetorial: teoremas
variaveis. Maximos e minimos. de Green Gauss e Stokes.

Fonte: Projeto Pedagogico do Curso Matematica, 2019

A disciplina CDI-I tem carga horaria de 108 horas/aula. No plano de ensino analisado,
referente ao 1° semestre de 2020 (Anexo A), 0s objetivos contemplam: possibilitar ao estudante

conhecimento sobre funcdes reais de variaveis reais, limites, continuidade, derivadas e integrais
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e aplicar os resultados aprendidos em outras disciplinas.

De modo geral, o contetido programético para desenvolvimento da ementa da disciplina
CDI-I ¢é organizado pelos professores do seguinte modo:

a) Unidade 1 — Funcdes reais de uma variavel real. Limite e continuidade de funcdes reais
de uma variavel real;

b) Unidade 2 — Derivadas de fungdes reais de uma variavel real. Estudo da variacdo de
funcdes reais de uma variavel real. Maximos e Minimos. Aplicacdes. Teorema de Rolle
e do valor medio;

c) Unidade 3 — Calculo Integral. Conceito. Teorema Fundamental do Célculo. Integrais
Imediatas. Aplicacdes. Técnicas de integracdo. Introducdo ao estudo de fungbes de
varias variaveis reais.

Os topicos referentes a Integral Definida estdo presentes na Unidade 3, como um
subitem do Célculo Integral.

A estratégia didatica adotada privilegia a forma como os conceitos e atividades sdo
abordados pela bibliografia selecionada para a disciplina, quais sejam, aulas expositivas,
atividades em grupo e individuais, listas de exercicios e pesquisas bibliogréaficas. No entanto,
existe um esforgo dos professores e Coordenacao do curso para viabilizar a realizacéo de a¢oes
que possibilitam o desenvolvimento de competéncias previstas nas DCN da Licenciatura em
Matematica.

Na disciplina Céalculo Diferencial e Integral I (CDI-I), o processo avaliativo ocorre a
partir de atividades com consulta, realizadas individualmente ou em grupo, em sala, e provas
individuais sem consulta. Aspectos como interesse, assiduidade, participacdo, dominio de
conteudo, capacidade de andlise e raciocinio l6gico, manifestados pelos estudantes durante as
aulas também sdo considerados pelos professores.

A bibliografia béasica, indicada no PPC da licenciatura em questdo, é composta por trés
obras:

a) GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de Calculo. v. 1 e 2. 5. ed. Rio de Janeiro:
LTC, 2001.

b) STEWART, James. Calculo. v. 1. 7 ed. So Paulo: Cengage Learning, 2014.

c¢) THOMAS, George B. Célculo. v. 1. Séo Paulo: Pearson Education, 2003.

A bibliografia complementar, desse mesmo curso, compreende duas obras, quais sejam:

a) LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. v. 1. 3. ed. S&o Paulo: Harbra,
1994,

b) SWOKOWSKI, Earl William. Calculo com Geometria Analitica. 2. ed. rev. Sdo Paulo:
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Makron Books, 1995.

Segundo Cooney (1994), os programas de formacao de professores devem propiciar aos
estudantes experiéncias que os ajudem a criar a0 mesmo tempo um embasamento teorico-
conceitual especifico e pedagdgico. Esse autor afirma que os cursos de Licenciatura se

caracterizam por

Dar condicdes aos licenciandos de desenvolver um conhecimento matematico sob
uma perspectiva construtivista;

Oferecer ocasides para os licenciandos refletirem sobre suas préprias experiéncias
como aprendizes de Matematica;

Fornecer contextos nos quais os licenciandos desenvolvam habilidades em identificar
e analisar os obstaculos de ensino e como lidar com estes;

Dar oportunidade aos licenciandos de traduzir o0 seu conhecimento matematico em
estratégias adequadas de ensino (COONEY, 1994, p.16).

A proposta didatica elaborada e implementada com os estudantes participantes desta
pesquisa coadunam com as diretrizes do PPC da Licenciatura em Matemaética da Unimontes
que, por sua vez, atende as preocupacdes apontadas por Cooney (1994), concernentes aos
anseios dos professores em atividade, em que para ser professor ndo basta “ter” apenas
contetdos matematicos, mas se preocupar em saber quais dificuldades se interpdem a aquisicédo
desse conhecimento e qual a melhor forma de torna-lo acessivel aos estudantes para que possam
compreendé-lo e construi-lo adequadamente.

A definicdo de Integral Definida é fundamentada no conceito de Soma de Riemann, isso
significa que a nocdo de Integral Definida é dada como sendo uma adi¢do de infinitas parcelas,
infinitamente pequenas. Esse objeto de estudo é abordado com maior ou menor profundidade
de acordo com o objetivo de cada curso. O estudo da Integral, na formagéo do professor de
Matematica, apresenta-se como sendo de fundamental importancia por ser suporte para diversas
aplicacdes, como calculo de medidas de areas, perimetros, volumes, nogdes procedentes da
Fisica, dentre outras, conforme ja destacado anteriormente, interagindo com outras disciplinas
do curso de Matematica e com outras areas do conhecimento.

Em consonancia com o EOS, corroboramos a posi¢cdo de que as nog¢bes de Calculo
devem ser introduzidas e desenvolvidas no Ensino Superior comecgando pelas situacdes-
problema. Nessa perspectiva, a proposta didatica é composta de atividades que apresentam,
inicialmente, uma situacdo-problema que direciona o desenvolvimento das praticas
matematicas que se manifestam na resolugdo de uma sequéncia de tarefas diferentes,
constituindo-se em subconfiguracGes, constando de construcdes a serem realizadas no

GeoGebra. Também hd um conjunto de questionamentos com o intuito de possibilitar a
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mobilizagdo dos processos cognitivos dos estudantes participantes da pesquisa. No processo de
selecdo, elaboracdo e anélise da implementacdo dessas atividades, utilizamos as no¢des de
configuragdo epistémica?® e configuracio didatica®®, com o intuito de possibilitar ao estudante
a identificacdo de alguns significados parciais da Integral Definida.

Passaremos a tratar dos aspectos epistémicos que foram considerados no desenho da
proposta didatica, com destaque para os significados institucionais de referéncia da Integral

Definida, utilizados no desenvolvimento dessa proposta.

6.2.2 Significados Institucionais de Referéncia

6.2.2.1 Area, Integral de Riemann e Integral Definida

¢ O conceito de area como uma funcéo de conjuntos

Introduzimos a nocao de area a partir de uma funcdo a, denominada funcéo area que
associa a cada regido S do plano um namero real a(s) denominado &rea de S.
Essa nocdo de area é definida axiomaticamente, conforme dispde Apostol (1967):
Assumimos que existe uma familia M de regibes planas S cuja funcdo a satisfaca as
propriedades:
1. Paraqualquer Sem M, a(S) = 0.
2. Propriedade aditiva: Se SeT estdloem M entdo S U T eS N T também estdo e, além
disso,
3. Propriedade da diferenga: a(SUT) = a(S) + a(T)- a(SNT).
4. Invariancia da congruéncia: Se uma regido S esta em M e S é congruente
aTentdo T tambémestaemMe a(S) = a(T).
5. Escolha de escala: Todo retangulo R estd em M. Se o retdngulo tem largurahe
alturak entdo a(R) = h- k.
6. Propriedade da exaustdo: Seja Q um conjunto limitado entre duas regibes em

escada,SeT, tal que: SSQCST (*). Se existe um Uanico ndmero ctal que

28 As configuragdes epistémicas sdo compostas pelos objetos que intervém e emergem dos sistemas de praticas
matematicas em diferentes contextos de uso. Um objeto matematico pode ter varias configuracdes epistémicas e
essas carregam um significado parcial diferente para aquele objeto matematico (FONT; GODINO, 2006).

2% Uma configuracéo didatica esta associada a uma configuragdo epistémica, isto é, uma tarefa, os procedimentos
requeridos para sua solucdo, linguagens, conceitos, proposices e argumentacdes (GODINO; BATANERO;
FONT, 2008).
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a(S) < ¢ < a(T), para quaisquer regides em escada S e T que satisfaz (*), entdo

a(Q) = c.
Pode ser demonstrado que existe uma tal funcéo area, conforme esta disposto em Moise
(1990)%°.

Os elementos de M sdo denominados mensuraveis.

Vale destacar que os axiomas asseguram que: A &rea de uma regido plana é sempre
maior ou igual a zero. Que o conjunto vazio é mensuravel e sua area € igual a zero, assim como
um segmento de reta; que cada regido escada € mensuravel e que a sua area é a soma das areas
das regides retangulares que constituem a regido escada. O Axioma 6, incorporando 0 método
grego de exaustdo, permite estender a nogdo de area de regibes retangulares a outras regides

ndo retangulares.

e Conjuntos ordenados

Seja f uma fungdo nédo negativa, definida em um intervalo fechado da reta [a, b]. A
regido do plano limitadapora < x <b e 0 <y < f(x) é denominado conjunto ordenado de

f. O conjunto S representado na Figura 13, € um exemplo de um conjunto ordenado de f:

Figura 13 — Exemplo de um conjunto S ordenado de f

Yy

a b T

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.
Legenda: S ={(x,y)]la<x<bh,0<y < f(x)}.

e A nocéo de Integral de funcGes escada

Seja s uma fungéo escada definida em [a, b] e P uma particdo de [a, b] em que a fungéo

s e constante em cada subintervalo dessa particéo.

30 MOISE, E. E. Elementary geometry from an advanced standpoint. 3. ed. London: Ed. Pearson, 1990.
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Define-se Integral de s em [a, b] como a soma dos valores das areas das regies

. , b
retangulares. Indica-se o nimero resultante dessa soma por fa s(x)dx.

Pode-se verificar que a(s) = f; s(x)dx.
A partir da nocédo de Integral de uma funcéo escada pode-se generalizar o conceito de
Integral para outras funcdes em que se pode utilizar o método de exaustdo do axioma 6.

A Integral de uma funcdo existe quando existe um Unico numero [Ital que

f:s(x)dx <I< f: t(x)dx, para quaisquer s, t escadas tais que s< f < t.

e A &rea de um conjunto ordenado expressa como uma Integral

Teorema: Seja f uma funcdo ndo negativa que admite Integral Definida no intervalo

[a, b], e seja Q 0 conjunto ordenado de f em [a, b]. Entdo Q é mensuravel e a sua area é igual

a f;f(x)dx.

Demonstracdo: Sejam S e T duas regides em escada que satisfacam S € Q < T. Para
essas regides escada existem duas fungdes escadas que satisfazem s < f < t em [a, b], tais que:
a(s) = f: s(x)dxea(T) = f: t(x)dx, quaisquer que sejam as funcdes s e t escadas tais que
s< f < t. E entdo existe um unico numero I que satisfaz a(S) <1 < a(T).

Como f e integravel em [a, b], 0 nUmero [ = fa f(x)dx é o Unico numero que satisfaz

a desigualdade: f: s(x)dx <1 < f; t(x)dx paratodas as fungbes escadasetcoms < f < t.

Portanto, este é também o Unico numero que satisfaz a(S) < Z < a(T) para uma regido em

escadaSeTcomS € Q € T . Pela propriedade da exaustdo, isto prova que Q € mensuravel e
que a(Q) = Z.

e Integral de Riemann

Definicdo: Seja [a, b],a, b € R, um intervalo fechado da reta. Uma particéo de [a, b] é
um subconjunto finito {xy, x4, ..., xx} S [a,b] cOm a=x; < x; < x, <+ <x,=b. O
conjunto de todas as particdes de [a, b] vamos representar por p. E possivel notar que uma
particdo {x,, ..., x; } € p determina k intervalos fechados: [x,, x1], [x1, x2], ..., [Xx—1, X ], @ qual
chamamos de subintervalos de parti¢do. Seja P € p, P = {xy, ..., X} , definimos a norma de P

como sendo o nimero ; 2}&{p; — pi_1}-
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Definicdo: Uma particdo, vetada de [a, b] € uma particdo P de [a, b], juntamente com a
sequéncia finita I = {ty, ..., tx_1}, com t; € [x;, x;41]Vi =0, ...,k — 1. Vamos denotar por

{P, I} a particdo P etiquetada pela sequéncia I, conforme ilustrado na Figura 14.

Figura 14 — Particdo P etiquetada pela sequéncia |

to t to te1

a = x T ) T3 T Th_1 =20

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.

Em outras palavras, uma parti¢do etiquetada € uma particdo juntamente com um ponto
de cada subintervalo. Dizemos que particdo etiquetada {Q, J} é um refinamento de {P, I} se
Q c P e] c I. Definimos entdo no conjunto A das particdes etiquetadas de [a, b] uma relacéo
de ordem parcial (<) tal que {P,1} = {Q,]} se e somente se {Q, ]} é um refinamento de {P, I}.

Seja f: [a, b] » R, uma funcdo definida em [a, b] que assume valores ndo-negativos.
Dada uma particéo etiquetada {P, I} de [a, b], uma soma de Riemann de f com respeito a {P, I}
é dada por: S({P, 13) = X153 £ (t) (Xie1 — %)

Assim, cada parcela do somatério acima representa a area de um retangulo com altura
f(t;) e comprimento x;,; — x;.

Entdo temos: Area de S = f: f(x)dx.

Figura 15 — Representacdo grafica G, de uma funcdo g em um sistema cartesiano, com exposi¢do sombreada de
regides retangulares usadas para aproximar a medida da area sob a curva g, em um intervalo [a, b]

g=f(z)

Exemplo
parak =5

a to T t1 T2 ¢y T3 13 xy ft4 rs ts b

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.

Dizemos que a Integral de Riemann da funcéo f é igual a S se, V &€ > 0, existe uma
particdo etiquetada {P,I} de [a,b] tal que, para qualquer refinamento {Q,J} de {P,I},
Q = 1, Y2 -, Yuh ] = {51,52, -, S}, tenhamos:
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n-1
IS@N=SI= D F$)0im—y) =S| <e
i=0

Figura 16 — Representagdo grafica G, de uma funcéo f em um sistema cartesiano, com exposi¢do sombreada de
regides retangulares usadas para aproximar a medida da rea sob a curva f, em um intervalo [a, b]

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.

Podemos definir a Integral de Riemann de f como o limite da soma de Riemann em
relagdo a parti¢Bes cujas normas tendem a zero. H& de se observar, intuitivamente, que quanto
mais fina for a parti¢do (isso é, mas préxima de zero for a sua norma), mais préximo da area
sob a curva y = f(x) sera o valor da Integral da f sobre tal particao.

Teorema: Seja f:[a,b] = R uma funcdo continua positiva, entdo a area da regido

delimitada pelas retas x = a,x = b,y = 0 (eixo x) e pelo grafico de f é igual a Integral da f.
e Relagdo entre a Integral de Riemann e area

1. Seja f:[a, b] —» R uma funcéo continua e positiva, entdo a area da regido S delimitada

pelo gréfico de f, pelo eixo x e pelas retas x = a e x = b é dada por:

areade S = f:f(x)dx.
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Figura 17 — Representacdo grafica G, de uma fungéo f em um sistema cartesiano, com exposi¢do sombreada da
regido que representa a area sob a curva f, em um intervalo [a, b]

Y

a b T

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.
Legenda: S ¢ a regido limitada por G, x = a,x = b e 0 eixo das abscissas, ou seja,
S={l,YV|a<x<bh0<y<f(x)}

Essa relacdo de area é observada a partir da definicdo de Integral de Riemann.

2. Sem a hipotese de f ser positiva, a area delimitada pelo grafico de f, pelo eixo x e pelas

retas x = a e x = b é dada por:
AreadeS = |[ f(x)dx| ou AreadeS = - [} f(x)dx.

Figura 18 — Representagdo grafica G, de uma fungéo f em um sistema cartesiano, com exposi¢&o sombreada da
regido que S que representa a area sob a curva f, em um intervalo [a, b]

Ao s

b

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.

Podemos considerar também as fungdes f* e f~, chamadas parte positiva de f e parte

negativa de f, respectivamente, dadas por:
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vy (fQsefx) =0 & (—f(x),sef(x) <0
f (x)—{ 0,se f(x) <0 o (x)—{ 0,se f(x) >0

De modo que tenhamos propriedade como: f* e f~, sdo ndo-negativas, f = f* — f~

e|fl =f*— f e, assim, a area anterior pode ser calculada como:

b b
Area deSzf f+(x)dx+f f~()dx

e Area e Derivabilidade

Teorema Fundamental do Célculo: Seja f: [a, b] —» R, uma funcédo continua. Dado x, €

[a, b] fixado, defina a aplicacdo F:[a,b] » R;F(x) = f;i)f(s)ds, entdo F é derivavel e

F'(x) = f(x).

Sejax € (a,b) e f:[a, b] continua e positiva, dado € > 0, podemos obter h > 0 tal que

f@-fOI<evye(x-5.x+3)

Figura 19 — Representacdo grafica de uma regido S, (x) em um intervalo [x - % x+ %]

) . +h..
r— — .xr =
Ty 2

Fonte: A autora, 2021, por meio do GeoGebra.

Chamando de S.(x) a éarea acima, por um lado, como Vy € (x — g,x + %)
If(x) — f()| <& observa-se que: h-(f(x)—¢) < Area(S.(x)) < h- (f(x) + &), por

outro lado, observa-se também que a rea é, precisamente F (x + g) - F (x - %) dai:




142

Donde segue que:

e [ écontinuaem x.
. _ : h _
De fato: lim|F (x + h) = f(x)| <lim ||F(x+3)|+¢| =0,
Onde na primeira desigualdade que usamos (*), trocando x por x + % obtendo

F(x+ h) — F(x)
h

< max{|f(x) — el If(x) + e} = |[f ()] + ¢

E, para concluir que o limite acima é 0, usamos o fato de f:[a, b] —» R ser
limitada.

* F(x)=f(x)

Da relacdo entre ¢ e h e usando (*), segue que:

Bl

f(x)—eS}ling <f(x)+e Vex>0.

h

Donde segue que: }lmgw = f(x), (x%)

h h
Flx+5)—F(x) F(x)—F(x—5
> lim (+3) +lim h( 2)=f(x) 1)

1 1
= SF'(0) +5F'(0) = f(x) = F'(x) = f(x)

A separacdo dos limites em (1) faz sentido, por causa da relagdo (**), trocando
x por x + % e h por % Portanto, F’ = f em (a, b).
No caso em que f ndo é necessariamente positiva, basta fazer f = f* — f~ e os estudos

acima para f* e f~, donde conclui-se que F’ = f nesse caso tambhém.
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Com isso, concluimos, tomando x, = a e x = b que, nas condic¢des de continuidade, a
Integral Definida de f, de a até b, representa, uma Integral de Riemann e portanto, uma area
nas condicdes da regido.

Apesar da area ser definida axiomaticamente como numero e, portanto, a medida de
regido plana, usualmente, nos livros didaticos do Ensino Basico e em alguns do Ensino Superior
considera-se a area como regido. Assim, nesta investigacao, referenciaremos area como uma
regido plana mensuravel e medida de area como o numero positivo que expressa a medida de

uma regiéo.

6.2.2.2 Significados Institucionais da Integral Definida utilizados na proposta didatica

No EOS, o significado se relaciona aos sistemas de préaticas operacionais e discursivas
— institucionais e pessoais — que sdo operacionalizados por meio de configuragdes
correspondentes — epistémicas ou cognitivas, referentes ao quadro institucional, culturas e
comunidades de pratica. Os sistemas praticos e, consequentemente, as configuracfes dos
objetos que emergem dessas praticas podem ser organizados em subsistemas
(subconfiguracdes), cada um constituindo um significado parcial do objeto em questéo.

Com base em um estudo histérico, epistemoldgico e didatico da Integral, Crisostomo
(2012) sistematizou diferentes significados institucionais atribuidos a Integral, considerando a
evolugdo historica dessa nogdo e suas conexdes com os estudos desenvolvidos na Didéatica do
Célculo, particularmente, na Didatica da Integral. Assim, considerou til distinguir oito tipos
diferentes de configuracdes epistémicas da Integral: intuitiva, primitiva, geométrica, soma,
aproximada, extramatematica, acumulada e tecnoldgica. Dessas oito, utilizamos seis como
referéncia para a pesquisa: intuitiva, geométrica, soma, extramatematica, acumulada e
tecnoldgica. Ressalta-se que o contexto desta investigacéo se assemelha ao contexto de atuacéo
pedagogica da pesquisa de Crisostomo (2012), que consiste na formacdo de professores de
Matematica sobre um tema especifico (Integral), no contexto socioprofissional da graduacdo
em Matematica no Brasil.

No Quadro 7, apresentamos uma sintese das configuracdes epistémicas, sistematizadas
por Crisostomo (2012), com base nos descritores: situagdes-problema, elementos linguisticos,

procedimentos, proposicdes, definigdes, argumentos.
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Elaboramos as atividades constituintes da proposta didatica da pesquisa a partir dos
conceitos basicos da Integral de Riemann de uma fungéo f:Ic R — R, continua, em que R
denota o conjunto dos niimeros reais e I denota um intervalo fechado em R, I ndo degenerado.
Para efeitos de motivacdo, mobilizamos o problema cléassico do célculo de medida da area de
uma regido S do plano R? = {(x,y); xe R, ye R}, limitada por uma curva fechada simples,
sendo a fronteira de S constituida pela representagdo grafica da fungdo f, ou seja,
Gr= {(x,y) e IxR; y = f(x)}; além de segmentos de retas verticais x = a,x = b, por
exemplo, sendo a e b os extremos de I; e 0 eixo das abscissas, conforme Figura 17, apresentada
anteriormente.

Para efeitos do que se costuma mobilizar para as praticas matematicas que levam a um
dos significados parciais da Integral de Riemann, como a medida da area de uma regido limitada
do plano, cuja fronteira € uma curva fechada simples, consideramos trés casos para a definicdo
da regido S, a saber, o caso que foi sobredito anteriormente, representado na Figura 17; o caso
em que S esta limitada pelo conjunto Gt , por duas retas horizontais y = k, k € R e 0 eixo das
ordenadas (Figura 20); e o caso em que a fronteira de S est4 formada pelas representaces
graficas de duas fun¢des consideradas (Figura 21).

Figura 20 — Representacdo grafica da regido S limitada pelo conjunto Gf,
por duas retas horizontais y =k, k € R e o eixo das ordenadas

Yy
/ ;
y=k

Fonte: A autora, 2021, via uso do GeoGebra
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Figura 21 — Representagdo grafica da regiao S, formada pelas representacdes graficas de duas funcoes f e g

Y

-

Fonte: A autora, 2021, via uso do GeoGebra.

6.2.3 Trajetoria Didatica em cada Unidade de Estudo

Apresentamos no Quadro 8 a configuracdo epistémica-ecoldgica da proposta didatica,

por Unidade de Estudo, identificando as configuracdes epistémicas de Crisostomo (2012) que

foram utilizadas na exploracéo da Integral Definida em cada uma das atividades.

Quadro 8 — Configuracdo Epistémica por Unidade de Estudo

Configuracdes

Encontro | Unidades de Estudo Atividades Objetivos gerais epistémicas
mobilizadas
Intuitiva
1. Introducéo a . . .
S ¢ Estimar medidas de Geomeétrica
1° Definicdo de Integral ,
. areas. Soma
de Riemann e
Tecnoldgica
) Institucionalizar o
Institucionalizagdo | 2. Sobre os conceitos | conceito da Integral
do conceito de da Integral de Definida, ampliando as Intuitiva
Integral Definida Riemann para o reflexdes acerca dos oy
. . A L Geomeétrica
20 calculo de medida de | significados parciais da Soma
area e a compreenséo Integral Definida de L
; y . Tecnoldgica
do conceito de fungBes continuas em
Integral Definida. que f(x) < 0,em
determinado intervalo.
0 3. Aplicagdes da Relacionar conceitos da Intuitiva
L Integral na Fisica — Fisica, como Geomeétrica
Aplicacgdes da A
. Problemas de deslocamento e distancia, Soma
3° Integral Definida em . . L.
movimento com conhecimentos do Tecnoldgica
Contextos . -
Caélculo, por meio do uso Acumulada

Extramatematicos

da Integral Definida.

Extramatematica

Fonte: A autora, 2021
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Na quinta coluna do Quadro 8, as configuragdes epistémicas sdo as apresentadas por
Crisostomo (2012), sendo as configuracdes intuitiva, geométrica, tecnoldgica e soma abordadas
em todas as atividades da proposta didatica; a extramatematica e acumulada sdo contempladas
na Atividade 3. Expomos a seguir como essas configuracdes estdo impulsionadas na proposta
didatica.

Os aspectos da configuracao epistémica intuitiva sdo contemplados, inicialmente, nas
duas primeiras situacdes-problema propostas na Unidade 1. Em um primeiro momento, a no¢ao
de Integral Definida é trabalhada intuitivamente, sendo interpretada como a medida da area de
uma regido. Em seguida, as tarefas ou configuragcdes remetem ao uso das nocdes de infinito e
limite, fazendo uma aproximac&o da medida da area usando as Somas de Riemann no processo
de resolucdo da situacdo-problema. Embora, ao final das atividades, busca-se a formalizacédo
do conceito de Integral Definida, na introducdo dessas, ha a disposicdo de tarefas que remetem
a respostas informais. E estimulada a producdo de argumentos dedutivos e indutivos. A
atividade da Unidade 2 traz uma aplicacdo no contexto da Fisica que, no inicio, é tratada
intuitivamente.

A configuracdo epistémica geométrica se faz presente nas atividades das duas
Unidades. A Integral Definida € utilizada para calcular a medida da area de uma regido plana
na primeira atividade, caracterizando a natureza geométrica dessa situacdo-problema, que
também se verifica na Atividade 2. A Atividade 3 da Unidade 2 traz também um apelo a
interpretacdo geomeétrica que, em todas as atividades, é apoiada pelo uso do software GeoGebra,
na construcdo de retdngulos sobrepostos a regido compreendida entre a representacdo grafica
de uma funcéo continua f e o eixo das abscissas em um intervalo [a, b], Essa pratica auxilia na
analise dos dados das situa¢es-problema e promove a interpretacédo das solucfes dessas como
uma Soma de Riemann.

A solucdo de todas as situagOes-problema propostas & apoiada por um processo
construtivo, realizado com o uso do GeoGebra, caracterizando a configuracdo epistémica
tecnoldgica. A intencdo € que a visualizacao, propiciada pelo uso de software, possa auxiliar
na compreensdo dos estudantes. Importante destacar que o desenho da proposta didatica
contempla o uso de tecnologias digitais como contribui¢do para o estabelecimento de distintas
representacdes e de experimentacdo, articulagdo de registros graficos e algebricos, assim como
para operacionalizar alguns resultados institucionalizados nas atividades propostas.

A busca pelo aprimoramento da linguagem e compreensao da simbologia do Calculo é
contemplada na estrutura das atividades que compdem as duas unidades, enfatizando a

configuracao epistémica soma. As atividades abordam a nogéo de Limite, sendo o célculo da



149

Integral Definida realizado como o Limite de uma Soma de Riemann em cada situacao-
problema. Conforme considera Crisostomo (2012), a nogdo da Integral desenvolvida
atualmente no Ensino Superior, especificamente no contexto da formacdo de professores de
Matematica no Brasil, baseia-se na integral de Cauchy-Riemann. E imperativo que o contetido
e a metodologia de ensino desse topico do Célculo sejam adaptados as necessidades dos
estudantes.

A Unidade 2 traz uma situacdo-problema que contempla a interdisciplinaridade da
Matematica com outras Ciéncias, aqui denominadas extramatematicas, e requer conceitos e
procedimentos de diferentes areas de conhecimento. A Atividade 3 dessa Unidade abrange a
configuracdo epistémica extramatematica. Nao é facil para o estudante resolver problemas,
especialmente na interdisciplinaridade, reconhecendo a relacdo do conteddo da Matematica
com uma situacdo problematizada, conforme argumenta Crisostomo (2012). A Unidade 2,
portanto, pode colaborar para a mobilizacdo desse tipo de situagfes — a Atividade 3 envolve
uma aplicagdo na Fisica.

A configuracao epistémica acumulada, que se relaciona com os problemas do Calculo
gue envolvem mudanca e movimento, faz-se presente na Atividade 3, especificamente,
distancia percorrida e deslocamento — conceitos que os estudantes, muitas vezes, confundem e
que a analise matematica pode esclarecer, sendo que distancia e deslocamento, dependendo do
sistema de referéncia, podem representar um mesmo resultado ou ndo. As linguagens algébrica,
grafica e computacional predominam nessas atividades, das quais emergem o conceito de
mudanca acumulada, principalmente, nas atividades relacionadas ao movimento na Fisica.

Apresentamos, nas se¢fes seguintes, a configuracdo epistémica-ecoldgica por Unidade
de Estudo, que sdo compostas por atividades conforme explicitacdo no Quadro 8. Descrevemos
as atividades que compdem cada Unidade de Estudo, como foram aplicadas aos estudantes da
Licenciatura em Matematica da Unimontes, com uma descri¢do geral dessas, destacando os
objetivos gerais, especificos e os principais objetos e processos abordados em cada Unidade.

A Figura 22 explicita a organizagdo em que cada atividade foi estruturada.
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Figura 22 — Organizagdo da Proposta Didética para o estudo da Integral Definida.

Proposta

Didatica

Unidade 1: Unidade 2:
Institucionalizacdo Aplicacdo

Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3
Situacdo-problema Situacdo-problema Situacdo-problema
1 2 3
Tarefas Tarefas Tarefas

Fonte: A autora, 2021

6.2.3.1 Unidade 1: Institucionalizacdo do conceito de Integral Definida

Esta Unidade é composta pela primeira e segunda atividades implementadas,
presencialmente, com os estudantes da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual
de Montes Claros. Tais atividades buscam potencializar a compreensao do conceito referente a
medida de area de uma regido, limitada por uma curva fechada simples, que, necessariamente,
ndo é um poligono. Procuramos mobilizar o conhecimento do conceito de Integral Definida em
dois aspectos do desenvolvimento de competéncias a serem desenvolvidas no ensino de
Integral: competéncias relacionadas as habilidades de aplicacdo de conhecimentos para
resolucdo de problemas, cuja modelagem matematica remonta as origens do conceito de
Integral de Riemann; seguidas das competéncias atinentes ao desenvolvimento de atitudes e de
valores, os quais alcangam os aspectos humanos e sociais na formacéo profissional de futuros
professores de Matematica.

Apresentamos duas situacdes-problema nesta Unidade de Estudo, estabelecidas desde
perspectivas grafica, algébrica e numérica, que abordam maneiras de se calcularem
aproximacdes de medida de uma area S que remete ao método da exaustdo, com erros que
podem ser tipificados por um valor abaixo da medida da area (aproximacéo por falta) ou, o

contrario disso, quando se trata da aproximacao por excesso. O mais comum para o trabalho de
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calcular a medida da &rea S é tratar, intuitivamente, o calculo aproximado dessa medida,
considerando uma colec¢do de retangulos, cujas medidas das bases sdo iguais as medidas dos
subintervalos [x;_4, x;], contidos no dominio da func&o f, isto é, consideramos uma parti¢ao do
dominio I = [a, b], e que, para a medida da altura do retangulo, escolhe-se o valor f(c;) em
que c; € [x;_1, x;]. Para efeitos de rotinas computacionais, lembramos que o GeoGebra as
suporta com boa qualidade de desempenho.

Embora tenhamos optado por trabalhar com particdes regulares — intervalo I = [a, b]
dividido em subintervalos de igual comprimento — ha situa¢fes nas quais é mais vantajoso
trabalhar com intervalos de comprimentos diferentes. Nesse caso, existem métodos de
integracdo numérica que utilizam os subintervalos de comprimentos desiguais, no entanto, essa
caracteristica ndo foi abordada nas atividades presentes nesta investigagao.

A Atividade 1 envolveu um objeto de experimento, um parque da cidade de Montes
Claros, espaco publico presente no cotidiano dos estudantes participantes da pesquisa, bem
como da populacéo dessa cidade. O fen6meno a ser estudado se tratava de obras de reformas
nesse espaco, 0 que demandou a necessidade de se conhecer a medida da area desse parque.

A situacdo-problema, constante nessa primeira atividade, exigiu elaborar uma
sequéncia ordenada de tarefas, em que o desenvolvimento de um estudo experimental
conduziria a melhor precisdo, para que o calculo da medida da &rea em comento pudesse ser
garantido. Nesse sentido, uma sequéncia de praticas, incluindo o uso de mapas disponiveis no
Google Maps, assim como uso do GeoGebra serviram de ferramenta importante para o sistema
de modelagem computacional daquela.

Observamos que, com a evolucdo dos recursos digitais, é cada vez mais comum a
otimizacdo de resolucdo de problemas pela via da modelagem computacional e sistemas, em
que o uso de ferramentas da Computacdo e da Matematica se alia para realizacdo de
experimentos que precedem visitas e tarefas presenciais. Essa maneira de atuar tem garantido a
otimizacdo de tempo e de esforcos, e a diminuicdo de gastos desnecessarios para a busca de
melhores solugdes de problemas de diferentes areas de conhecimento.

Retomando o tema de interesse da Unidade 1, a Integral Definida € um conceito abstrato,
mas com potencial para ser compreendida mediante a realizagdo de atividades que possam
atribuir (re)significacbes no campo perceptivo e, portanto, dar lugar a avangos para a
compreensdo dos aspectos abstratos, intrinsecos e naturais dos objetos matematicos.

Resumidamente, a situacao-problema proposta na Atividade 1 incorpora a transferéncia
de uma imagem de um mapa do espaco a ser estudado com o aplicativo computacional, no caso

0 GeoGebra. Nesse software, por meio da escolha de pontos pertencentes a fronteira da regido
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que encerra a imagem do mapa, é possivel trabalhar com a aproximacéo de uma fungdo®! que
melhor representa a situacdo da realidade a ser investigada.
Referente ao conceito de medida de area, vale ressaltar que, conforme Cargnin (2013),
é preciso se ater ao fato de que essa aplicacdo da Integral Definida deve considerar, como
suporte, as experimentagdes, especialmente nos casos ndo contemplados pela Geometria
Euclidiana, como € o caso de areas de superficies cujas fronteiras ndo se restringem a poligonos.
Apresentamos a Atividade 1 e as respectivas sequéncias de tarefas para iniciar o estudo

de Integral Definida, no sentido de Riemann, conforme descrito no Quadro 9.

Quadro 9 — Atividade 1 da Unidade 1, conforme foi apresentada aos estudantes

Atividade 1: Introducéo a definicdo de Integral de Riemann
A atividade é constituida de tarefas experimentais com o uso do GeoGebra para o0 estudo de uma
Soma de Riemann, como ferramenta para o calculo de medida de area.

Objetivos: Estimar medidas de areas, utilizando aproximagdes finitas, usando como ferramenta
tecnoldgica o software GeoGebra, considerando uma funcdo f continua, em um determinado
intervalo, em que f(x) = 0.

Metodologia: Utilizar as aproximagdes finitas com o GeoGebra.

Duracéo prevista: 3 h/a

Situacé@o-Problema 1: Suponhamos que a prefeitura da cidade de Montes Claros necessite de que
uma determinada empresa faga uma reforma no Parque Municipal Guimarédes Rosa, localizado na
Avenida José Corréa Machado, bairro Ibituruna, e, para isso, precisa obter a medida da area desse
Parque. Como obter a medida aproximada de sua area tendo como referéncia 0 mapa gerado pelo
aplicativo Google Maps?

Vamos trabalhar para encontrar a medida dessa area.

e Abra o software GeoGebra e siga 0s seguintes passos:

Passos | Procedimentos a serem realizados no GeoGebra; reflexdes e questionamentos a
serem respondidos.

10

= Acesse a 10" ferramenta da janela do GeoGebra e escolha a guia “inserir imagem” .
Selecione a figura parque_Guimardes_Rosa, localizada na &rea de trabalho do
computador. Essa figura foi obtida usando o Google Maps.

= Posicione a figura da forma apresentada abaixo, isto ¢, de modo que o lado do Parque
formado por um segmento de reta coincida com o eixo das abscissas e que 0 ponto A, ja
presente na figura, coincida com a origem do sistema cartesiano.

31 Em geral, 0 GeoGebra usa a funco spline para aproximar uma curva, passando pelos pontos escolhidos, a qual,
na maior parte dos casos, consiste em um polindmio de grau 3. A aproximagao se torna com melhor preciséo a
medida em que se escolhem maiores quantidades de pontos, pelos quais devem passar a curva. Polinbmios sdo
funcdes continuas, sendo a continuidade uma propriedade importante que deve satisfazer as condigoes de funcées
Riemann integraveis.


https://wiki.geogebra.org/es/Herramienta_de_Imagen
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Figura 1: Imagem do Parque ajustada ao eixo das abscissas

5

Fonte: Software GeoGebra

= Clique com o bot&o direito do mouse sobre a figura e especifique “fixar objeto”.

20 = Trace uma reta que coincida com o eixo x. Qual sera a equacdo dessa reta?
= Crie 5 pontos sobre a figura na extensdo da curva presente no mapa do Parque.
Lembrando que: a superficie do Parque estd sendo representada na cor esverdeada;
= VVamos criar uma lista com esses 5 pontos. Para isso, verifique, na janela de algebra, o
nome dado a esses pontos. Digite na linha de entrada: lista = {C,D,E,F,G};
= Vamos criar um polinbmio que passe por esses pontos. Para isso, digite na linha de
entrada: Polindmio (Lista). Escreva, abaixo, a equagdo do polinémio obtido.
= A imagem seguinte pode servir de modelo para os passos anteriores. Observe se sua
construcao esté de acordo com essa imagem.
Figura 2: Imagem do Parque com pontos sob sua extensdo
/’/ =
A
e \
- --111__.;,/‘%1.(.\
e — % = =
7 1
/ \
!/ \
Fonte: Software GeoGebra
3° = Observe que 0 ponto A se encontra na extremidade esquerda da figura que representa a

superficie do Parque. Crie um ponto na extremidade direita, um pouco antes do ponto

",
B, também sob o eixo das abscissas. Use a ferramenta Ponto em Objeto r'

Qual nome foi dado a esse ponto?

Para padronizar os nomes dos elementos da construgdo, mude o nome desse ponto para
H;

= Trace duas retas perpendiculares a reta y = 0, sendo uma reta passando pelo ponto A e
L]

outra reta passando pelo ponto H. Use a ferramenta Reta Perpendicular —;

= Observe que vamos obter apenas uma medida aproximada da &rea, uma vez que parte
da superficie do Parque esté fora da regido que demarcamos inicialmente, assim como
existem dentro dessa regido superficies que ndo sdo compostas pela superficie do
Parque. No entanto, com o aprofundamento de nossos estudos, poderemos medir a area
das mais diversas figuras planas, também de figuras espaciais;

= Veja se sua construcdo estd de acordo com a imagem a seguir:



http://wiki.geogebra.org/uploads/a/af/Tool_Point_in_Region.gif
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Figura 3: Area do Parque delimitada pelo polindmio e pelas retas criadas

Fonte: Software GeoGebra
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Vamos aproximar a regido da area do Parque utilizando retangulos e depois vamos tomar
o limite das medidas das areas desses retangulos enquanto aumentamos o nimero deles.

= Apos ser feita toda a construcdo da figura, utilize o seguinte comando na linha de
entrada:

SomaRetangulos (<Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <NUmero de
Retangulos>, <Abscissa Base para o Retangulo Inicial>)

Onde:

» <Func¢do> é a representacdo algébrica da curva construida para delimitar a regido
que representa a superficie do Parque. Digite a letra correspondente & funcéo obtida
gue representa essa curva. Veja na janela de algebra;

» <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> sdo as abscissas dos pontos de intersecdo
entre as retas plotadas anteriormente e o eixo x. Insira, por exemplo, x(A); x(H).
Verifique na janela de Algebra os pontos que seréo utilizados no seu caso. Esse sera
o intervalo considerado para o calculo da medida da area;

» <Numero de Reténgulos>. Digite n para 0 nimero de retangulos que usaremos para
fazer a aproximacao da medida da &rea;

» Em <Abscissa Base para o Retangulo Inicial> poderemos utilizar 0 ou 1, sendo zero
para considerar a extremidade esquerda do subintervalo que ird conter a base do
retdngulo ou um para considerar a extremidade direita do subintervalo. Nesse caso
especifico, digite 0 para usarmos a extremidade esquerda do intervalo que ira conter
a base do retangulo.

= O comando anterior deve ser digitado da seguinte forma:
SomaRetangulos(g, x(A), x(H), n, 0)

a=2
= Podemos notar que foi criado um controle deslizante —para variarmos o nimero de

retdngulos. Clique com o botdo direito sob esse controle @ e, em
Propriedades, altere 0 nimero minimo de retdngulos para 1; maximo para 100 e
incremento 1;

= Veja que se considerarmos 0 nimero de retangulos n = 1, a medida da area exibida na
janela de lgebra terd um erro muito grande para medida da &rea do Parque.

50

= Movimentando o controle deslizante, observe o nimero de retangulos obtidos. Reflita e
responda aos questionamentos que se seguem:

1. O que pode ser observado a respeito da ocupacéo fisica dos retdngulos sobre a &rea
do Parque, @ medida que aumentamos o nimero de retangulos?

2. O que acontece com a medida da base de cada um dos retangulos, quando
aumentamos a quantidade total deles?
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3. O que acontece com a medida da &rea de cada um dos retangulos, quando
aumentamos a quantidade total deles?

4. Na tarefa anterior, 0 que representa cada um dos n-ésimos retangulos inscritos sobre
acurva?

5. Chamando de A; a medida da area do primeiro retangulo, A, a medida da area do
segundo retangulo e A, a medida da area do enésimo retangulo, o que representa o
valorA; + A, + -+ A; + -+ A,?

6. Qual seria 0 nimero de retdngulos necessarios para cobrir toda a &rea da figura abaixo
da curva?

7. Vamos relembrar uma notacdo matematica padréo para abreviar grandes somas. Essa
¢ a chamada “notagdo sigma”, porque utiliza a letra grega >’ (sigma).

Assim, podemos escrever a soma anterior como:
Yr=14k , que se I1é: Soma de A, onde k variade 1 a n.

A expressao dada indica que estamos anotando cada um dos nimeros A;, , quando
o0 indice k varia de 1 a n, sendo n > 0, ou seja, A, 45,45, ..., A,, € depois
adicionamos todos esses elementos.

n

A=A +A, + -+ A+ + A,

k=1
Entdo, escrevemos k = 1 abaixo de Y, e n acima para dizer que a soma comeca
com o termo A, e termina com o termo A,. A letra k é usada, nesse caso, como

indice de somatdrio. Qualquer outra letra (i ou j, por exemplo) poderia ser usada
com 0 mesmo propasito.

8. Considere: x(A) = a;x(H) = b, onde A e H s&o os pontos determinados no passo
3.
|b—

a. Paran = 1, 0que arazdo Ta' representa na figura?

|b—al|
n

b. Considerandon = 2, 0 que ird representar?

c. Paran = 100, o que podemos dizer de @?

d. Observe que a medida que se altera o n, a medida da base dos retangulos divide
0 intervalo [a,b] em n subintervalos. A medida desses subintervalos
chamaremos de Ax.

|b—al

Assim: = Ax

Para exemplificar, observe a figura abaixo e responda ao questionamento que se segue.

Figura 5: Soma de Riemann Inferior de uma fungdo f no intervalo [1, 5]

3

o] 1 2 3 4 5

Fonte: Software GeoGebra
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No intervalo de [1,5], ao utilizarmos n = 4 (4 subintervalos e, consequentemente, 4
retangulos), teremos a medida Ax igual a qual valor?

Logo, a medida do comprimento de cada subintervalo, que representa a medida da base
de um retangulo, sera constante e de valor unitério. Isso permite inferir que:

Ax = x1—Xg = Xp—X1 = X3—X, = X4—X3; € de um modo geral:

Ax = x;—x;_1,0ndei =1,2,3,..,n

De forma genérica, ilustramos os subintervalos destacados no intervalo [a, b]:

Figura 6: Subintervalos de [a, b] com medida de comprimento Ax

“ Iy T Iy

=1Iy
1 1 1 1
I

ry=>b
1

T 1
Ax Ax Ar  Arx

Fonte: Software GeoGebra

Observe, na figura seguinte, que existe um ponto C,, pertencente ao intervalo

[x0,x1], cuja ordenada tem valor maximo nesse intervalo. Chamaremos a
abscissa desse ponto C;, onde a ordenada é maxima, de c;.

Figura 7: Alturas dos retangulos dadas por f(c;), comi=1,2,3,4

Ty

Iy

Fonte: Software GeoGebra

Iy

ry=~h

Assim, geometricamente, o que representa f (c,), em relacdo ao primeiro retdngulo

que tem como base 0's

f.
genérica?

egmento xyx; ?

Como pode ser obtida a medida da area do primeiro retangulo (4,), de forma

. Assim como no primeiro retdngulo, pode ser calculada a medida da area dos

demais retangulos, ao estabelecer ¢, € [X1,xz], tal que f(c,) seja a ordenada
maxima do intervalo. Assim, qual serd a medida da area do segundo retangulo?

. Agora, vamos refletir em algo que se estende para os n subintervalos que

delimitam a base de cada um dos retangulos até chegar ao n-ésimo intervalo,

onde temos:

|b — al

A =——— f(cn)

Assim, a soma das medidas das areas dos retangulos (R,,), como ja vimos, sera:
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R,=A +A,+ -+ A4, +-+A4,
Que pode ser representado ainda por:

Rn = Ax *f(Cl) + Ax *f(CZ) + o4 Ax % f((;i) + o+ Ax *f(cn)
Lembrando que: Ax = Ib=al

i. Como podemos escrever a soma acima, de forma genérica, usando a notacdo de
somatorio (3))?

9. Observe, na sua construcdo no GeoGebra, a altura de cada um dos retangulos
dispostos. Para n = 2,n = 3,n = 100. Como podemos representar, de forma
genérica, a medida dessa altura em funcgdo da curva que delimita a area?

10.Como podemos representar, de forma genérica, a medida da area de cada um dos
retangulos?

11.Agora, reflita e responda: Como escrever o somatorio Y.z_, Axem fungdo de x e Ax.

12.0 que representa a soma das medidas das &reas de infinitos retangulos (R,),
dispostos abaixo da representacdo grafica da funcdo dada, tanto no contexto
matematico, quanto no contexto fisico?

13.0 que foi possivel concluir quando alteramos o pardmetro de quantidade de
retangulos para um nimero maior de retangulos?

14.Vamos relembrar que: Uma série infinita ).z, a,, com uma soma parcial de ordem
n, S, =a, +a,+--+a, =Y} a,, converge paraasoma S, se S & um nimero
finito tal que lim S,, = S e, nesse caso, escrevemos Y, y-, ax = S.
n—-oo

Podemos entender que a medida da area da regido limitada pela representacgdo grafica
da fungdo que representa um dos lados do Parque, e pelo eixo X, considerando um
intervalo especifico, corresponde ao limite das somas das medidas das areas dos
retangulos, quando o nimero desses tende a infinito.

Como podemos escrever isso algebricamente?

15.Na situacao-problema proposta, se temos definida uma fun¢do R: N — R,, tal que, se
existe R tal que R = lim R,,, entdo, podemos dizer que R € a medida da area da
n—-oo

regido delimitada pela curva, pelas retas x = a, x = b, y = 0, em um intervalo [a, b].

Assim sendo, qual o objeto matematico podemos utilizar para resumir a notacdo que
representa 0 somatorio das medidas das areas dos retdngulos aproximantes,
observados na representacdo geométrica feita no GeoGebra?

60

Agora que ja estudamos como medir areas de superficies ireguares, vamos verificar se a
medida da area encontrada nos calculos para o Parque Guimaraes Rosa coincide com a
medida real de sua &rea.

Observacao: Por informacgdes prévias, obtidas na Web, sabemos que a medida da area do
Parque Guimardes Rosa é de, aproximadamente, 35.000 m?.

Fonte: (sitio Gazeta Norte-mineira https://gazetanortemineira.com.br/noticias/cidade/ prefeitura-
reinaugura-parque-guimaraes-rosa)

Entdo, vamos verificar se a medida da area encontrada com a utilizacdo do software
GeoGebra se aproxima desse valor. Para isso, observe que no canto superior esquerdo da
imagem da &rea do Parque, a qual inserimos no GeoGebra, existe uma escala onde esta
especificado que o segmento de reta na imagem equivale a exatamente 100 m na distancia
real, conforme podemos observar na imagem seguinte.
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Figura 8: Parque Guimardes Rosa com indicador de escala

v

&
A

Fonte: Google Maps

16.Meca esse segmento, que representa a escala na figura, utilizando a ferramenta

GITI’

Distancia, Comprimento ou Perimetro . Assim, estabeleca uma escala de
centimetros para metros.

17.Encontre uma razdo de medida de area proporcional a razdo de medida de
comprimento.

18.Use uma regra de trés simples, relacionando a raz&o da escala da medida da area do
Parque informada e a medida da area encontrada no GeoGebra, ao utilizar um nimero
grande de retdngulos, no comando SomaRetangulos, com a medida real da &rea que
desejamos encontrar. Assim, encontre e registre a medida real da area do Parque,
encontrada por meio das construgdes realizadas no GeoGebra.

19.Verifique qual a diferenca da medida de &rea encontrada na realizagdo da tarefa, com
0 suporte do GeoGebra e a medida apresentada, por meio das informagdes da Web.

20.Esse erro é de quantos por cento?

= Nota: Como informag&o adicional, esclarecemos que esse erro pode ter relacdo com areas
que foram invadidas no Parque Guimardes Rosa e que ndo constam no mapa atual do
parque. Como curiosidade, vocés podem acessar a matéria “Areas invadidas do parque
Guimardes Rosa estdo sendo liberadas pela Prefeitura” pelo endereco eletrdnico
https://portal.montesclaros.mg.gov.br/noticia/meio-ambiente/areas-invadidas-do-parque-
guimaraes-rosa-estao-sendo-liberadas-pela-prefeitura.

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Nesta primeira atividade sdo abordados termos importantes para a compreensdo do
conceito da Integral Definida, no sentido de Riemann, tais como somatorio, intervalos e
subintervalos, area, séries, somas sucessivas, entre outros. A atividade apresenta particdo de
intervalos e subintervalos; possibilita o trabalno com a divisdo dos intervalos em partes
infinitamente pequenas; calcula o somatério das medidas de éareas dos retangulos
aproximantes®?; usa o limite desse somatorio com a quantidade de retangulos tendendo a
infinito; esclarece em que consiste o limitante inferior e superior em um somatorio; e, por fim,
leva a notacdo desenvolvida por Leibniz para a Integral Definida.

A referida atividade traz sequéncias A,, de aproximacdes da medida da area A, com a

32 Denominamos retangulos aproximantes, os n-ésimos retangulos que compdem uma Soma de Riemann.


http://wiki.geogebra.org/uploads/6/62/Tool_Distance.gif
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nocdo de limite de A,, e com o valor da medida da area A, de modo que o estudante possa
trabalhar com os conceitos intuitivos da Integral Definida, como particdes de uma regido,
somatdrio de parti¢ces de uma regido, aproximacdes de medidas, entre outros, por intermédio
do célculo da medida da area de uma regido, a fim de compreender o processo de calculo dessa
medida e fazer relacBes com registros algébricos.

Ainda que a motivagéo inicial leve o estudante a permanecer no contexto das fungoes,
em que f(x) = 0, o processo de aproximacao da medida da area da regido compreendida entre
a representacdo grafica de f e o eixo das abscissas, em um intervalo [a, b], pode evoluir para o
ambito das fungbes em que f(x) < 0, em um intervalo especifico.

Para o segundo encontro, o foco continua na institucionalizacdo do conceito de Integral
Definida. Levamos em conta o que considera Orton (1983) ao dispor que os fundamentos do
Caélculo devem ser retomados, muitas vezes, ao longo da formacdo do estudante, sendo que a
primeira abordagem pode ser realizada informalmente e cada reconstrucdo pode ter um rigor
maior e apresentar uma melhor formalizacdo do que a anterior. Ainda, Czarnocha et al. (2001)
indicam que a coordenacdo entre o esquema visual das Somas de Riemann e 0 esquema de
limite de sequéncias numéricas é necessaria para um bom entendimento do conceito de Integral.
Além disso, propbe que sequéncias e seus limites sejam abordados intensivamente, antes das
Somas de Riemann.

A Atividade 2, nessa perspectiva, amplia o estudo para possibilitar o aprimoramento da
percepcédo dos estudantes acerca do significado do conceito de Integral Definida, no sentido de
Riemann. A situacdo-problema proposta nessa atividade esta enquadrada em um contexto
intramatematico, em que se faz uma interpretagdo da Integral de uma fungdo continua f, com
f(x) < 0em um intervalo [a, b]. Intentamos possibilitar aos estudantes a revisdo do conceito
da Integral Definida e a familiarizagdo com os simbolos da notacdo matematica referente a esse
conceito, assim como verificar se 0s conceitos trabalhados na Atividade 1 foram compreendidos

por eles. No Quadro 10, fazemos a descri¢do dessa atividade.

Quadro 10 — Atividade 2 da Unidade 1, conforme foi apresentada aos estudantes

Atividade 2: Aprimorando a compreensdo do conceito de Integral Definida

A atividade é constituida de tarefas experimentais com o uso do GeoGebra para o estudo de uma Soma
de Riemann, como ferramenta para o calculo de medida de area, considerando uma fungéo f continua
em um determinado intervalo, em que f(x) < 0.

Objetivos: Institucionalizar o conceito de Integral Definida, possibilitando a familiarizacdo com a
simbologia matemaética referente a esse conceito e o aprimoramento desse para o calculo da Integral
Definida de fungdes continuas, em que f(x) < 0, em determinado intervalo.
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Metodologia: Utilizar as aproximagdes finitas com o software GeoGebra.

Duracéo prevista: 2 h/a

Situacdo-Problema 2: Escrever um método que permita calcular a medida da area da regido limitada
pelo eixo Ox e a representacdo grafica de uma funcéo continua f, em um intervalo especifico, em que
f(x) <0.

Passos | Procedimentos a serem realizados no GeoGebra; reflexfes e questionamentos a serem
respondidos.

1° 1. Considere o intervalo real [0,2] e divida-0 em 4 subintervalos de igual amplitude. Qual
serd a medida dessa amplitude?

2. Se o intervalo fosse dividido em 10 partes iguais, qual seria a amplitude de cada
subintervalo?

3. Se o intervalo fosse dividido em 20 partes iguais, qual seria a amplitude de cada
subintervalo?

4. Observando suas respostas anteriores, responda:

a) Como vocé relaciona a amplitude do subintervalo com o comprimento do intervalo e
com o numero de partes?

b) E possivel escrever simbolicamente a amplitude de cada subintervalo? Se sim, escreva.

20 5. Abra o software GeoGebra.

Considere a funcdo f(x) = —x? + 4, definida no intervalo [0,2], e as abscissas x;
como extremos esquerdos dos 4 subintervalos de mesma amplitude.

Plote essa fungdo no GeoGebra.

6. Considere e anote os valores das imagens da fungdo f para cada um desses quatro x;, nos
subintervalos considerados na tarefa anterior: f(x;), f (x2), f(x3), f (x4).

7. Qual a relacdo existente entre a soma dos produtos f(x;) - amplitude do subintervalo
e a funcédo considerada nesse intervalo? Explique.

3° 8. Escreva um método que permita calcular a medida da area da regido compreendida entre a
representacgdo grafica da funcéo f e o eixo das abscissas, no intervalo [0,2].

40 9. Pense na situacdo: O intervalo [0,2] seré dividido em n partes iguais, qual sera a amplitude
de cada subintervalo? Como escrevé-la genericamente? Escreva-a.

10. Considerando as atividades realizadas, o que vocé pode concluir a respeito do célculo da
medida da area sob a representacdo grafica de uma funcdo, num intervalo dado? Explique.

11. Usando a escrita matematica, escreva uma formula que possa representar a medida da area
sob uma curva, em um intervalo dado, que esteja de acordo com sua descrigdo no item
acima.

50 12. Use no GeoGebra os comandos SomadeRiemannSuperior e SomadeRiemannlinferior para
o calculo da medida da area da fungdo f(x) = —x? + 4, plotada anteriormente, e 0 eixo
das abscissas no intervalo [0,2].

a) Altere o nimero de retangulos usados nesse comando.
Observe os resultados para um nimero menor de retdngulos e um ndmero maior.

Por exemplo: SomaDeRiemannSuperior(f, 0, 2,10)
SomaDeRiemannSuperior(f,0,2,100)
SomaDeRiemannlinferior(f,0,2,10)
SomaDeRiemanninferior(f, 0,2, 100)
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13.

14.

15.

Anote esses resultados.

b) Qual a diferenca entre esses dois comandos, em termos do calculo da medida da area
no intervalo citado, considerando uma quantidade menor de retangulos e uma
quantidade maior de retangulos.

Pesquise outras formas de se calcular a medida da &rea usando comandos do GeoGebra.
Quais outros comandos do GeoGebra podem ser usados para essa finalidade?

Qual a diferenca da construcdo dos retdngulos, em relagdo aos diversos comandos
utilizados, para se calcular a medida da area da figura abaixo da curva que representa a
funcdo f(x) = —x? + 4, no intervalo [0,2], nas atividades realizadas?

Descreva, sucintamente, o significado da expressao: foz(—x2 + 4)dx, explicitando cada
termo dessa expressao.

6° 16. Reflita:
Se f:[a, b] » R é uma funcdo continua em [a, b] e f(x) = 0, entdo:
f:f(x)dx = Area (R),ondeR = {(x,y) ER?’la<x<be0 <y < f(x)}
Assim, definimos: A(x) = fo(t)dt, onde o extremo superior de integracdo x varia
entre ‘a’ e ‘D’.
Dessa forma, responda:
a) O que representa a fungdo A(x) = f;f(t)dt ?
b) Se f(x) < 0 paratodo x € [a, b]:
b.1) como sera o resultado da expressdo ff f(x)dx?
b.2) Esse resultado terd a mesma interpretacdo geométrica destacada na Tarefa 16.a?
b.3) Que alteragcdes podemos realizar na expressao f; f(x)dx, com f(x) < 0 para
que possamos alcancar a mesma interpretacdo geomeétrica da Tarefa 16.a?
7° 17. Em um arquivo novo do GeoGebra, plote a fungdo f(x) = x? - 9 no intervalo [0,3] e

responda:

a) Use o comando Integral para determinar o valor da Integral de f, no intervalo [0,3].
Quial o valor encontrado?

b) Qual o sinal do resultado numérico de f03 f(x)dx? E, por que essa Integral apresenta
esse sinal?

c) Para que o resultado da Integral de f possa representar a medida de uma &rea, o que é
necessario ser observado?

d) Usando a notacdo de Integral como devera ser feito o registro algébrico de forma a
representar a medida da area da regido compreendida entre o gréfico da funcéo f(x) =
x2 - 9 e 0 eixo das abscissas, no intervalo [0,3].

Fonte: A autora, 2021

A Unidade 1 tem como objetivos gerais institucionalizar o conceito da Integral Definida,

possibilitando, inicialmente, de maneira intuitiva, a estimativa da medida de area usando o

software GeoGebra; posteriormente, promover a comparacao entre dois processos: numerico e
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algébrico.

Os objetivos especificos dessa Unidade sao:

a) determinar a medida da area de superficies com o uso do GeoGebra;

b) associar, em um sistema cartesiano, a medida da area de uma regido, abaixo de uma
curva, em um intervalo fechado [a,b], limitada pelas retas x =a,x =b,y =0, &
medida da area de uma superficie especifica;

c) realizar experimentos com o GeoGebra que possibilitem a investigagdo de conceitos
envolvendo a Integral de Riemann para fungfes continuas, limitadas por um intervalo
[a, b];

d) revisar, com o apoio da tecnologia e com 0 uso de situacdes-problema, a definicdo
formal da Integral Definida, em contextos intra e extramatematicos;

e) possibilitar o desenvolvimento de habilidades quanto a utilizagdo do GeoGebra como
ferramenta auxiliar para a resolucao de problemas que envolvem a Integral Definida;

f) institucionalizar o conceito da Integral Definida e possibilitar a familiarizacdo do
estudante com a simbologia matematica referente a esse conceito;

g) estimular o desenvolvimento da autonomia do estudante quanto a compreensdo da
definicdo formal da Integral de Riemann de uma funcédo continua f;

h) dar materialidade ao objeto matematico (Integral Definida), partindo para a
formalizacdo e generalizacdo desse conceito.

A seguir, destacamos 0s principais objetos e processos que emergem nesta Unidade de
Estudo. Dentre esses objetos e processos descrevemos, sucintamente, os objetos primarios
indicados pelo EOS (GODINO, 2002, 2011): elementos linguisticos, conceituais,
propriedades/proposicdes, procedimentos e argumentos. Esse procedimento também é
realizado na apresentacdo da Unidade 2.

No EOS, certo pragmatismo € adotado. A definicdo de objeto, emergindo dos sistemas
de praticas e a tipologia dos objetos primarios respondem a necessidade da realizagdo da
descricdo dos sistemas de praticas, a fim de os comparar entre si e de tomar decisGes na
concepcao, desenvolvimento e avaliacdo dos processos de ensino e de aprendizagem em
Matematica. Esse esquema é representado por Godino et al. (2010) e esta ilustrado na Figura
23.
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Figura 23 — Configuragdo de objetos matematicos primarios
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Fonte: Adaptado de Godino, Font e Planas, 2010, p. 8 (traducéo nossa).

Com base no significado institucional de referéncia, que nesta pesquisa se pautou nas
configuracBes epistémicas da Integral propostas por Crisostomo (2012), identificamos, no
desenho da proposta didatica, um sistema de préaticas que permite reconhecer o significado
institucional pretendido. Espera-se que a implementacao dessa proposta didatica contribua para
impactar o significado pessoal alcancado pelos estudantes da Licenciatura em Matematica.
Assim, o significado pretendido é descrito a seguir, incorporado a descricdo dos objetos
primarios, evocados na Unidade 1.

Considerando que o reconhecimento explicito de objetos e processos permitem prever
conflitos de aprendizagem potenciais e eficazes, entendemos, a partir dos estudos de Godino et
al. (2010), ser relevante avaliar competéncias matematicas dos estudantes e identificar objetos
gue devem ser lembrados e institucionalizados em momentos oportunos do processo educativo.

A Unidade 1 traz, em suas atividades, elementos linguisticos, como linguagem verbal
(designacfes nominais de conceitos e proposicdes, bem como os argumentos que as explicam
ou justificam); grafica (representacdo das funcdes no software GeoGebra); numérica (valores
aproximados das medidas); computacional (comandos digitados na linha de entrada do

software); simbolica (simbolos matematicos); e analitica (expressdes algébricas). Tais
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elementos tém implicagdo no significado institucional pretendido, por exemplo, expressar em
lingua natural e algebricamente:
a) a relacdo entre o nimero de retangulos utilizados e a aproximacao da medida da area,
considerando os elementos base e altura dos retangulos, particular e generalizadamente;
b) obtencdo da medida da area de um retangulo, de forma genérica;
c) identificacdo da aproximacdo da medida da area, usando a notacdo de somatorio;
d) uso da notacdo de limite de um somatorio para escrita da expressdo da medida da area;
e) identificacdo do objeto matematico Integral Definida para representar, algebricamente,

a medida da area.

Nas duas atividades da Unidade 1, a linguagem grafica foi utilizada para possibilitar a
visualizacdo dos elementos geométricos de uma Soma de Riemann. A linguagem
computacional € remetida aos comandos utilizados do GeoGebra, por exemplo,
SomaRetangulos (<Funcdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <NUmero de
Retangulos>, <Abscissa Base para o Retangulo Inicial>); lista = {C,D,E,F,G}; Polinbmio
(Lista), entre outros, bem como a sintaxe necessaria na digitacdo desses na linha de entrada do

software. A linguagem analitica ou algébrica é utilizada nas atividades que remetem a reflexdo
x . |b—al .
acerca de uma notacao, por exemplo, 0 que a razdo —— representa na figura?
n

Os conhecimentos referentes a conceitos e definigdes, mobilizados na Unidade 1,
envolvem area de superficies; funcdes e seus elementos (dominio, contradominio, imagem);
coordenadas cartesianas; intervalos e subintervalos; particdo; somas sucessivas; soma superior;
soma inferior; Somas de Riemann; Integral Definida; limite; infinitesimal; continuidade;
expressao analitica; escalas; dentre outros, com destaque para elementos conceituais essenciais:

a) amedida do intervalo [a, b] é dada por |b — al;
b) considerando uma funcéo f continua, definida em um intervalo [a, b], podemos escolher
pontos nesse intervalo de tal maneiraque a = xy < x; < xp, <+ ,xp_1 < X, = b, de

modo a obter diversos numeros Ax; = x; — x;_;, comi = 1,2,...,n;

c) a medida de cada subintervalo pode ser vista como a medida da base de um retangulo,
que podera estar posicionado abaixo ou acima da representagdo grafica da funcéo

continua f. Considerando n subintervalos de [a, b], igualmente espacados, a medida de
. , b— ,
cada subintervalo [x;_4, x;] é dada por In_al’ que denotamos por Ax e serd chamada de

amplitude de cada subintervalo;

d) ao considerarmos um ponto c; € [x;_q,x;], podemos fixar f(c;) como a altura do
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retdngulo de base [x;_4, x;]. Assim, teremos Ax; como a medida da base de um retangulo
e f(c;) como sua altura;
e) sendo a particdo de [a, b] regular, entdo Ax; = Ax parai = 1,2,...,n;assima medida
da area do n-ésimo retangulo é dada por: 4,, = Ax - f(c;);
f) uma soma Y, f(c) Ax é chamada Soma de Riemann, em homenagem ao
matematico Bernhard Riemann (1826-1866);
g) asoma das medidas das areas dos retangulos aproximantes é dada por:
LA =A A+ A+ A 0u Y f( ) s Ax;
h) a medida da area A da regido S que estd sob a representacdo grafica de uma funcéo
continua f é o limite da soma das medidas das areas dos retangulos aproximantes:
A= Ai_r}goRn = Ai_r)glo[Ax * f () + Ax * fxy) + -+ Ax * f(x;) + -+ Ax * f ()]
i) seféuma fungdo continua, definida em a < x < b, dividimos o intervalo [a, b] em n

. . . . |b—al| .
subintervalos de comprimentos iguais Ax = — Sejama = x4, x4y, %5, ..., X, = b as

extremidades desses subintervalos, e sejam xi, x5, ..., X;, pontos amostrais arbitrarios

nesses subintervalos, de forma que x;" esteja no i-ésimo subintervalo [x;_4, x;], entdo a
Integral Definidade f deaeb é f;f(x)dx = lim }7*, f(x]) - Ax, desde que o limite
n—oo

exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pontos amostrais. Se ele

existir, dizemos que f € integravel em [a, b] (STEWART, 2014, p. 337);

j) a Integral Definida de uma funcao integravel pode ser aproximada com qualquer grau
de precisdo desejado por uma Soma de Riemann;

k) se f:[a,b] = R é uma funcdo continua em [a, b] e f(x) = 0, entdo,
Area (R) = [, f(x)dx,onde R ={(x,y) € R?la<x<be0<y < f()}

[) sef:[a, b] = R éuma funcdo continua em [a, b] e f(x) < 0, entdo,

Area (R) = |f:f(x) dx| ou Area (R) = — f:f(x) dx, onde

R={(x,y) ER?*la<x<be0<y<f(x)}

Mesmo que os estudantes possam estar familiarizados com alguns desses conceitos ou
definic@es, por j& os terem estudado, é importante destacar que, em sua formacéo inicial, muitas
vezes, eles apresentam dificuldades na compreensdo significativa de conceitos ja trabalhados.
Ainda, em algumas situacdes, partem diretamente para aplicacdo de formulas e para a aplicacédo

do Teorema Fundamental do Célculo, tendo contato insuficiente com as defini¢des e aplicacbes

e, consequentemente, com os distintos significados parciais do objeto de estudo.
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Para o desenvolvimento das atividades da Unidade 1, o estudante da Licenciatura em

Matematica podera mobilizar o conhecimento das proposi¢des e/ou propriedades dos objetos,

COMmo nos exemplos:

a)

b)

d)

a subdivis&o do intervalo [a, b] deve satisfazer a seguinte propriedade:

A= x; — x;_4 tende a zero quando n — o;

em cada intervalo [x;_q, x;] i = 1,2,3, ..., n existe um ponto c; em que a fungdo continua
f assume um minimo ou mé&ximo absoluto. Portanto, podemos considerar os retangulos,
cujas medidas da base sdo representadas por A, = x; — x;_4 € altura f(c;);

soma inferior de um conjunto A: é a soma das medidas das areas dos poligonos inscritos
na representacdo gréfica de f, sendo, nesse caso, valores aproximados por falta da
medida da area entre a representacdo grafica e o eixo das abscissas;

soma superior de um conjunto A: é a soma das medidas das areas dos poligonos
circunscritos na representacao grafica de f, sendo, no caso em tela, valores aproximados
por excesso da medida da &rea entre a representacdo grafica de f e o eixo das abscissas;

a Integral de Riemann satisfaz as seguintes propriedades, considerando f continua,
dentro dos limites de integracdo: Se f(x) = 0 em [a, b], entdo ff f(x)dx = 0.

Podemos destacar, ainda, um conjunto de procedimentos envolvidos na realizacéo dessa

Unidade de Estudo, dentre esses, procedimentos operacionais a serem realizados no GeoGebra

e procedimentos reflexivo-verbais para potencializar a institucionalizacdo dos conceitos pelos

estudantes da Licenciatura em Matematica. As tarefas, como as exemplificadas, sdo

identificadas:

a)

Procedimentos operacionais — realizados com o apoio do GeoGebra:
tracar uma reta que coincida com o eixo X;
tracar retas perpendiculares;
plotar a representagdo gréfica da fungdo f(x) = — x? + 4, definida no intervalo
[0,2];
supondo que a funcéo f seja continua e f(x) = 0 em um intervalo [a, b], dividi-lo
em n subintervalos de comprimentos iguais;
seja xi um ponto qualquer no subintervalo [x;_q,x;],i = 1,2, ...,n, construir, em
cada um desses subintervalos retangulos que tenham base de medida Ax e altura
f(x;) e somar a medida de suas areas;
movimentar o controle deslizante no GeoGebra, referente ao nimero de retangulos

sob uma curva f, em um intervalo [a, b];
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167

calcular a medida da area de uma regido compreendida entre a representacéo grafica
de uma funcdo f e o eixo Ox, em um intervalo [a, b], usando apenas retangulos
inscritos — 0 processo usando retangulos circunscritos pode ser desenvolvido de
maneira similar — inicia-se o0 processo pela subdiviséo do intervalo [a,b] em n
partes, escolhendo-se pontos da seguinte maneira:

a=x) <X <Xy < ,Xp_q <Xp,=Db;

aproximar a medida da area da regido do Parque, utilizando retangulos e tomar o
limite das medidas das areas desses retangulos a proporcao que aumenta o0 nimero
desses;

digitar na linha de entrada do GeoGebra o comando:

SomaRetangulos(g, x(A),x(H),n,0).

Procedimentos reflexivo-verbais — séo de natureza indutiva e descritiva, dependendo de

cada atividade, com o propdsito de sensibilizar o estudante a refletir acerca de notacées

algébricas/analiticas e registrar suas conclusfes, como nas questdes seguintes.

~ |b—a .
O que a razao % representa na figura?

Qual a relacdo existente entre a soma  dos produtos
f(x;) - amplitude do intervalo e a fungdo considerada nesse intervalo?
Explique.

Escreva um método que permita calcular a medida da area da regido compreendida
entre a representacao grafica da funcéo f e o eixo das abscissas, no intervalo [0,2].
Ao movimentar o controle deslizante, referente ao numero de retangulos no
GeoGebra, 0 estudante é motivado a refletir que a soma S das medidas das areas
dos retangulos inscritos se refere a uma aproximacéo da medida da area da regido
compreendida sob a representacdo grafica da funcéo f e o eixo Ox, em um intervalo
[a, b]. Se aumentarmos 0 nimero de pontos na subdivisdo do intervalo [a, b], nas
condicGes estabelecidas, obtém-se melhor aproximacéao para essa medida.
Observar o numero de retangulos obtidos, a ocupacéo fisica deles, as medidas de
suas bases, a medida de area de cada retangulo e a soma das medidas das areas de
todos esses retangulos.

Fazer uma relacdo da soma das medidas das areas dos retdngulos com a expressao
YA =A  + A+ -+ A+ -+ A

Escrever o somatorio Y.2_, A, em funcdo de x e Ax.

As atividades visam potencializar nos estudantes da Licenciatura em Matematica
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oportunidades para elaborar argumentos, realizando conjecturas, explorando exemplos e
contraexemplos para justificar suas conclusdes e a validade das acdes realizadas, que séo
competéncias previstas no documento Principles and Standards for School Mathematics do
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM?22, 2000).

A elaboracdo de argumentos esti relacionada com o ato de fazer conjecturas e
desencadeia a producdo de generalizacOes; as justificativas, presentes nos argumentos,
verificam a fidedignidade da conjectura. No EOS, distinguem-se dois tipos de argumentos:
heuristicos (usando a intuicdo), que visam validar certas agdes — como a resolucdo de um
problema ou um argumento légico — sdo chamados de justificativas ou validagdes; e aqueles
que validam formalmente uma proposi¢do — sdo chamados de deducbes ou demonstragdes.
Destacamos alguns argumentos que podem emergir na resolucdo das atividades da Unidade 1:

a) se f é uma funcédo de x, entdo a sua Integral Definida é uma Integral restrita a valores
em um intervalo especifico, digamos, a < x < b;

b) para calcular a medida da area de uma superficie limitada por uma curva, representativa
de uma funcdo f, em certo intervalo, podemos utilizar figuras com formulas conhecidas
para o calculo da medida de sua area — por exemplo, retangulos — de modo a aproximar
o célculo da medida da area que se deseja por meio da repeticdo de porcdes de areas
cada vez menores;

c) aocupacdo fisica de retangulos, dispostos abaixo da curva que representa uma funcao
continua f em um intervalo [a, b], se aproxima, & medida que o nimero de retdngulos
aumenta, da ocupacao fisica do Parque, representado por seu mapa na Atividade 1, isto
é, essa aproximacao parece se tornar cada vez melhor quando o nimero de retangulos
tende a infinito — realizacdo de uma estimativa visual da medida da area, proposta na
Atividade 1;

d) a medida da base dos retangulos aproximantes diminui a medida que a quantidade de

retdngulos aumenta;

|b—al
n

e) a medida da base dos retangulos pode ser expressa, genericamente, por , sendo n

0 numero de retangulos utilizados no intervalo [a, b];

f) amedida que se aumenta o nimero de retangulos, menor ficara a diferenca entre a soma
das medidas das areas dos retangulos circunscritos e a soma das medidas das areas dos
retdngulos inscritos, ou seja, menor serd a diferenca nos valores de Somas de Riemann

Inferior e Superior;

330 NCTM é uma organizacéo profissional, sem fins lucrativos.
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g) adicionando-se todas as medidas das areas dos retangulos compreendidos sob a curva
f, tem-se uma aproximacdo da medida da area da regido compreendida entre a curva
que representa a funcdo f e o eixo Ox, em um intervalo [a, b]. Quanto menor a medida
da base dos retangulos, melhor é a aproximacgédo da medida da area total;

h) uma Soma de Riemann S,, = Y1, f(¢;) - Ax calcula a soma das medidas das areas dos
retdngulos aproximantes e fornece uma estimativa para a medida da area da regiao entre
a curva, representativa de uma funcéo f, e o eixo das abscissas, em [a, b];

i) Na concepcgdo de Leibniz, exige-se que f(x) >0 em todo o intervalo [a, b] para
garantir, evidentemente, que ndo apare¢cam no somatério parcelas com valores negativos
e, portanto, destituidas de significados referentes ao valor da medida de area. Entretanto,
do ponto de vista processual, o limite se calcula sobre uma soma e ndo h& nenhuma
restricdo analitica que comprometa a existéncia do limite, caso aparecam parcelas com

valores negativos nessa soma;

j) para f(x) =0, em [a, b], o valor de fff(x)dx coincide com a medida da éarea da
regido compreendida entre a representagdo grafica de f e o eixo das abscissas, no
intervalo [a, b], ou seja, Area = f: f@)dx = lim o f(x) - Ax;

K) no caso de f(x) < 0, pode ser calculada a medida da area indicada, considerando:
Area = |f; f(x) dx| ou Area = — f:f(x) dx.

No EOS, o discurso sobre as praticas matematicas deixa evidente os contetdos
matematicos, enquanto o discurso sobre o0s processos tem um foco cognitivo. Dada uma tarefa,
muitas praticas, processos e objetos podem ser colocados em acdo. No entanto, podemos
considerar que, de acordo com 0 contexto, apenas um processo pode ser priorizado como o
principal (FONT; RUBIO, 2017).

Alguns dos 16 processos elencados no EOS foram ativados nas atividades da Unidade
1. Os objetos de uma configuracdo — problemas, defini¢des, proposicdes, procedimentos e
argumentos — emergem do respectivo processo matematico, por exemplo, comunicagao,
problematizacdo, definicdo, enunciacdo, desenvolvimento de procedimentos (algoritmos,
rotinas, entre outros) e argumentacdo. Por sua vez, as dualidades ddo origem aos seguintes
processos  cognitivos/epistémicos:  institucionalizacdo-personalizacdo;  generalizagéo-
particularizacdo;  analise/decomposicdo-sintese/reificacdo;  materializagdo/concretizacao-
idealizagdo/abstracdo; expressao/representacdo-significacdo. Os processos ativados nas
atividades s&o descritos nas analises, constantes no Capitulo 7.
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6.2.3.2 Unidade 2: Aplicagdes da Integral Definida em Contextos Extramatematicos

Nesta Unidade, observamos a necessidade de buscar métodos alternativos que
favorecessem a interconexdo dos conceitos do Calculo Integral com outros contextos e a
necessidade de realizacdo de abordagens intuitivas por meio da resolucdo de situacGes-
problema que combinam representacdes algébricas, geométricas e analiticas.

A introducdo do conceito de Integral Definida é abordada, geralmente, pelo problema
classico da medida da &rea de uma regido compreendida sob uma dada curva, nos materiais
didaticos (livros), assim como dispdem Figueiredo et al. (2013) na revisao bibliogréfica que
realizaram em livros didaticos. Para esses autores, as situacdes-problema referentes a outras
areas de conhecimento, como Fisica, Economia, Biologia, apresentam-se como uma aplicacédo
direta da Integral Definida, ndo sendo, geralmente, utilizadas para trabalhar com a ideia de
Somas de Riemann.

Sousa et al. (2019) asseveram que o processo de contextualizacdo, referente ao uso de
modelos do mundo real para representar objetos matematicos, sé estara completo se houver
uma posterior descontextualizacdo, ou seja, 0 retorno para o contedo matematico para aplicar
0 conceito trabalhado em outras situagdes (generalizacdo). Esse movimento de
contextualizacdo/descontextualizacdo pode ser apresentado em nivel intra ou extramatematico,
devendo haver uma interacdo entre esses tipos, sendo esse movimento uma caracteristica
essencial do Calculo.

Isso posto, apresentamos a Unidade 2, cujo objetivo geral é proporcionar aos estudantes
da Licenciatura em Matematica uma situacdo que favoreca o entendimento de ideias envolvidas
no conceito de Integral Definida, com o limite de Soma de Riemann, associada as ideias da
Fisica. A Atividade 3, denominada Aplicacdes da Integral Definida na Fisica — problemas de
movimento, implementada remotamente com os participantes da pesquisa, traz uma aplicacao
da Integral Definida em um contexto extramatematico.

A situacdo-problema proposta na Atividade 3 propBe ao estudante o célculo do
deslocamento e da distancia percorrida por um movel, cuja funcéo da velocidade, dependente
do tempo, é enunciada e pode ser conhecida em todos os intervalos de tempo. Se a velocidade
permanece constante, entdo o problema da distancia é de facil resolucéo, por meio da relacéo
distancia = velocidade - tempo. No entanto, a situacdo-problema proposta traz a
velocidade do mdvel variando no intervalo de tempo. Nesse caso, o calculo da distancia ndo
sera simplesmente a aplicagdo da relacdo citada. Para a resolugdo desse problema, € proposta a

utilizacdo de uma Soma de Riemann.
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A realizacdo da Atividade 3 conta com o auxilio visual do GeoGebra. Contudo, o foco
da atividade se refere a necessidade de interpretacdo da Integral de uma funcéo, no sentido de
Riemann, que apresenta imagens positivas e negativas em seu dominio para encontrar o valor
da distancia percorrida pelo movel. Em um segundo momento, é proposta na atividade o calculo
da Integral Definida, a fim de que o estudante aprimore o conhecimento acerca da relagdo entre
0 processo de derivacdo e integracdo, no contexto da Cinemaética, para ampliar seus significados
parciais acerca da Integral Definida.

Dessa forma, sdo abordados conceitos de distancia e de deslocamento. A atividade tem
como objetivos especificos:

a) promover a identificacdo do resultado da Integral de uma funcdo, que retrata a
velocidade em relacdo ao tempo, como geradora de uma outra funcdo, que descreve o
deslocamento relacionado ao tempo;

b) diferenciar a distancia percorrida por um mavel, de seu deslocamento, por meio do
tratamento da funcdo velocidade, adaptando essa funcdo, matematicamente;

c) possibilitar a reflexdo de que a medida da area dos retangulos aproximantes, dispostos
na regido compreendida entre a representacdo grafica de uma funcdo f, em um
determinado intervalo, pode ser interpretada como grandezas diversas, em
conformidade com as grandezas relacionadas na lei de formacéao da fungdo em estudo;

d) aplicar o Teorema Fundamental do Calculo, reconhecendo-o como ferramenta pratica
para o célculo da Integral Definida.

Passaremos a apresentar a Atividade 3 e as respectivas sequéncias de tarefas, conforme

descrito no Quadro 11.

Quadro 11 — Atividade 3 da Unidade 2, conforme foi apresentada aos estudantes.

Atividade 3: AplicacOes da Integral Definida na Fisica — Problemas de movimento

A atividade é constituida de tarefas experimentais com o uso do software GeoGebra para o estudo
de conceitos relacionados a movimento (distancia e deslocamento), tendo como ferramenta uma
Soma de Riemann.

Objetivos: i) Promover a identificagdo do resultado da Integral de uma funcdo que retrata a
velocidade em relacéo ao tempo, como geradora de uma outra funcéo que descreve o deslocamento
relacionado ao tempo. ii) Diferenciar a distancia percorrida por um mdvel, de seu deslocamento,
por meio do tratamento da funcéo velocidade, em funcdo do tempo, fazendo uma mudanca nessa
funcao.

Metodologia: Utilizar as aproximagcdes finitas com o GeoGebra.

Duracéo prevista: 3 h/a

Situagdo-Problema 3: Um movel se move em linha reta, com velocidade dada em metros por
segundo, de acordo com a funcdo v(t) =6 —t , onde t € dado em segundos. Utilizando o
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GeoGebra, seguindo 0s passos propostos, responda:

a) Qual o deslocamento do mdvel, no intervalo de 0 a 12 segundos.
b) Qual a distancia total percorrida, no intervalo de 0 a 12 segundos.

= Nesse problema, associaremos o tempo do deslocamento (t) ao eixo das abscissas e a velocidade
do movel v(t), ao eixo das ordenadas.
= Abra o software GeoGebra. Siga as instrucdes e responda as tarefas propostas.

Procedimentos a serem realizados no GeoGebra; reflexbes e questionamentos a serem
respondidos.

1. Plote, no software GeoGebra, a representacdo grafica da funcdo v(t) =6 —t, no plano
cartesiano, considerando o intervalo de tempo [0,12], dado em segundos.
2. Considerando que o movimento em estudo tem trajetdria retilinea, responda: Em qual intervalo
a velocidade tem valor positivo? E negativo?
3. Vamos relembrar alguns conceitos:
= Quando a velocidade é positiva significa que o mdvel esta se movendo no sentido positivo
da trajetoria retilinea, o qual denominaremos “sentido a favor da trajetoria” e, quando a
velocidade é negativa, significa que o movel estd se movendo no sentido negativo da
trajetdria retilinea, que denominaremos “sentido contrario a trajetoria”.
= Quando a velocidade é constante, o problema do célculo da distancia reduz-se a
procedimentos elementares, a partir do conceito de que:

distancia = velocidade - tempo

Assim, considerando o intervalo de tempo de 0 a 12 segundos, na fungdo v(t) = 6 — t, faca 0
gue se propde:

4. Utilizando o controle deslizante do GeoGebra, particione esse intervalo de tempo em n partes,
para se ter subintervalos de 1 segundo. Escreva qual comando do GeoGebra vocé utilizou.

5. Utilizando o GeoGebra, calcule a medida da soma das areas dos retangulos, com base 1 unidade,
sobrepostos a regido compreendida entre a representacdo grafica da funcdo v e o eixo das
abscissas, no intervalo citado. Qual o valor encontrado?

. O que representa a medida da area do primeiro retangulo?

. Quantos metros o moével andou no sentido a favor da trajetéria?

. Quantos metros o moével andou no sentido contrario a trajetoria?

. Aumente o numero de retangulos de modo a obter uma melhor aproximacao para a medida da
area da regido considerada anteriormente. Responda, hovamente:

a) Quantos metros o mével andou no sentido a favor da trajetoria?
b) Quantos metros 0 mével andou no sentido contrério a trajetéria?

10. Qual foi o deslocamento desse mével no intervalo [0,12] segundos?

11. Qual a distancia total percorrida pelo mével nesse mesmo intervalo de tempo?

12. Execute o comando: integral (<fungdo>, <valor de x inicial>, <valor de x final>, expressando

a funcéo v, no intervalo de [0,12] segundos. Qual o valor encontrado?

13. Vale lembrar que a velocidade é a taxa de variacdo da posicdo do moével, em funcdo do tempo.
Entdo, qualquer variagdo em sua posicgao serd dada por uma Integral Definida. Refletindo sobre
isso e, observando a representacao grafica plotada no GeoGebra, responda com suas palavras: o
que a expressao matematica folz v(t)dt significa, nesse contexto?

14. Como obter a distancia total percorrida, nesse caso, usando uma Integral Definida?

15. Como pode ser generalizado, matematicamente, o calculo do deslocamento e da distancia
percorrida, conhecendo-se a fungdo velocidade v de um mével, em movimento retilineo?

16. Escreva a Integral Indefinida, ou seja, a primitiva da funcéo v(t) = 6 — t.

17. Calcule, para os tempos t = 0,t = 6et = 12, as respectivas imagens, considerando a
primitiva da fungdo v(t) =6 —t .

18. Faca a diferenca entre os valores encontrados parat = Oet = 6,eparat = 6et = 12.
O que podemos concluir sobre esses valores?

19. Sabendo que a funcao que descreve a velocidade v de um mdvel, que se move em uma trajetéria

O© o0 ~NO
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retilinea, tem sua Integral Definida, em certo intervalo, igual a sua mudanca de posicédo, ou
deslocamento, durante o periodo de tempo t, a t,, 0 que pode ser afirmado sobre o significado
fisico da primitiva encontrada e qual a sua finalidade, ao substituir sua variavel por um instante t

qualquer?

20. Se tivermos uma funcéo que descreve o deslocamento de um movel, como poderiamos encontrar
a equacao que descreve a sua velocidade?

21. Sintetize os conceitos trabalhados nessa atividade.

Fonte: A autora, 2021

Destacamos 0s principais objetos e processos que emergem desta Unidade de Estudo.

As linguagens utilizadas durante a Atividade 3 sdo: grafica, por meio das construcdes no

GeoGebra; verbal, nos momentos em que sdo apresentados questionamentos sobre a

interpretacdo de resultados obtidos no software, ou por meio de célculos realizados durante a

Atividade; e simbdlica, que busca a formalizacdo dos aspectos intuitivos trabalhados.

Séo abordados conceitos e definicdes relacionados a Derivada, Integral Indefinida e

Integral Definida, Teorema Fundamental do Caélculo, Integral de funcdo modular, nocgdes

béasicas de Cinematica, em que se promove o trabalho com a antiderivada da funcgéo velocidade,

como funco posicdo, ambas variando em funcio do tempo t. E proposto o trabalho com as

velocidades (escalar e vetorial), articulada com a Integral Definida. Damos destaque aos

seguintes elementos conceituais:

a)

b)

a grandeza velocidade é definida pela taxa de variacdo da posicdo de um objeto, em
funcdo do tempo. Dessa forma, é possivel conhecer a velocidade de um objeto, em
qualquer instante de tempo, a partir da fun¢éo da posicao, usando o Célculo Diferencial
e, caso se conheca a funcdo da velocidade, pode-se reconhecer a funcdo da posicao,
usando o Calculo Integral, ou seja, se conhecermos a funcdo velocidade v de uma
particula em movimento retilineo, entdo a integracdo de v produz uma familia de
funcbes de posigédo s. Se, além disso, soubermos a posicdo s, da particula, em algum
instante t,, entdo, havera informacdo suficiente para encontrar a constante de integracao
e determinar uma funcédo posicao determinada;

o deslocamento de uma particula, em movimento retilineo, ao longo de um intervalo de
tempo, é a diferenca entre a coordenada final e a inicial. Assim, se a funcéo posicao da
particula for s, seu deslocamento, ao longo do intervalo de tempo [t,, t;] €

s(ty) — s(ty). Isso pode ser escrito, em linguagem matematica formal, como:
t ty
ftol v(t)dt = ftols (H)dt = s(t;) — s(to);

Para encontrar a distancia percorrida pela particula, ao longo do intervalo de tempo

[to, t1], € necessario considerar os intervalos em que a funcéo velocidade é positiva, 0
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que significa que o mdvel esta se movendo no sentido positivo da trajetoria retilinea, o
qual denominamos, conforme especificado na atividade, “sentido a favor da trajetoria”
ou nula; também os intervalos em que a funcéo velocidade € negativa, o que significa
qgue o modvel esta se movimento no sentido negativo da trajetdria retilinea, que

denominamos “sentido contrdrio a trajetéria”, sendo preciso integrar a fungdo
. . t
velocidade, naquele intervalo, fazendo: [, ™ |v(t)|dt;
0

d) o valor absoluto da velocidade é chamado de velocidade escalar, logo, informalmente,
é possivel resumir o que foi explicado anteriormente, considerando uma trajetoria
retilinea ao integrar a fungdo velocidade, ao longo de um intervalo de tempo, obtém-se
o deslocamento; ao integrar a velocidade escalar, ao longo de um determinado intervalo
de tempo, obtém-se a distancia percorrida.

Essa Atividade busca potencializar nos estudantes da Licenciatura em Matematica
oportunidades para elaborar argumentos, subsidiados pelas reflexdes ocorridas na realizagéo
dos procedimentos relacionados a manipulacao dos subintervalos. Por exemplo, no movimento
uniforme, a distancia percorrida é obtida por meio do produto da velocidade constante pelo
tempo decorrido; no caso especifico da situacdo-problema da Atividade 3, em que a velocidade
ndo é constante, é possivel dividir o intervalo em subintervalos cada vez menores, a fim de
encontrar um valor para a distdncia percorrida naquele subintervalo. Ao repetir esse
procedimento n vezes, a aproximacao da distancia percorrida sera encontrada pela adicdo das
distancias calculadas, em cada um dos n subintervalos considerados.

A Atividade 3 promove a mobilizacao de alguns processos do EOS, como comunicacao,
particularizacdo, generalizacdo, significacdo, argumentagdo, algoritmizacdo, visualizacao,
enunciacao, entre outros, dos quais destacamos:

a) visualizacdo, apos plotar a representacdo grafica da funcdo no GeoGebra e realizar os
devidos calculos, o estudante poderd perceber a diferenga entre os conceitos de
deslocamento e distancia percorrida por meio do intervalo de integracdo que estara
intimamente ligado a positividade da fungdo. Nesse aspecto, mencionamos Dreyfus
(1991) que elenca a importancia da visualizagdo como um processo pelo qual as
representacfes mentais ganham existéncia, conduzindo o estudante a perceber exemplos
concretos que, nesse caso, sdo apoiados pela representacdo gréafica dos conceitos de
mudanca de posicao ou deslocamento e distancia percorrida;

b) enunciacao da distancia percorrida e do deslocamento como um limite de aproximacoes,

relacionando o conceito matematico ao conceito fisico, sintetizando-os e formalizando-
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0S;

c) algoritmizacao € utilizada quando o estudante faz manipulagdes algébricas e as aplica a
integracdo em uma funcgéo, para comparar os resultados manipulados com ou sem o
software;

d) generalizagéo e significacdo quando se aborda o contexto de aplicacéo e significado da
Integral Definida em outra ciéncia;

e) representacdo e traducdo, uma vez que a sequéncia de atividades mobiliza aspectos
relacionados as representa¢fes (numeérica, simbolica/algébrica, mental, visual/grafica)
e provoca os estudantes a realizarem a mudanca de representacoes;

f) enunciacéo, institucionalizacéo, definicdo, comunicacao que sdo requeridas nas tarefas
em que o estudante deve escrever acerca dos conceitos trabalhados, usando a linguagem
natural ou uma linguagem matematica formal.

No desenho da proposta didatica, sdo apresentadas atividades com niveis de avango
gradativo em relacdo aos conceitos mobilizados. Isso é feito por meio de estimulos ao
desenvolvimento de processos cognitivos, motivados por perguntas, deixadas
concomitantemente em relacdo as instrucdes de a¢des no GeoGebra, com abordagem de alguns
significados da Integral Definida. Na secdo seguinte, apresentamos a configuracdo cognitiva-
afetiva considerada no desenvolvimento dessa proposta.

6.3 Configuracdo Cognitiva-Afetiva

Nos atentamos as reflexdes acerca de como os conteldos e as atividades propostas
poderiam potencializar a interacdo entre os estudantes, bem como a mobilizacdo de seus
conhecimentos prévios, buscando, também, a proposicdo de problemas desafiadores que
trouxesse estimulo a um maior envolvimento, interesse, autonomia e motivacdo nas solucdes
demandadas.

Como ja dissertado no Estudo Preliminar (Capitulo 5), em observac6es realizadas na
literatura e, também, em nossa experiéncia docente, existem alguns entraves no processo de
aprendizagem dos conceitos relacionados a Integral Definida, como falta de compreensao do
estudante na articulacdo da Integral Definida, como o limite de um somatdrio; conceitualizagédo
da Integral baseada unicamente na nocao de area; e incompreensdo das notacdes simbolicas,
dentre outros.

O desenho da proposta didatica visou a progressdo da compreensdo dos estudantes da

Licenciatura em Matematica na construcao conceitual da Integral Definida, com o propésito de
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esses aprimorem seus conhecimentos elementares, partindo de abordagens intuitivas que
antecipam a formalizacdo conceitual. Foram abordadas situagdes-problema em que a nogdo de
area transcendeu o aspecto relacionado ao calculo aritmético, trazendo a utilizacdo dessa nogédo
ndo apenas como uma férmula, mas também como um objeto geométrico que pode ter relacéo
com novos problemas, conforme proposto por Gonzalez-Martin (2006) e Apolinar (2014).

Outro aspecto, ja abordado no Estudo Preliminar, tem relacdo com a excessiva
algebrizacdo e/ou algoritmizacdo utilizada de modo descontextualizado e mecanicizado,
conforme apresentado em Brandéo (2015) e Menoncini (2018), entre outros. Assim, no desenho
da proposta didatica, buscamos um equilibrio entre os componentes conceituais e algoritmicos,
utilizando uma abordagem experimental, realizada com o apoio do software GeoGebra,
juntamente com a possibilidade de auxiliar os estudantes no estabelecimento de relacdes entre
as diferentes formas de expressdo — algébrica, grafica, simbolica, dentre outras — e a preencher
as caréncias relacionadas a abordagem grafica, compreensdo das nota¢cdes e mobilizacdo das
representacdes em diferentes registros.

Ressaltamos, ainda, que esse desenho aponta para a mobilizacao de alguns dos processos
cognitivos  como  generalizacdo-particularizacdo, institucionalizacdo-personalizacéo,
representacdo-significacdo, comunicacdo, argumentacdo, visualizacdo, algoritmizacdo e
problematizacdo, relacionados a realizacdo das praticas matematicas. Por exemplo, em todas as
atividades foram colocadas tarefas que impulsionam a argumentacdo que podem direcionar a
formalizacdo do conceito.

Ao observar a faceta cognitiva articulada com a afetiva, no desenho da proposta didatica,
refletimos que, conforme dispde Godino (2011), ao resolver um problema matematico, o
estudante traz consigo uma situacdo afetiva que o faz por em agéo as praticas operacionais e
discursivas necessarias a resolucdo do problema, mobilizando, também, crengas, atitudes,
emocdes e valores que o fazem apropriar da resposta cognitiva necessaria. Nesse contexto, na
concepcao da proposta, elaboramos atividades que possam motivar 0s estudantes ao estudo
desse topico do Calculo, propondo situacdes que valorizam a utilidade matematica na vida
diéria e profissional, e a provocacao da participacdo deles responsavel e cooperativamente. A
argumentacdo é solicitada nas atividades para favorecer as situagdes de igualdade em que o
argumento € valorizado em si e ndo por quem o diz.

A estrutura do EOS reconhece que a aprendizagem implica a apropriacdo dos
significados por meio da participacdo na comunidade da préatica gerada na sala de aula. Assim
sendo, destacamos na se¢do seguinte os aspectos da configuracdo instrucional que foram

observados no desenvolvimento da proposta didatica.
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6.4 Configuracéo Instrucional (Mediacional e Interacional)

Os recursos instrucionais utilizados para a implementagédo da proposta didatica podem
ser entendidos como uma articulacdo entre as facetas mediacional, que trata dos recursos
tecnoldgicos, do tempo necesséario para a realizacdo das agdes e processos de estudo, e
interacional — interagdo entre estudantes, professores e materiais. Essas duas facetas s&o
intermediadas pela negociacao de significados que um processo de estudo envolve. Nesta secéo,
descrevemos 0s meios, materiais, recursos instrucionais e formas de trabalho desenhados na
proposta didatica.

Estd incluida, nesse rol de recursos, a ferramenta tecnolégica (computador) que
possibilitou o uso dos aspectos visuais, graficos, geométricos por meio do GeoGebra, que apoia
a reconstrucdo da didatica do Calculo, com base em abordagens ndo formais. Trabalhos como
0 de Tall (2003) expressam essa necessidade, quando trazem a conveniéncia de levar o
estudante a conceituar objetos sensoriais em sua mente — objetos incorporados —, uma vez que
aspectos manipulativos e formais podem ser abordados posteriormente. Ressaltamos que o
GeoGebra foi utilizado como recurso para potencializar a mobilizacdo dos processos
cognitivos, uma vez que amplia as possibilidades do trabalho com diferentes representacdes,
tais como tabelas, graficos em duas e trés dimensdes, expressdes algébricas, retorno numerico
para calculo das Integrais Definidas, dentre outras possibilidades que se apresentam dindmica
e articuladamente.

Os instrumentos projetados para conduzir o processo instrucional, disponibilizados aos
estudantes para a coleta de suas respostas consiste em materiais impressos ou digitais contendo
trés atividades que foram apresentadas separadamente nos Guias de Atividades intitulados
Atividade 1, Atividade 2 e Atividade 3. Esses guias sdo compostos por tarefas a serem
realizadas com o suporte do GeoGebra, e perguntas que visaram potencializar conhecimentos
e competéncias didatico-matematicos dos estudantes na tentativa de que realizassem a
institucionalizacdo matematica exigida em cada atividade, desenvolvendo processos
cognitivos, como visualizagdo, representacdo, generalizacdo, entre outros. Em cada encontro,
presencial ou remoto, cada dupla de estudantes recebeu um Guia de Atividades — impresso, nos
dois encontros presenciais, e digital, enviado por e-mail, no encontro remoto. Os estudantes
foram orientados a manusear o0 guia e registrar nele as respostas para cada uma das tarefas
propostas em espacos reservados para cada resolucao.

Aos estudantes foi dado um tempo para desenvolvimento das atividades e discusséo dos

resultados. Apds a realizacdo de cada uma das atividades, foi entregue a professora-
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pesquisadora, nos encontros presenciais, a folha impressa com as respostas manuscritas e, nos
encontros remotos, enviado por e-mail o arquivo com as respostas digitadas. L&pis e caneta
foram disponibilizados para anotacdes das respostas nos encontros presenciais. Os estudantes
utilizaram seus celulares nos encontros presenciais para ativacdo de um aplicativo de gravacao
de 4udio, que foi armazenado por nos, professora-pesquisadora, na base de dados da pesquisa.
Essas anota¢des foram utilizadas nas andlises.

Os materiais utilizados por nds, professora-pesquisadora, foram guias de atividades
impressos, digitais, software GeoGebra e caderno de bordo, para anotacGes das situacdes
didaticas, observadas durante a aplicacdo das atividades.

A configuracgdo instrucional da proposta didatica e a forma de implementacao buscou
promover trajetorias didaticas nas quais predominam configuracdes do tipo de trabalho pessoal
e cooperativo entre 0s estudantes, ou seja, com um maior nivel de autonomia na aprendizagem
da Matematica. Em substituicdo a textos de Matematica j& elaborados, buscamos trazer as
experimentacdes, com sugestdo de realizacdo pelo GeoGebra e perguntas que motivaram as
reflexdes, os entendimentos e o compartilhamento das experiéncias entre os estudantes.
Questdes como: sintetize os conceitos trabalhados nessa atividade; o que foi possivel concluir;
reflita e responda; como podemos representar de forma genérica, entre outras, encorajaram 0s
estudantes a explicar, justificar, concordar e discordar, questionar alternativas e refletir acerca
dos conceitos trabalhados nas atividades, compartilhando experiéncias uns com 0s outros.

Outro atributo desse desenho considera a formacdo em aspectos didaticos, com
potencial para favorecer experiéncias que poderdo auxiliar os estudantes em sua préatica
profissional futura — docéncia em Matematica —, como a familiaridade com o uso de tecnologias
digitais, a realizacdo de atividades que abordam contextos extramatematicos e o uso de distintas
representacgdes.

Com relacdo ao tempo, cada uma das atividades foi desenhada para ndo exceder a
duracéo de 4 horas/aula, tempo que acreditadvamos ser suficiente para realizacdo daquelas.

Relatamos, no capitulo seguinte, as trajetorias didaticas realizadas na implementacéo da
proposta didatica, discriminando seu desenvolvimento e dindmica. Apesar de Godino et al.
(2014) sugerirem que na fase do Desenho (Fase 2) devesse ser realizada a analise a priori das
atividades, com indicacdo dos comportamentos esperados dos estudantes e o planejamento de
intervencdes controladas do professor, optamos por discorrer sobre esses aspectos no proximo
capitulo, referente & implementacao e avaliacdo das atividades. Dessa forma, na organizacao
deste estudo, as analises a priori e a posteriori foram apresentadas na mesma sec¢ao para melhor

compreensdo do desenvolvimento da pesquisa.
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CAPITULO 7 — IMPLEMENTACAO E ANALISE DA PROPOSTA

DIDATICA

Descrevemos, neste capitulo, as fases da implementacao e analise da proposta didatica
sobre a Integral Definida (Fases 3 e 4), nas quais utilizamos a noc¢do de configuragdes do EOS
e trajetorias didaticas que, de acordo com esse referencial, compreende as a¢des dos estudantes
e do professor, bem como os meios planejados ou utilizados para abordar o estudo. Discorremos
acerca das observacdes das interacdes realizadas entre os estudantes participantes da pesquisa
e 0s recursos utilizados e sobre a avaliacdo de seus significados pessoais. Apresentamos os fatos
didaticos significativos que, segundo Godino et al. (2014), sdo as a¢Bes ou préaticas didaticas
que os compdem e desempenham uma fungdo, ou admitem uma interpretacédo, voltada para o
objetivo de ensino proposto.

Apresentamos 0s elementos da analise didatica que foram usados na realizacdo de uma
andlise detalhada, orientada para o reconhecimento dos objetos — situa¢des-problema,
linguagens, definicdes, proposicdes, procedimentos e argumentos — que intervém nas praticas
matematicas e emergem delas. Essas praticas foram percebidas, atentando para as anotacdes
realizadas pelas duplas de trabalho — protocolos manuscritos ou digitais, audiovisuais das
interagBes presenciais ou remotas e constru¢cbes no GeoGebra. Identificamos, também, os
processos envolvidos, como interpretacdo, comunicagdo, representacdo, argumentacao,
generalizacdo, visualizacdo, entre outros. Optamos por apresentar a analise da implementacéo
da proposta didéatica por atividade, destacando o0s tipos de problemas e as praticas realizadas.

Também neste capitulo, realizamos a valoracdo da adequacdo didatica do processo
formativo, considerando os pressupostos teoricos da idoneidade didatica desenvolvidos no
EOS.

7.1 Trajetorias didaticas realizadas

Uma sequéncia de configuracdes didaticas orientada para a resolucdo de um tipo de
situacdo-problema, ou de aprendizagem de um contetdo especifico, constitui uma trajetéria
didatica. A aplicacdo das nog¢des de configuracéo e trajetdria didatica (GODINO et al. 2014)
permite analises particularizadas:

a) da implantacdo progressiva dos significados de ensino implementados;
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b) da aprendizagem e sua dependéncia dos formatos de interacdo que efetivamente

acontecem;

¢) do uso dos recursos e do tempo reservado.

Nessas analises, o foco sdo a descri¢ao do conteudo trabalhado, os padrdes de interacdo

entre os atuantes na pesquisa, 0 reconhecimento dos conflitos cognitivos e interativos e as

formas como esses sdo abordados e resolvidos.

Descrevemos, na secdo seguinte, como a proposta didatica foi implementada,

apresentando as descricdes das suas trajetorias, organizadas pela ordem das Unidades de

Estudo, conforme disposto no Quadro 12. Optamos por pseudénimos para garantir o anonimato

dos estudantes.

Quadro 12 — Implementagdo das trajetdrias didaticas

Carga
horéaria de Realizacdo em
g Unidades de . Data e forma de .. | Participantes ¢
= Atividades _ | realizacdo . duplas ou
S Estudo Implementacéo da pesquisa | . . .
< da individualmente
atividade
Gisele e Bruno
1. Introducéo a Mariana e Jair
Definicdo de 11/03/2020 .
1° 3 hla 10 estudantes | Elba e Franciele
Integral de Presencial
Riemann Ludimila e Tulio
)] .
Institucionalizagéo ltalo e Luiz
do conceito de Gisele e Bruno
Integral Definida 2. Aprimorando it
a compreensdo 13/03/2020
20 do conceito de 2 h/a 9 estudantes Elba e Franciele
Integral Presencial udimita e Tl
o udimila e Talio
Definida
italo e Luiz
) 3. AplicacBes ]
I1) AplicacBes da Gisele e Bruno
o da Integral na 01/06/2020
Integral Definida . ) -
3° Fisica — 3 hla 6 estudantes Franciele e Tulio
em Contextos Remota

Extramatematicos

Problemas de
movimento

italo e Luiz

Fonte: A autora, 2021
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As trajetorias didaticas, referentes a Unidade 1, foram realizadas de forma presencial,
em dois encontros. O primeiro iniciou com o agrupamento em duplas dos participantes da
pesquisa, estudantes da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Montes
Claros, onde atuamos como professora. Na ocasido, cada dupla utilizou um computador para
realizar a Atividade.

A implementacdo da Unidade 2 ocorreu de forma remota. Foi utilizado o aplicativo
Google Meet para realizacdo das reunides virtuais, conforme detalhado no Capitulo 4.
Destacamos que, para cada atividade da Unidade 2, foram geradas reunides virtuais com todo
0 grupo de participantes da pesquisa, para que recebessem orientacOes acerca da atividade
proposta. Em seguida, foram agendadas e realizadas reunides virtuais, simultaneas, por duplas.
Em cada uma dessas reunides participaram uma dupla de estudantes, a professora-pesquisadora
e 0 académico de Iniciacdo Cientifica. Atuando como professora-pesquisadora, oferecemos
assisténcia virtual simultaneamente em todas as reunifes nas quais as atividades estavam sendo
implementadas. Os estudantes foram orientados a solicitar a nossa presenca, por meio do
aplicativo WhatsApp, caso precisassem de alguma assisténcia e se, naquele momento
especifico, ndo estivéssemos on-line em sua sala virtual, em razdo de estarmos atendendo outra
dupla, em outra sala. Todas as reunides virtuais foram gravadas no Google Drive, subsidiando
0s dados desta investigacao.

Na se¢do seguinte, discorremos sobre os elementos de analise utilizados para avaliar o
nivel dos conhecimentos didatico-matematicos dos estudantes acerca do objeto matematico

Integral Definida.

7.2 Elementos da analise didatica

O EOS fornece ferramentas para fazer uma analise minuciosa da atividade matematica,
com diversificacdo de parametros, permitindo identificar as configuracdes de objetos e
processos que intervém nas praticas, seja na resolucao das situa¢Ges-problema, seja na estrutura
tedrica do tratamento conceitual.
Utilizamos os seguintes niveis de analise propostos por Godino (2009):
a) praticas matematicas e didaticas: descricdo das acOes realizadas para resolver as
atividades matematicas propostas, para contextualizar os conteudos;
b) configuracbes de objetos e processos matematicos e didaticos que intervém na
realizacdo das praticas, assim como os que deles emergem;

c) normas e padrdes: identificacdo da rede de regras, habitos, normas que condicionam e
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tornam possivel o processo de estudo e que afetam cada faceta e suas interagdes.

d) adequacdo didatica: critérios objetivos que servem para avaliar a adequagdo e a
pertinéncia das acOes realizadas, dos conhecimentos mobilizados e dos recursos usados
em um processo de ensino de um tema especifico da Matematica, além de identificar
potenciais melhorias no processo.

Optamos por esses niveis de analise porque consideramos que eles integram aspectos de
uma abordagem epistemoldgica e sociocultural. Os processos de ensino e de aprendizagem
ocorrem em um determinado contexto institucional — nesta pesquisa, a Licenciatura em
Matematica — e social que condiciona e torna possivel a realizacdo do processo educativo.

Godino, Batanero e Font (2008, p. 26) destacam que 0s quatro primeiros niveis de
analise sdo ferramentas para uma didatica descritivo-explicativa, ou seja, esses servem para
entender e responder a pergunta “o que estd acontecendo aqui e por qué?”. No entanto, 0S
autores ponderam que a Didatica da Matematica ndo deve se limitar a uma mera descricdo que
deixa tudo como era, mas aspirava melhorar o funcionamento dos processos de estudo.
Portanto, sdo necessarios critérios de adequacdo para avaliar os processos de ensino
efetivamente realizados a fim de orientar 0 seu aprimoramento, sendo o objetivo do Gltimo
nivel.

A utilizacdo dos niveis de analise propostos por Godino (2009) foi articulada com a
andlise das facetas — epistémica, cognitiva, afetiva, interacional, mediacional e ecoldgica —
propostas pelo EOS para analise didatica e permearam toda a analise dos dados coletados.
Ressaltamos que as facetas foram articuladas entre si, conforme orienta Godino (2011, p.2,
traducdo nossa): “é necessario desenvolver teorias educacionais que articulem as facetas
epistémicas e ecoldgicas (teorias curriculares), juntamente com teorias de aprendizagem
(facetas cognitivas e afetivas) e teorias orientadas ao design instrucional, ou seja, a pratica de
ensino.”

No Quadro 13, apresentamos uma adaptacao da articulacdo das facetas com indicadores
de Godino et al. (2013), que auxiliaram na verificagdo de como 0s conceitos e 0S processos
matematicos acerca da Integral Definida foram mobilizados. Essa andlise apresenta categorias
detalhadas de observacdo do conhecimento didatico-matematico do professor, que propde

diretrizes para a formulacao de itens de avaliacdo, conforme destacado no Capitulo 3.
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Quadro 13 — Facetas com indicadores de instrucdo da didatica da Matematica

Facetas Componentes Descritores
Epistémica- | Conteldo Didatico-Matematico (contetido — Situagdes-problema

Ecoldgica matematico, cognitivo, afetivo, interativo, — Linguagens
mediacional, ecoldgico), entendido desde 0 | — Conceitos/Definicdes
ponto de vista institucional; _ Procedimentos
Percepcao das configuraces intuitiva, — ProposicBes
geométrica, soma, extramatematica, — Argumentos
acumulada e tecnoldgica.
Avrticulacdes e conexdes — Articulagdo dos objetos matematicos e

didaticos

— Conexdes intra e extramatematicas
— Inovacéo didatica na formag&o dos

professores
Cognitiva- Conhecimentos — Conhecimentos prévios
Afetiva — Aprendizagem do contetdo didatico-
matematico pelos futuros professores
Interesses, necessidades, atitudes e emogbes | — Crengas, valores, interesses, atitudes,

emoc0es dos futuros professores frente &
aprendizagem do conteldo didatico-
matematico

Instrucional Interagéo professor-estudante — Modos de interagéo e discurso no
(Mediacional- | Interagdo entre estudantes processo de formacgéo de professores de
Interacional) Matematica
Uso de recursos tecnologicos — Uso de recursos tecnoldgicos no processo
de formacéo de professores de
Matemética

Fonte: Adaptado de Godino et al., 2013

Optamos por descrever, detalhadamente, as analises referentes a faceta epistémica-
ecologica e os aspectos cognitivos (conhecimento do contetido) da faceta cognitiva-afetiva por
Unidade de Estudo, como forma de verificar quais as competéncias foram desenvolvidas pelos
estudantes da Licenciatura em Matematica na compreensdo de significados da Integral
Definida. Os aspectos afetivos, constitutivos da faceta cognitiva-afetiva, e 0s aspectos da faceta
instrucional foram analisados considerando todo o contexto da proposta didatica implementada
(Atividades 1 e 2 da Unidade 1, Atividade 3 da Unidade 2) e estdo detalhados no Capitulo 7
que aborda a adequacéo didatica da proposta.

Utilizamos o modelo de analise didatica proposto em Font, Planas e Godino (2010) para
descrever, explicar e avaliar o processo instrucional realizado, com base na identificacdo de
diferentes configuracbes didaticas (CD), cada uma das quais corresponde ao conjunto de
interacdes geradas a partir de uma situagdo-problema especifica.

A anélise didatica, realizada por Unidade de Estudo, conta com a elaboragdo de quadros,
apresentados nas sec¢des seguintes, que aludem as noges de trajetdrias, interacfes didaticas e
configuracdes didaticas. As trajetorias se referem a distribuicédo ao longo do tempo dos objetos

e funcbes semioticas, cuja analise permite caracterizar o significado institucional pretendido.
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Utilizamos, na andlise, as relacdes existentes entre as configuracdes, conforme dispde Godino,
Batanero e Font (2008, p. 21):

Uma configuracédo didatica esta associada a uma configuracao epistémica, isto é, uma
tarefa, os procedimentos requeridos para sua solucdo, linguagens, conceitos,
proposices e argumentacfes, as quais podem estar sob a responsabilidade do
professor, dos estudantes ou distribuidas entre eles. Associada a uma configuracdo
epistémica havera uma configuragdo instrucional constituida pela rede de objetos
docentes, discentes e mediacionais colocada em jogo a proposito de um problema ou
uma tarefa matematica abordada. A descricdo das aprendizagens que vao sendo
construidas ao longo do processo se realiza mediante as configuracGes cognitivas,
rede de objetos que interagem e emergem dos sistemas de praticas pessoais que se
acionam na implementacdo de uma configuracéo epistémica. (Grifos nossos).

A analise didatica se refere, portanto, a caracterizacdo das configuracbes, seu
sequenciamento e articulagdo.

Realizamos uma descrigéo dos aspectos que cada atividade mobiliza, de acordo com o
conteddo ontossemidtico-epistémico, obtido por meio da analise epistémica. Decompomaos cada
atividade em configuracdes didaticas, em que sdo utilizados os objetos primarios enunciados
no EOS - elementos linguisticos, conceitos/definicGes, proposi¢Oes/propriedades,
procedimentos e argumentos —, seus significados e 0s processos envolvidos nas préaticas da
proposta didatica elaborada nesta pesquisa. Cada configuracdo didatica é concebida como um
sistema aberto a interacdo com outras configuracdes da trajetdria didatica da qual faz parte,
sendo constituidas por praticas operativas e discursivas que devem ser realizadas no
desenvolvimento das situacfes-problema. A proposta didatica foi implementada por meio de
uma sequéncia de configuracOes didaticas.

Ao longo da trajetéria do desenvolvimento, implementacdo e analise da proposta
didatica, oito configurac®es didaticas foram identificadas. Elas agrupam tarefas, dispostas no
desenho da proposta e foram organizadas de acordo com as agdes necessarias para sua solugéo,
objetos matematicos, linguagens ou regras utilizadas, processos e argumentos que poderiam ser
manifestados pelos estudantes. Associado a essas configuracdes, ha configuracfes cognitivas e
interacionais que foram consideradas nessa organizacao.

A Figura 24 identifica os elementos de anélise epistémica-ecologica utilizados para cada

uma das atividades propostas.
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Figura 24 — Identificac8o dos elementos de andlise didatica utilizados

| '

Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3 ‘
(Configuragéo Didatica 1.1 Configuragdo Didatica 2.1 Configuragdo Didatica 3.1

| ePréticas P1.1, P1.2 ePraticas P1.1, ..., P1.4 = ePréticas P1.1, ..., P1.5
(Configuragﬁo Didatica 1.2 Configurac¢do Didatica 2.2 Configurac¢do Didatica 3.2

™| ePraticas P2.1, ..., P2.6 = ePraticas P2.1, P2.2 == ePraticas P2.1, ..., P2.4
Configuragdo Didatica 1.3 Configuragdo Didatica 2.3

== ePraticas P3.1, ..., P3.3 == ePraticas P3.1, P3.2

Fonte: A autora, 2021

A anélise, representada nos quadros, descreve o que se espera que ocorra em termos de
interacOes didaticas e esta apresentada nas secles seguintes, referentes as praticas operativas e
discursivas de cada uma das atividades propostas. No entanto, somente as respostas
efetivamente manifestadas pelos estudantes nos permitiram saber, de acordo com o0s
significados pessoais alcancados, se o significado institucional implementado foi consistente
com o pretendido.

Dessa forma, para cada configuracdo didatica, estabelecemos analises a priori das
praticas, fazendo uma correspondéncia a posteriori, identificando, além dessas, 0s objetos e
processos mobilizados, refletindo acerca do significado pessoal dos estudantes, bem como das
dificuldades e/ou de conflitos semioticos manifestados. Sdo colocados em evidéncia, aspectos
relativos a linguagem, representacgdes, relagdes e argumentos, utilizados para validar e explicar
as propriedades/proposicoes.

Foram analisados todos os protocolos das duplas que realizaram as atividades. Para
tanto, intercalamos segmentos de transcri¢do, correspondendo a uma amostra de fatos didaticos
significativos (FDS)**, que nos auxiliaram na identificacdo e avaliagio das trajetorias didaticas
no estudo do topico em referéncia.

Utilizamos na analise a no¢do de FDS como critério para delimitar configuracbes

3 Consideramos, conforme Godino et. al (2014), que um fato didatico é significativo se as agBes ou praticas
didaticas que o compdem desempenham um papel, ou admitem uma interpretacdo, em termos do objetivo
instrucional pretendido.
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didaticas, ligadas a resolucdo das situagOes-problema propostas e a manifestacdo dos
componentes epistémicos, cognitivos ou instrucionais que caracterizam o processo de estudo
correspondente. O FDS néo se refere, exclusivamente, a identificacdo dos significados dos
estudantes, mas a sua importancia para a compreensdo do processo de estudo em si.

Nas se¢Bes seguintes apresentamos as descri¢cfes das trajetrias geradas para o
desenvolvimento das Unidades 1 e 2, detalhadas por atividade.

7.3 Descricdo da trajetéria didatica referente ao desenvolvimento da Unidade 1:

Institucionalizagéo do conceito de Integral Definida

Realizamos, no primeiro encontro presencial, uma apresentacdo inicial aos estudantes,
acerca dos objetivos da pesquisa, a metodologia, os procedimentos, bem como outras
informagdes descritas no TCLE, que foi lido e assinado.

Uma vez expostas tais informacGes e a temética de estudo, buscamos saber dos
estudantes seus conhecimentos prévios de Célculo Diferencial e Integral e, especificamente,
seus conhecimentos sobre o tdpico Integral. Consideramos esse momento como um fato
didatico significativo, baseado em uma interacdo magistral, em que houve explicacdo da tarefa
e dos conhecimentos anteriores.

Nesse momento, também foram estabelecidas as normas e regras de implementagdo das
atividades. Partindo da premissa de que, na aula de Matematica, € estabelecido um
compromisso basico, o de ensinar e aprender, é natural direcionar o interesse para as normas
que determinam a atividade matematica possivel de desenvolver em uma instituicdo. Desse
modo, foram instituidas convencbGes que descreveram como deveria ser a forma de
comunicacgéo entre eles — foi priorizada a comunicacdo entre as duplas e estabelecido como
poderia ser a reagdo em relacdo a alguma inconsisténcia ou erros nas respostas dadas a
atividade.

Essas normas, identificadas no EOS como normas epistémicas, regulam o contetdo
matematico, o tipo de situacdes adequadas para a aprendizagem, as representacdes utilizadas
(em termos de linguagens), as defini¢des, proposic¢oes, procedimentos e argumentos.

Para analise do aspecto normativo do processo educativo investigado, foram
consideradas as respostas registradas pelos participantes da pesquisa em relacdo as
configuracBes didaticas categorizadas, apresentadas nas secdes seguintes. Além disso, foram
incluidas as normas que intervieram durante as sessdes de feedback e institucionalizacéo,

realizadas no inicio de cada nova atividade em relacéo a anterior. Para a identificacdo dessas
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normas procuramos identificar as situagcdes regularmente apresentadas e 0s momentos de
interacdo didatica associados a algum tipo de quebra do padrdo esperado, ou seja, foram
observadas as regularidades ou discrepancias entre as normas que se esperava serem observadas
e as que foram colocadas em acdo.

Antes mesmo de comecar a atividade, uma das duplas ja constituidas questionou sobre
a diferenca existente entre uma Integral Definida e uma Integral Indefinida. Aproveitamos a
oportunidade para motivar o diadlogo entre os estudantes, remetendo a pergunta aos seus pares,

como forma de promocdo de alguma reflexéo.

PESQUISADORA: Entao pessoal, alguém poderia nos ajudar nessa questdo: O que
diferencia a Integral Indefinida da Integral Definida?

ITALO: [apds alguns minutos de reflexdo] Professora, eu me lembro que tem algo a
ver com nimeros que aparecem no simbolo da Integral. Na Integral Definida aparece
e na Integral Indefinida n&o.

PESQUISADORA: E o0 que esses nimeros significam?

ITALO: Esses niimeros s&o os limites de integracdo. Na Integral Definida tem esses
limites, na Indefinida ndo tem. Mas, ndo sei direito o que isto significa... S sei que
quando tem os nimeros, resolvemos a integral e passamos o ponto.
PESQUISADORA: Ok. Mas, em termos conceituais: O que é Integral Indefinida e o
que é Integral Definida. Alguém pode nos ajudar a esclarecer isso melhor?
BRUNO: Sei que a Integral é o inverso da Derivada.

ITALO: Sei que o resultado de uma Integral Indefinida é uma férmula e da Integral
Definida, normalmente, € um nimero.

PESQUISADORA: Muito bem, italo! E o que essa formula representa? E o nimero,
representa o qué?

ITALO: A formula é uma func&o. E o nimero representa a area. Acho que € isso...

Destacamos que esse didlogo, motivado, inicialmente, pelos préprios estudantes,
explora o conhecimento comum desses em relacdo a Integral. As respostas de natureza verbal
apresentadas pelos estudantes refletem alguns usos e significados que eles atribuiram a esse
objeto matematico ao longo da sua formagdo. No entanto, ao refletirmos que a compreenséo de
um conceito precede, geralmente, a capacidade do sujeito de expressa-lo verbalmente, julgamos
que as expressdes utilizadas pelos estudantes nos trazem uma percepgéo de que, mesmo ja tendo
tido contato com o tdpico de Integral na disciplina Céalculo Diferencial e Integral, esses
estudantes, possivelmente, ndo estavam conscientes dos conceitos ja estudados acerca desse
tema, apontando para a concordancia com as pesquisas constantes no Estudo Preliminar desta
pesquisa, como em Gonzélez-Martin (2006), Apolinar (2014) e Brandao (2015), os quais
atestam que o desequilibrio entre os componentes conceituais e procedimentais no ensino da
Integral Definida pode conduzir a problemas de compreenséo.

A fala do estudante Bruno, “Sei que a Integral é o inverso da Derivada”, descreve uma

caracteristica observada em nossa pratica docente e, também, abordada no Estudo Preliminar:
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os estudantes, geralmente, identificam o termo “integral” com “primitiva”, e pouco identificam
0 processo de convergéncia e 0s aspectos geométricos envolvidos, sendo a Integral vista de
forma algébrica, mobilizando, esporadicamente, configuracéo epistémica geométrica, disposta
em Crisostomo (2012).

O estudante Italo se recorda, inicialmente, da diferenca de notagao entre os dois tipos de
Integral, ficando a percepcéo, no entanto, quando afirma ndo saber direito o que isso significa,
ou seja, que ele ndo tem uma boa compreensao dos significados de cada termo da notagdo —
dificuldade também evidenciada nas pesquisas de Cargnin (2013), Menoncini (2018) e outros.
Quando Italo menciona que o resultado da Integral Indefinida é uma formula e que essa
representa uma funcéo, percebemos que ele se aproxima do conceito de Integral Indefinida. Ao
se referir a Integral Definida como um nimero que representa a medida de area, refletimos que
0s estudantes, normalmente, tém uma conceitualizacdo da Integral baseada, unicamente, na
nocgdo de area. Essa reflexdo também é abordada nas pesquisas de Apolinar (2014), Almeida
(2017), Menoncini (2018) e outros.

Aproveitamos o didlogo para reforcar aos estudantes ser necessario fazermos uma

distingdo cuidadosa entre Integral Definida e Integral Indefinida, revisando que uma Integral
Definida f; f(x)dx tem como resposta da integracdo um numero, enquanto uma Integral

Indefinida [ f(x)dx é uma funcdo, ou uma familia de fungBes, e que a conex&o entre elas é
dada pelo Teorema Fundamental do Célculo. Informamos aos estudantes que algumas dessas
definicBes, conceitos e proposicbes seriam exploradas na proposta didatica a ser implementada
com eles na conducdo da pesquisa.

Aproveitamos o0 ensejo da discussao para perguntar acerca da aplicabilidade da Integral
Definida.

PESQUISADORA: Tenho, entdo, outra pergunta para vocés: Para que serve a
Integral Definida? Me digam uma aplicacdo desse tépico do Calculo Integral.
LUDIMILA: Eu me lembro que a gente usava nos exercicios referentes a calculo de
area.

A estudante refere-se a aplicacdo da Integral Definida para o calculo de medidas de
areas, entdo, poderiamos afirmar que a estudante reconhece uma das aplicagdes da Integral
Definida. No entanto, concordamos com Contreras e Ordonez (2006), pela nossa experiéncia
profissional e conhecimento do perfil dos participantes da pesquisa, visto que, geralmente, o
estudante ndo tem essa compreensdo, pois alguns ndo entendem a area como grandeza,

reduzindo o conhecimento da medida da area sob o ponto de vista numérico, por meio de
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férmulas.

Apenas os estudantes Bruno, italo e Ludimila participaram desse primeiro dialogo. Os
demais observaram atentos as perguntas e respostas registradas. No entanto, foi possivel
observar a motivacdo de todos ali presentes em realizar as atividades propostas, reconhecendo
a importancia dos conceitos a serem tratados e a conscientizagdo de que precisavam estudar um
pouco mais.

A cada dupla foi destinado um computador com o software GeoGebra Classic (versdo
5.0) instalado e o guia da atividade impresso. Foi esperado que as indicacdes impressas no Guia
de Atividades constituissem orientagdes suficientes para a realizacdo das tarefas, o que implica
que nds, professora-pesquisadora, buscamos adotar um papel de mediacdo no processo
educativo, tendo o minimo de intervencbes possivel durante a realizacdo das atividades;
promovendo, no estudante, um grau satisfatorio de reflexdo e autonomia na realizacdo das
préticas.

Na secdo seguinte, destacamos 0s problemas e praticas matematicas e didaticas —
entendidas como aquelas a¢des ou manifestacdes (linguisticas ou ndo) realizadas ao longo da
implementacdo da proposta didatica. Ao colocar em agdo propriedades, conceitos e elementos
linguisticos relacionados com objetos matematicos, o estudante é encorajado a percorrer
diferentes representacdes da Integral Definida de uma funcdo continua f — representacgéo gréfica
e representacdo analitica — por meio da resolucdo de situacdes especificas, com base em

argumentos que explicam e validam as acGes empreendidas.

7.3.1 Préaticas Matematicas e Didaticas referentes a Unidade 1

A ideia central das atividades da Unidade 1 € que o estudante possa institucionalizar o
conceito da Integral Definida, na perspectiva da Integral de Riemann, partindo de construcdes
visuais, apoiadas pelo GeoGebra, e por reflexdes estimuladas na realizagdo das atividades
propostas.

O discurso tedrico, desenvolvido ao longo das atividades, necessario para estabelecer as
definicOes e proposic¢des da Integral de Riemann, por exemplo, a definicdo de uma Soma de
Riemann, é ostensivamente apoiado por visualizacbes de representagbes graficas e
experimentacGes possibilitadas pelo software. Assim como no trabalho de Turégano (1994), a
hipdtese € que os estudantes possam, intuitivamente, aprender conceitos de Céalculo antes de
desenvolver as habilidades procedimentais, usando a visualizacdo, auxiliada por tecnologias

digitais, para dar sentido ao conceito de Integral Definida e suas propriedades, a partir da ideia
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de medida da &rea sob uma curva. Orton (1983) também ja apontava que uma abordagem inicial
“informal” dos conceitos de Calculo deve envolver exploracdes numeéricas e graficas.

As duas situacOes-problema, dispostas nesta Unidade 1, cujos enunciados sao
relembrados no Quadro 14, estdo centradas no problema ontologico e semiotico-cognitivo, com
base em dois significados parciais da Integral Definida, um informal (intuitivo), representado
pela configuragédo epistémica intuitiva (CEI), e outro formal como limite de uma Soma de
Riemann, representado pelas configuracdes epistémicas geométrica (CEG) e soma (CES), no

sentido proposto por Crisostomo (2012).

Quadro 14 — SituacGes-problema propostas nas Atividades 1 e 2 da Unidade 1

Situac@o-Problema 1: Suponhamos que a prefeitura da cidade de Montes Claros necessita de que
uma determinada empresa faga uma reforma no Parque Municipal Guimardes Rosa, localizado na
Avenida José Corréa Machado, bairro Ibituruna, e, para isso, precisa obter a medida da &rea desse
Parque. Como obter a medida aproximada de sua area tendo como referéncia o mapa gerado pelo
aplicativo Google Maps?

Situacdo-Problema 2: Escrever um método que permita calcular a medida da area da regido
limitada pelo eixo Ox e a representacdo grafica de uma funcdo continua f, em um intervalo
especifico, em que f(x) < 0.

Fonte: A autora, 2021

Essas situacGes-problema disparam uma sequéncia de tarefas, cujo objetivo € incentivar
0 estudante a colocar em acéo representac@es da Integral de Riemann, de modo que, partindo
de um trabalho dindmico com o GeoGebra, possa construir a representacdo gréafica
correspondente as fungdes relacionadas as situacGes-problema em estudo e aprimorar seus
conhecimentos acerca dos conceitos, defini¢bes, propriedades da Integral Definida, de forma
que possa obter, com base em seus procedimentos reflexivos verbais e construcdo de
argumentos, a expressdo analitica que representa uma Soma de Riemann. Assim, a aplicacdo
das sequéncias contempla o uso dos recursos visuais fornecidos pelo software para colocar o
estudante em contato com uma nocdo essencial: uma Soma de Riemann como ferramenta para
o calculo de medida de &rea.

Na implementacdo das atividades, os estudantes foram motivados a utilizar determinada
linguagem verbal sobre conceitos relacionados as funcdes e representagdes simbdlicas, como
de somatorio, integral, limite de uma funcdo. Essa linguagem € a parte ostensiva de uma série
de conceitos, proposi¢cdes, procedimentos, que sdo usados na elaboracdo de argumentos, para
decidir se as agBes que compdem a pratica sdo adequadas.

Dessa forma, as atividades estimulam mudancas na linguagem, ao longo de seu

desenvolvimento — da representacao grafica para a numérica—, de forma néo intrusiva, e dessa
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para a analitica. 1sso resulta no esquema produzido, inspirado na TRRS (DUVAL,1991, 2009),
que representa as fungdes semidticas mobilizadas em termos de linguagem, como ilustrado na

Figura 25.

Figura 25 — Esquema que representa funcdes semioticas em termos de linguagem

s
\

Linguagem
Numérica

Linguagem
Analitica

Fonte: Adaptado da TRRS (DUVAL, 1993, 2009)

Evidenciamos que os estudantes mobilizaram representacdes dos objetos em diferentes
registros, como, por exemplo, no registro em lingua materna, na utilizacdo de expressdes
verbais, quando responderam as questdes discursivas e, ainda, ao discutirem entre si acerca das
atividades; também, ao sintetizarem as expressdes usando a linguagem simbdlica matematica
ou a linguagem discursiva. Destacamos a mobilizacéo das representacdes nos registros graficos
gerados no GeoGebra. Os estudantes mobilizaram fungdes semi6ticas que correspondem a um
instrumento relacional que facilita o estudo da manipulacéo de objetos matematicos ostensivos
e do pensamento que acompanham as préaticas realizadas.

A mobilizacao das representacfes em diferentes registros serviu como base para que 0s
estudantes buscassem compreender, formular hipoteses, conjecturas e comunicar a resolucéo
da situacdo-problema proposta. A conversdo de representagdes entre registros esteve presente
no desenvolvimento das atividades, uma vez que os estudantes articularam, de forma favoréavel,
0s registros na lingua materna, algebrico, grafico, numérico; o que foi evidenciado a partir de
protocolos escritos ou digitais das duplas.

As relacdes que se estabeleceram entre os diversos objetos e processos matematicos
foram mobilizadas por meio do incentivo ao uso de processos, basicamente intuitivos, que
buscaram incitar a necessaria compreensao dos conceitos e propriedades dos entes matematicos
que compdem a definicdo da Integral de Riemann, de forma que 0s estudantes conseguissem

estabelecer um significado pessoal acerca da Integral Definida, proximo do significado
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institucional pretendido.

Distinguimos dois tipos de argumentacdo, seguindo Duval (2009), utilizados para
validar e explicar as proposicdes pertencentes a resolucdo das atividades da Unidade 1: i)
Retorica: justificativa verbal de uma declaracéo e ii) Heuristica: justificativa da eficacia de uma
acao. Isso ocorreu porque os estudantes realizaram os procedimentos para resolver as situagdes-
problema propostas, seguidos de comentarios entre si. Em varios momentos, os estudantes
utilizaram didlogos com diferentes finalidades: para decidir se as a¢cdes que compdem a pratica
estavam corretas, para “convencer” seu parceiro de dupla acerca de uma resposta a ser
registrada ou para esclarecer alguma davida.

Na préxima secdo, passaremos ao detalhamento seguido da andlise a priori e a
posteriori das praticas operativas e discursivas realizadas na Atividade 1 dessa primeira
Unidade de Estudo.

a) Préticas operativas e discursivas da Atividade 1 — Unidade 1, analisadas a priori e

a posteriori

Nesta atividade, que foi realizada presencialmente no dia 11/03/2020, partimos de uma
situacdo-problema que apresenta duas abordagens: uma intramatematica (calculo de medida de
area) e outra extramatematica (encontrar a medida da area de um Parque, por meio de seu mapa,
gerado pelo aplicativo Google Maps e recorrendo ao GeoGebra). Apds a disponibilizacdo desse
mapa, foram apresentadas tarefas a serem realizadas no software para obtencdo da medida da
area, com uma melhor aproximag&o possivel.

Almejavamos que os estudantes progredissem na compreensao da construcao conceitual
da medida de area da regido compreendida entre a representacédo grafica de uma fungéo continua
f e o0 eixo das abscissas, em um intervalo [a, b], partindo do limite das somas das medidas das
areas dos retangulos sobrepostos a essa regido, chegando a uma Soma de Riemann e a relacao
do valor numérico encontrado com a medida aproximada da superficie do Parque.

Ponderamos que uma funcao semiotica do tipo representacional é estabelecida, uma vez
gue a medida da area € representada ndo apenas com um valor numérico, mas por meio de

outras linguagens como gréfica, usando o GeoGebra, algébrica e analitica, como em
Area (R) = f:f(x) dx. A atividade busca a institucionalizacdo dos conceitos, reconhecendo

a cadeia de relacOes entre as linguagens gréaficas, simbolicas, algébricas e analiticas, fazendo

implicitamente a transicdo para a linguagem numérica — encontrar o valor da medida da &rea
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do Parque — que é o objetivo da situacdo-problema, realizando, por fim, a transformacédo das
escalas graficas.

Destacamos no Quadro 15 a decomposicao da Atividade 1 em configuracdes didaticas,
constituidas por praticas que resumem as tarefas solicitadas no seu desenho, conforme

apresentado no capitulo anterior.

Quadro 15 — Configurac@es Didaticas — Atividade 1 da Unidade 1

Configuragdo Didatica 1 da Atividade 1 (CD1.1): Manipulagdes no software GeoGebra para
alocacdo da figura e preparacdo para realizacdo de reflexdes — 1° ao 4° passo da Atividade 1.

P1.1 Preparacdo da imagem do mapa do Parque no GeoGebra: Inserir e posicionar, adequadamente,
a imagem do mapa do Pargue na area gréfica do software, observando o sistema de eixos cartesianos.
Coincidir uma extremidade do mapa do Parque com o eixo das abscissas. Criar um polindmio que
representa uma das extremidades da regido que expressa a superficie do Parque. Criar retas
perpendiculares ao eixo das abscissas para delimitar o intervalo em que a regido que representa a
superficie do Pargue esta representada no plano cartesiano.

P1.2 Realizagdo da aproximacgdo da medida da area da regido que representa a superficie do Parque,
utilizando recurso do GeoGebra: Inserir o comando SomaRetéangulos. Variar o nimero de retangulos
utilizados. Identificar o valor numérico relacionado a medida aproximada da area.

Configuracdo Didatica 2 da Atividade 1 (CD1.2): Institucionalizagdo dos objetos matematicos que
compdem uma Soma de Riemann — 5° passo da Atividade 1

P2.1: Experimentacdo das medidas dos elementos dos retdngulos sobrepostos a regido que representa
a superficie do Parque, quando se altera o nimero de retangulos.

P2.2.: Representacao algébrica da soma das medidas das areas dos retangulos sobrepostos, usando
somatorio (Y-, Ax = Ay + Ay + -+ A; + -+ A4,), sendo A; a area do primeiro retangulo, Az a
area do segundo retangulo e A,, a &rea do e-nésimo retangulo; e a relacdo do nimero de retangulos

utilizados com uma melhor aproximacao da soma das medidas das areas dos retdngulos, com a medida
da area da regido que representa a superficie do Parque.

P2.3: Interpretacdo algébrica da divisdo do intervalo [a, b] em subintervalos menores e regulares.

. . . ~ ~ b— . - -
Institucionalizagdo da relagdo % = Ax, sendo [a, b] o intervalo considerado, n 0 nimero de

retangulos sobrepostos a superficie do mapa e Ax a medida dos subintervalos.

P2.4: Institucionalizacdo da escolha das alturas f(c;) dos retangulos sobrepostos a regido que
representa a superficie do Parque.

P2.5: Institucionalizacdo da representacdo algébrica da medida da area do e-nésimo retangulo:
Ap = f(cq) " Ax
P2.6: Institucionaliza¢do da soma das medidas das areas dos retangulos:

Rn=f(cl)-Ax+f(cz)-Ax+---+f(c3)-Ax+---+f(cn)-Ax=2An
k=1

Configuracao Didatica 3 da Atividade 1 (CD 1.3): Aplicacdo da Integral Definida para calculo da
regido representada pelo mapa do Parque — tarefas 14 e 15 do 5° passo, 6° passo da Atividade 1

P3.1: Institucionalizacéo da relacdo do limite com o conceito das somas infinitesimais:
Area = lim R, = lim [f(c;) " Ax + f(cy) - Ax + -+ f(c3) " Ax + -+ f(c,) - Ax]
n—-oo n—-oo
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P3.2: Associacao do conceito de limite ao de Integral, usando a formalizagcdo matematica:
Area = lim Y1, f(c) - Ax = ff f (x)dx para fungdes continuas, em que f(x) = 0, em [a, b].
n—-oo

P3.3: Célculo da proporcionalidade entre a medida aproximada da area da regido que representa a
superficie do Parque Guimaraes Rosa, obtida no GeoGebra, e a medida aproximada da area desse
Parque.

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Apresentamos, a seguir, a analise detalhada do sistema de praticas, objetos e processos
identificados em cada uma das configuracOes acima referidas.

Ressaltamos que os processos mencionados por Font e Contreras (2008) e Font, Godino
e Contreras (2008), quais sejam, generalizacdo-particularizacdo, institucionalizacao-
personalizacéo, representacdo-significacao, decomposicdo-reificacao, idealizacéo-
materializacdo, comunicacdo, definicdo, enunciagdo, argumentacdo, algoritmizacdo e
problematizacéo, estiveram presentes na realizacdo das praticas matematicas, realizadas pelos
estudantes na implementacdo da Atividade 1. Observamos que, em uma mesma pratica, varios
objetos e processos podem ser ativados, por esse motivo, priorizamos a exposi¢ao daqueles que
se destacaram no contexto em que a pratica foi realizada.

No Quadro 16, a primeira coluna indica os grupos de praticas relativos a configuracao
didatica 1 da Atividadel (CD 1.1); a segunda coluna identifica a utilizacdo ou intencionalidade
de cada prética; as colunas 3 e 4 descrevem 0s tipos de objetos (linguagens, conceitos,
proposicBes, procedimentos e argumentos) e 0s processos envolvidos nas préaticas ou grupos de
praticas. Destacamos que os quadros referentes as configuragdes didaticas ndo pretendem ser
uma colecao exaustiva dos objetos e processos matematicos mobilizados durante a realizacao
das praticas, por isso, identificamos o0s objetos e processos que se destacaram no

desenvolvimento do processo.

Quadro 16 — Configuracdo Didatica 1.1 — Atividade 1 da Unidade 1

CD 1.1: Manipulagdes no software GeoGebra para alocacao da figura e preparacéo para realizacdo de
reflexfes — 1° ao 4° passo da Atividade 1.

Prética Uso/Intencionalidade Obijetos Processos
P1.1 Preparacdo | Encontrar a Linguagem: natural, Interpretagdo e Comunicagéo:
da imagem do representacdo algébrica grafica, algébrica, = Entendimento da declaragdo do
Parque no da delimitacdo do mapa | computacional. problema, das instru¢des de
software que configura a Conceitos: Ponto, manipulagio do GeoGebra,
GeoGebra superficie do Parque no plano e coordenadas relacionando as tarefas realizadas a

plano cartesiano. cartesianas, funcdes, conceitos estudados.

P1.2 Realizacdo | Exibir, no GeoGebra, retas, posicao = Um conjunto de nimeraos reais é
da aproximacdo | aproximacdes de medida | relativas entre retas, atribuido como contetido a
da medida da da area de uma superficie | area. expressdo [a, b]; as letras a
area do mapa do | plana, limitada por uma Proposi¢do: a (origem) e b (fim) designam os
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utilizando-se colecdes de
retangulos, com particbes
regulares.

Parque curva, e pelasretas x = | estimativa tem limites inferior e superior,
utilizando a, melhor precisdo respectivamente, do intervalo.
recurso do x = b,y = 0, por falta | quando as medidas = Designac¢do do n para representar o
GeoGebra OU pOr excesso, dos intervalos namero de retangulos

utilizados séo
menores.
Procedimentos
operacionais
realizados no
GeoGebra.

Materializacdo e algoritmizacao:

= Uso do GeoGebra para construgdes
geomeétricas.

= Associacdo dos comandos do
GeoGebra com os elementos
conceituais.

Visualizagdo:
= Interpretacdo, acéo e
relacionamento dos conceitos.

Fonte: A autora, 2021

Em relacdo a analise a priori inerente as praticas da configuracdo didatica 1.1,
consideramos que essas possibilitam manipulacdes e experimentacdes no GeoGebra, na
preparacdo para o desenvolvimento da ideia intuitiva da aplicacdo da Integral Definida para o
calculo de medida de &rea. Esperavamos que, usando os comandos do GeoGebra, 0s estudantes
estabelecessem de forma algébrica e analitica a delimitacdo do mapa que configura a superficie
do Parque no plano cartesiano. Tal representacdo é composta por uma funcao continua f, gerada
por meio de pontos colocados sobre um dos limites da imagem do Parque, do eixo das abscissas
e de retas ortogonais a esse eixo.

A visualizacdo dos retangulos, inscritos sobre a superficie do mapa do Parque, foi
possivel pelo uso do comando SomaRetangulos do GeoGebra, que traz uma aproximacdo da
medida da area dos retangulos colocados sobre ela, possibilitando o calculo da aproximacéo do
valor da medida da area do Parque. Foi esperada a percepcdo dos estudantes durante a
experimentagdo no recurso controle deslizante do GeoGebra de que, ao observarem poucos
retangulos sobre a imagem da figura, haveria certo erro no célculo da medida da area, pois 0s
retangulos dispostos ndo se alojariam perfeitamente a superficie, apreendendo, portanto, que
esse erro poderia ser atenuado, diminuindo-se a medida da base de cada um deles e,
concomitantemente, aumentando a quantidade de retangulos.

Apos a implementagdo da CD 1.1, era esperado que 0 estudante apresentasse a tela no

GeoGebra em conformidade com a Figura 26.
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Figura 26 — Tela do GeoGebra referente as praticas inerentes a CD 1.1

¥ Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagio

® A=(0,0) h i
® B=(8.62,0) 7
® fy=0

C={072,1.3)

D={1.84,1)

E =(3.46,0.84)

F = (5.58,1.36)

G={7.74,3.14)

lista = {(0.72, 1.3), (1.84, 1), (3.46, 0.84), (5.58, 1.36), (7.74, 3.14)}
£(x) = 0x* + 0+ 0.03x* —0.37 x + 1.55

H={8.3,0)

h:x=0

x=83 4
n=66 o
a=123 ]
1=(0.68, 3.56)
J=(2.42,3.56)
j=1.74

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Com relacdo a andlise dos aspectos relativos a linguagem, destacamos o uso das
linguagens natural, simbdlica, algébrica e computacional que podem ser mobilizadas pelos
estudantes ao cumprirem as tarefas propostas nessa atividade.

Quanto a andlise a posteriori inerente as praticas previstas na configuracéo didatica 1.1,
todas as duplas participantes realizaram-nas com a utilizacdo do GeoGebra, usando uma prética
discursiva de reflexdo sobre a préatica operacional. Os estudantes manipularam e realizaram
experimentacdes com poucas dificuldades operacionais com relagcdo aos recursos do software.
Foi percebido que a medida que as duplas realizavam os procedimentos operacionais
solicitados, verificavam se os resultados retornados pelo software eram satisfatorios, fazendo a
correcao desses quando necessario, fundamentados em comparacdes e experimentacdes, como

observado no seguinte dialogo:

ELBA: Vocé acha que esses cinco pontos serdo onde?

FRANCIELE: Os pontos estdo ficando diferentes, era pra ficar mais pra cima. (...)
Seré& que t& bem na bordinha aqui embaixo?

ELBA: Eu acho que esses pontos deveriam ficar nessa borda verde, olha para vocé
vé, aqui é como se fosse o Parque.

FRANCIELE: Entdo abaixa o0 ponto que é isso.

Destacamos, nesse dialogo, que as estudantes atendem aos procedimentos operacionais
solicitados de encontrar a representacdo algébrica da delimitacdo da regido que representa o
mapa do Parque no plano cartesiano, e que fizeram comparag¢fes com o que esta sendo gerado
no GeoGebra, com o conhecimento comum acerca dos conceitos matematicos presentes na
atividade. Elba aponta que os pontos ficaram em lugares diferentes do que estava apresentado

na atividade e faz uma movimentagio desses para atender a tarefa proposta. E perceptivel que
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0s estudantes usaram a tecnologia como apoio, validando, discordando ou concordando,
expondo argumentos matematicos relacionados com o que esta sendo visualizado, conforme

analise das praticas realizadas pela mesma dupla:

ELBA: Temos que colocar uma reta perpendicular a y = 0. Mas a reta ficou em
cima do eixo x. Parece que o comando néo deu certo.

FRANCIELE: Apaga e clica de novo para criar uma perpendicular ali.

ELBA: Nesse caso, vou criar uma perpendicular a esse ponto?

FRANCIELE: Néao, tem que ser perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto H e
outra passando pelo ponto A. Acho que é assim... tenta ai.

Analisamos o arquivo do GeoGebra dessa dupla e verificamos o processo de construgédo
dessa atividade, acionando o recurso construgcao passo a passo. Percebemos um procedimento
operacional incorreto na primeira tentativa da dupla em criar a reta perpendicular ao eixo das
abscissas, passando pelo ponto H. Uma das estudantes acionou o recurso reta perpendicular e,
posteriormente, clicou no eixo das ordenadas e no ponto H. Assim, foi exibidaaretay = 0. A
percepcdo da dupla que tinha algo errado traz evidéncia dos conhecimentos prévios de
Matematica construidos na Educacdo Bésica, bem como da realizacdo dos processos de
interpretacdo e comunicacdo no estabelecimento da relacdo das tarefas realizadas com
conceitos: reta perpendicular, pontos, posicdes relativas entre reta e ponto, entre outros.

O processo de visualizagdo, por meio dos recursos do GeoGebra, ocupou um lugar
privilegiado, como processos cognitivos mobilizados na realizacdo das atividades, pois
facilitou, de forma significativa, a compreensdo dos estudantes acerca da aproximacdo da
medida da area do Parque, conforme evidenciado pelas falas de Ludimila e Tulio ao realizarem
a pratica P1.2:

LUDIMILA: Tem que ir na barra de entrada, olha la soma dos retangulos.

TULIO: E verdade o erro que tera. Olha para vocé ver, se usarmos apenas um
retdngulo o erro sera muito grande. Olha os retéangulos sendo criados, que massa!
Eu sei no quadro, mas estou falando no GeoGebra!

LUDIMILA: Quanto mais retangulos, mais exata fica a area.

TULIO: Verdade, usando mais retangulos, a area do Parque fica mais aproximada.

Evidenciamos que os estudantes percebem a soma das medidas dos retangulos. Ao
afirmar “eu sei no quadro”, entendemos que Tulio pode ter tido a intencdo de expressar que
sabe resolver a Integral Definida por meio de um processo de algoritmizagao e que, nesse caso,
a possibilidade da visualizacdo esta sendo Util para tornar o contexto grafico-geometrico
acessivel, podendo ajuda-lo a esclarecer as relacdes existentes entre a representacdo algebrica

e a geométrica.
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As respostas as tarefas propostas foram produzidas de acordo com a experimentacao
realizada no GeoGebra, que possibilitou a producédo de representa¢des mentais pelos estudantes.
Alguns argumentos utilizados nas justificativas das tarefas foram baseados na visualizacédo
gréfica, apoiados pela exibicdo das representacdes na tela e nos resultados numéricos obtidos
na janela de &lgebra do GeoGebra nas etapas de resolucdo da situagdo-problema. Por exemplo,
na realizagdo da pratica P1.2, Ludimila diz: “A medida da base dos retéangulos vai diminuindo,
a medida que o numero de retangulos vai aumentando”.

Nesse sentido, verificamos que o apoio a visualizacdo grafica possibilitou a producéo
de argumentos dedutivos dos estudantes. Nessa atividade, a visualizagdo e a coordenacdo entre
as multiplas representagcdes — numeérica, algébrica e geométrica — proporcionadas pelo uso do
GeoGebra se complementaram ao estimular a capacidade de explorar, conjecturar, refutar,
concluir, demonstrar, abstrair, entre outros processos cognitivos.

Foram evidenciadas, nessa analise, dificuldades e reflexdes relacionadas aos
procedimentos realizados no GeoGebra para disposi¢cdo de pontos na imagem inserida no
software e a determinacdo da funcdo polinomial para representar uma das fronteiras do mapa
do Parque. Esses procedimentos eram imprescindiveis na pratica P1.1. Alguns dialogos atestam

essa abordagem, por exemplo, quando Gisele dialoga com seu colega Bruno:

GISELE: Vai criar tipo uma funcéo de segundo grau ou de algum outro grau?
BRUNO: Veja ai, criou uma fungdo de quarto grau. E quando aumentamos o nimero
de pontos e acrescentamos a lista, a aproximacéo no lado do mapa fica melhor. Veja!

Em relacdo aos conceitos, foram evidenciadas, nesta analise, algumas dificuldades de
compreensdo dos estudantes em relacdo aos conceitos de geometria plana, como posigdo
relativa entre retas no plano cartesiano, reta perpendicular, localizagéo de ponto no plano
cartesiano, entre outros conceitos necessarios a realizacdo das praticas matematicas.

Apresentamos, no Quadro 17, a andlise detalhada do sistema de préticas, objetos e

processos relacionados a segunda configuracao didatica da Atividadel, Unidade 1 (CD 1.2).

Quadro 17 — Configuracdo Didatica 1.2 — Atividade 1 da Unidade 1

CD 1.2: Institucionalizacdo dos objetos matematicos que compdem uma soma de Riemann — 5° passo
da Atividade 1 (tarefas 1 a 13).

Pratica Uso/Intencionalidade Objetos Processos
p2.1: Fazer experiéncias no | Linguagem: Materializagéo-
Experimentacéo GeoGebra e utilizar o | = Natural, gréafica, algébrica, Idealizacéo:
das medidas dos raciocinio intuitivo na computacional. = Percepcéo da
lados dos construcgdo de Conceitos: representacdo
retangulos argumentos. = Particdo, amplitude, somatoério, geomeétrica dos
P2.2: Uso da Relembrar as notac6es soma superior e soma inferior objetos (funcéo,
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Procedimentos operacionais:

= Construir retdngulos dispostos
sobre os subintervalos [x;_4, x;],
que tenha base de medida Ax e
altura f(x;) e adicionar a medida
de suas areas.

» Movimentar o controle deslizante

algébrica que
representa a

notacdo utilizadas para

n designar somas,
Z Ay necessarias para o
k=1 entendimento da
=A+A+ formalizacdo de uma
+ A+t Ay Soma de Riemann.
P2.3: Observar as variagdes
Institucionalizacdo | nas medidas dos
da expresséao comprimentos da base

de cada retangulo,
fazendo a

do GeoGebra, variando o nimero
de retdngulos sob uma curva f em
um intervalo [a, b].

= Aproximar a medida da area da
regido representada pelo mapa do

Institucionalizacdo
da representagéo
algébrica da
medida da érea de
um retangulo,

A; = Ax * f(c;)

da érea de uma porgao
da regido considerada.

amplitude generalizacdo dessa Parque, limitada pela curva f e
Ay = 2= medida para Ax. eixo das abscissas, no intervalo

- - < [a, b], usando retangulos
P2.4: Fazer uma articulagdo inscritos, escolhendo-se pontos
Escolha das das medidas das tal que:
imagens f(c;) alturas dos retangulos '

. . a=x0<x1<x2<"-,xn_1<
como medidas das | com a imagem da Y = b
< n = b;

aItLAJras dos fungdo f Procedimentos reflexivos verbais:
retangulos. = O que representa f(c;)?
P2.5: Generalizar a medida que rep e

~ _ |b—al
=0 que a razao W representa na

figura?

= Como obter a medida da &rea do
e-nésimo retangulo (An)?

= Como podemos escrever a soma,
de forma genérica, usando a
notagdo de somatoério (3))?

P2.6:

Institucionalizacdo

da soma das

medidas das areas

dos retangulos:

Ry

= Ax * f(cq)

+ Ax* f(cy)

+ -+ Ax + f(c;)
n

Y
i=1

Generalizar a soma
das medidas das areas
das porgdes da regido
considerada.

Propriedades:

= A subdivisdo do intervalo [a, b]
deve satisfazer a propriedade:
Ay, = x; — x;_, tende a zero
quando n — oo,

* Em cada intervalo [x;_q, x;] i =
1,2,3, ..., n existe um ponto c¢; em
gue a funcdo continua f assume
um minimo ou maximo absoluto.
Portanto, podemos considerar 0s
retangulos, cujas medidas da base
sdo representadas por A, = x; —
x;_, e altura f(c;).

Argumentos:

= Quando se aumenta a quantidade
de retangulos sobrepostos ao
mapa do Parque, maior seré a
aproximagdo referente a soma das
medidas das areas desses e a
medida da area da regido que
representa o Parque.

= Quando a quantidade de
retdngulos tende a infinito, a
medida da base desses tende a
zero.

retangulos,
superficie)
Interpretagéo:
= Ax designaa
amplitude de
qualquer
subintervalo.
= Dividir (o
intervalo) em n
subintervalos
significa dividi-lo
em n partes
desarticuladas.
= A letra n refere-se
ao namero finito
em que o intervalo
é decomposto
Generalizacdo das
medidas:
= Amplitude dos
subintervalos:
|b — al
Ax = ,
n
» Medida da area
dos retangulos
aproximantes
A; = Ax + f(c;)
= Soma das medidas
das areas dos
retangulos:
n

An = Z Ai
k=1

Argumentacao:

» A medida da area
da regido que
representa o
Parque é obtida
por meio das
somas das medidas
das areas dos
retangulos.

Considerando a analise a priori inerente as praticas da configuracdo didatica 1.2, elas
iniciam uma parte da Atividade 1 que requer dos estudantes da Licenciatura em Matematica

Fonte: A autora, 2021
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melhor reflex&o para apresentarem suas respostas, pois séo expostos questionamentos de forma
a induzi-los a usar a linguagem natural ou simbolica, com base nas reflexdes ocorridas durante
as experimentacdes no GeoGebra. Os estudantes foram estimulados a usar o raciocinio intuitivo
e experimental de forma auténoma, buscando a solucéo para a situacdo-problema proposta,
realizando as instrucdes inicialmente propostas — aumentar a quantidade de retangulos — e
dando a significagdo matematica daquele experimento feito, sendo estabelecidas relagdes nas
quais as generalizacdes sdo diretamente observaveis — seja na descricdo da atividade, na acdo
ou na percepcao do estudante.

Nas praticas matematicas, intervém objetos ostensivos (simbolos, gréficos, dentre
outros) e ndo ostensivos (defini¢cdes, conceitos, proposi¢des, entre outros, que evocamos ao
fazer Matematica) e que sdo representados em forma textual, oral, gréfica e, inclusive, gestual.
Almejavamos que os estudantes percebessem 0s objetos matematicos: medidas das bases dos
retdngulos e a relacdo entre a medida dessas e as amplitudes dos subintervalos; medidas das
alturas dos retangulos e medidas de suas areas. Nesse ponto, esperdvamos que 0 software
auxiliasse no desenvolvimento dos processos de materialidade e idealizacdo uma vez que 0s
objetos matematicos geralmente ndo sdo perceptiveis, no entanto, eles sdo usados em praticas
por meio das notagdes, simbolos, gréficos. A representacdo grafica, possibilitada pelo
GeoGebra, é composta por figuras concretas e ostensivas, uma vez que essas sao desenhadas
pelo software e sdo observaveis pelo estudante. Como resultado do processo de idealizacéo,
existe um objeto (retdngulo) ndo ostensivo, isto é, um objeto matematico que ndo pode ser
apresentado diretamente, sendo por meio de certos ostensivos associados. Assim, para
manipular objetos ndo ostensivos, precisamos de representacfes ostensivas, que sao o resultado
de um processo de materializacdo e, também, representacdo. No EOS, os processos de
materializacdo e idealizagdo sdo considerados inerentes a atividade matematica.

A sequéncia de tarefas desta atividade objetivava que os estudantes experimentassem e
partissem de situacOes particulares para a generalizacéo, utilizando o raciocinio intuitivo e
experimental para analisar os resultados relativos ao uso das ferramentas do GeoGebra e
relaciona-los com conceitos, defini¢des e propriedades de uma Soma de Riemann.

Nessa configuracgdo, estdo abordados conceitos relacionados a série de somas sucessivas
(P2.2). A atividade matematica requisitada engloba as ac6es de revisdo e familiarizacdo dos
estudantes com a notacdo sigma (3), conceito necessario para a estruturacdo da defini¢do de
Soma de Riemann. Na sequéncia das praticas, o estudante € instruido a escrever um somatorio
para o contexto proposto. Como discutido por Duval (2009, p. 15), “as representacdes

semioticas ndo sdo somente indispensaveis para fins de comunicacdo, mas necessarias ao
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desenvolvimento da atividade Matematica”. Na realizagdo dessa pratica, a notacdo do
somatdrio é imprescindivel para que o estudante compreenda o objeto matematico, responsavel
por descrever o somatério das medidas das areas dos retangulos aproximantes, observados na
representacdo geométrica feita no GeoGebra. Essa pratica objetiva detalhar o somatdrio,
indicando adicdo de parcelas referentes as medidas das areas dos retangulos. O entendimento
desse conceito pelos estudantes tem sido discutido em pesquisas, como a de Menoncini (2018),
que detalham alguns entraves ocorridos nesse processo.

Conjecturamos que o0s estudantes aprimorariam a escrita matematica generalizada,
partindo das observagdes das experimentagdes realizadas no software — variagdo das medidas
das alturas dos retdngulos, medidas das areas, observacdes das somas sucessivas —, embora a
expectativa fosse de que eles apresentassem algumas dificuldades no processo de generalizagéo,
que é essencial, uma vez que distingue a criatividade matematica da conduta mecanizavel ou
algoritmica (OTTE, 2003).

A linguagem é a parte ostensiva do conceito relativo a medida de area (a soma das
medidas das areas dos retangulos se aproxima da medida da area da superficie que representa o
Parque), proposicdes (se a medida da base dos retangulos tender a zero e a quantidade de
retdngulos tender a infinito, havera uma melhor aproximac&o para a medida da area do Parque)
e dos procedimentos (diminuir a medida da base dos retangulos, fara com que os retangulos se
ajustem a superficie representada pelo mapa do Parque). Esperdvamos que os estudantes
utilizassem tais objetos na elaboracdo de argumentos potenciais para a decisdo de acdes que
compdem as praticas e para possibilitar respostas satisfatorias as tarefas apresentadas.

Sobre a analise a posteriori inerente as préaticas da configuracdo didatica 1.2, em sua
realizacdo, as duplas observaram as propriedades e argumentos presentes na conceitualizacdo
matematica acerca das medidas das bases e das alturas dos retangulos, o que as levou,
progressivamente, a abordagem gréafica e tedrica de uma Soma de Riemann. Conforme
Turégano (1998), a esséncia na evolucdo da compreensdo do conceito de limite que constitui a
Integral de Riemann € a identificacdo, aqui possibilitada pelo quadro geomeétrico-grafico, da
altura dos retangulos, situacdo que convence o estudante de que realmente existe um numero
que mede a altura dos retangulos e que esse nimero se relaciona com a imagem da funcéo f
considerada.

Foram realizadas pelas duplas a leitura de textos matematicos para revisao de conceitos
e propriedades e a interpretacdo desses conceitos, no contexto da situagcdo-problema proposta,
escrevendo o somatorio de forma genérica, como Z?zl(Ax . f(ci)), (comi=12.., n).

Em algumas das praticas propostas, 0s estudantes conseguiram, partindo da
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experimentacdo, migrar de uma particularidade para uma generalizagdo. Isso ficou evidente em
alguns processos mentais, percebidos pela descricdo de suas falas, como evidenciado na
observacao do dialogo de Elba e Franciele, ao fazerem as a¢des relativas a pratica P2.3. Foi
possivel perceber os processos mentais usados por essas estudantes na generalizacdo da
amplitude Ax, quando, primeiramente, encontram as medidas das bases de quatro retangulos,
dispostos no intervalo [1,5] e, ap6s, aumentam o numero de retangulos e observam a medida

dos subintervalos que aparecem:

ELBA: Se utilizamos 4 retdngulos no intervalo [1,5], cada retangulo terd base com
medida 1 unidade. Olha s6 na tela...

FRANCIELE: Entéo delta x iria ser igual a um.

ELBA: A conta seria (5-1), dividido por 4. E se tivermos xg, x;, X5, X3, %4 ... A
primeira parte pode ser x; — x,. Depois x, — x; ... Eu creio que seja assim.
FRANCIELE: Aqui seria x, — x3. De modo geral, delta x é igual a x superior menos
o x inferior do subintervalo. Entdo, podemos escrever x,, — x,,_;.

ELBA: Mas na atividade fala Ax = x;—x;_4
FRANCIELE: E a mesma coisa, SO trocou 0 n por i.

Percebemos que a estudante Elba comeca por um processo de particularizagéo,
entendendo como se calcula a medida de cada subintervalo, nesse caso especifico, para depois
identificar a forma genérica de escrever a amplitude dos subintervalos.

No entanto, houve dificuldades na sequéncia da préatica P2.3 realizada por outra dupla,
que buscava a generalizacdo da amplitude Ax, considerando o intervalo [a, b] e n retangulos,

conforme observado na fala de Bruno dirigida a seu colega:

BRUNO: Como falo da medida do intervalo de uma forma geral? Eu sei a medida
desse subintervalo especifico. Para saber a medida de qualquer um é so fazer

X;—X;—1 como fala na atividade. Mas, professora, como posso falar da medida de
qualquer subintervalo, considerando o intervalo [a, b] todo, com a quantidade de
retdngulos sendo variada? Aprendemos muito, mas ndo sabemos expressar.

H& uma busca de Bruno por um processo de generalizagdo, ao considerar que a medida
do subintervalo poderia ser escrita de uma forma generalizada. Ele tenta encontrar uma regra
de construcdo para os subintervalos, ao se variar a quantidade de retangulos. Ressaltamos,
novamente, a dificuldade da linguagem escrita como um mecanismo que atende a complexidade
do pensamento.

Alguns outros entraves foram verificados na realizacéo das préaticas dessa configuragéo,
conforme sintetizamos:

— estabelecimento da relacdo da medida das bases dos retangulos sobrepostos a figura



203

com a medida da amplitude (Ax) dos subintervalos pertencentes ao intervalo [a, b]:
dificuldades apresentadas pelas duplas Gisele e Bruno; Ludimila e Tulio;

— disposicdo de pontos sob a figura que representa 0 mapa do Parque - a dupla
Mariana e Jair havia colocado os pontos sobre a figura, no GeoGebra, em desacordo
com as orientacOes contidas na atividade, gerando uma fungdo cuja representacéo
gréfica ndo se aproximava dos contornos da imagem do Parque Guimarédes Rosa —
isso pbde ser verificado no arquivo do GeoGebra da dupla;

— estabelecimento da medida da altura f(c;), (comi = 1,2,...,n), dos retangulos,
escrita de forma genérica e representacdo da expressao f(c;) * Ax como expressao
usada para representar a medida area de um retangulo — dificuldades evidenciadas
pelas duplas Mariana e Jair; Elba e Franciele;

— registro simbolico do somatério. Notamos dificuldades de compreenséo e escrita da
simbologia relacionada ao somatorio nos protocolos realizados pela dupla Elba e
Franciele, que cometeu incoeréncia na escrita algébrica, conforme destacamos na

Figura 27.

Figura 27 — Protocolo extraido do Guia de Atividades de uma
dupla de estudantes. Pratica P2.6 — Atividade 1
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Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

No protocolo destacado na Figura 27, verificamos que as estudantes confundiram a
posicdo dos parénteses ao escrever o somatorio Y.p_, f(cx)-Ax com c, € [a,b] para
representar, genericamente, a soma das medidas das areas dos retangulos sobrepostos a regido
do mapa do Parque. Uma das competéncias matematicas demandadas ao estudante, no
desenvolvimento procedimental, é o uso da linguagem e operacBes simbolicas de maneira
adequada.

E possivel perceber, nas primeiras tarefas discursivas dessa Atividade 1, a forma
diferenciada que cada dupla teve ao manifestar seus conhecimentos matematicos. Por exemplo,
destacamos as respostas de duas duplas de estudantes, nas Figuras 28 e 29, as tarefas propostas
na pratica P2.1 — O que vocé pode notar a respeito da ocupacao fisica dos retangulos sobre a

area do Parque, a medida que aumentamos o namero de retangulos?
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Figura 28 — Protocolo da dupla Mariana e Jair, referente a Tarefa 1, 5° passo da Atividade 1, Unidade 1
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Protocolo transcrito: Que ao movimentar o controle deslizante, a ocupacdo dos retangulos vai diminuindo,
obtendo, assim, uma distancia menor com mais retangulos nessa area.
Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Figura 29 — Protocolo da dupla italo e Luiz, referente & Tarefa 1, 5° passo da Atividade 1, Unidade 1
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Protocolo transcrito: Ao aumentar o nimero de retangulos, estes ocupam a area da figura do parque, de forma
que a soma das &reas dos retangulos se aproxima da medida da area do parque.
Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Percebemos, nesses protocolos, que Italo e Luiz conseguem estabelecer uma linguagem
verbal que expressa corretamente a proposicdo realizada. As demais duplas também
manifestaram respostas similares. A dupla Mariana e Jair ndo estabelece uma linguagem verbal
coerente ao dizer que “a ocupacao dos retangulos vai diminuindo, obtendo assim uma distancia
menor com mais retdngulos nessa drea”. Embora essa dupla possa ter estabelecido um
raciocinio correto, pois na tarefa seguinte responde que ‘“cada retingulo representa uma
porcdo da area desse Parque” e que “o numero de retangulos necessarios para cobrir toda a
darea, deve tender a infinito”, € possivel que Mariana e Jair ndo desenvolveram a competéncia
de interpretar o experimento realizado e traduzir as observacdes alcangcadas para uma linguagem
natural, com um nivel de formalizacdo necessario para a linguagem matematica. Com efeito,
recordamos Godino (2017) que diz que para se observar a compreensdo pessoal, € preciso
analisar as préticas pessoais (significados) estabelecidas, de forma a entender a relacéo entre as
facetas epistémicas e cognitivas do conhecimento matematico.

Dessa forma, quando se pretende analisar a compreensao de um individuo em relacdo a
um dado objeto, as préaticas observadas sdo os indicadores empiricos que permitem efetuar essa
avaliacdo. Outra linha de pensamento possivel é que pode ter ocorrido um conflito relacionado
a interpretacdo da tarefa proposta com relagdo aos termos “ocupacgao fisica dos retdngulos”.

Analisando os protocolos atinentes as respostas da tarefa “O que acontece com a medida
da base de cada um dos retangulos, quando aumentamos a quantidade total desses?”,

observamos que, engquanto as duplas responderam corretamente com uma linguagem natural,
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apenas Gisele e Bruno fizeram uso da linguagem simbdlica, evidenciando a afinidade com essa,
mostrando maior preocupacdo com a linguagem simbdlica formal utilizada pela Matematica,

conforme explicitado no protocolo apresentado na Figura 30.

Figura 30 — Protocolo da dupla Gisele e Bruno referente a Tarefa 2, 5° passo da Atividade 1, Unidade 1
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Protocolo transcrito: Se n - 4+ = Ax — 0; Ax representa a medida da base dos retdngulos e n o0 nimero de
retangulos.
Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Da analise do protocolo dos estudantes expressos na Figura 30, observamos que eles
percebem os objetos matematicos utilizados nas praticas matematicas e valorizam suas
respostas em uma linguagem especifica, inerente a Matematica, e usada com frequéncia no
Ensino Superior.

Dessa forma, as praticas matematicas realizadas na configuracao didatica 1.2 tiveram o
potencial de estimular a habilidade de fluéncia da linguagem matematica que os estudantes
tinham como conhecimentos prévios, além de impulsionar a revisdo, ou complementacdo dessa
fluncia com representacbes matematicas, principalmente, relacionadas a simbolizacdo
matematica.

Os estudantes realizaram outros processos matematicos, além da mobilizacdo de
representacdes, como argumentacdo e comunicacdo. Inicialmente, houve a necessidade de
representacdo de um objeto matematico: “escrever de forma genérica a medida da drea de um
retdngulo”. Entdo, esses estudantes partiram para as reflexdes necessarias para a identificagdo
dos objetos “base” e “altura” dos retangulos, e a posterior representacdo de suas medidas, de
forma generalizada, para generalizarem também a medida da area de um retangulo.

Algumas duplas apresentaram dificuldades em identificar esses objetos, como foi
observado em algumas ac6es na implementacao da atividade e na representacdo do somatério
das medidas das areas dos retangulos registradas por elas. Exemplificamos tais dificuldades

com o didlogo estabelecido entre Franciele e Elba:

ELBA: Vamos colocar a area igual a base vezes altura? E vai ser dividido por
n. Ou néo?

FRANCIELE: Nao. O n é o nimero de retangulos que podemos usar, lembra?
Ja escrevemos a area de um retangulo: delta x vezes altura. Agora temos que
somar todas.

ELBA: Lembro que delta x é a base. E quem é a altura?
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FRANCIELE: Aqui é f de c,. Vamos voltar onde escrevemos a forma geral.
ELBA: Escrevemos 4,, = Ax * f(c,).

FRANCIELE: Entdo agora temos que fazer um somatorio disso, que sera a
area do Parque que a gente esta procurando. Afinal, a area toda é a soma das
areas de todos esses retangulos que aparecem aqui no grafico, certo?

Nesse diadlogo, podemos observar que as estudantes discutem, inicialmente, como
calcular a medida da area dos retangulos que estdo sobre a regido em estudo. Ao perguntar se
0 resultado sera dividido por n, percebemos que Franciele teve duvidas na compreensdo da
generalizacdo dessa medida e isso inibe a sua compreensdo em relacdo a soma sucessiva gque
compde uma Soma de Riemann. Na fala de Elba, percebemos que essa relaciona a medida da
base dos retangulos com a amplitude Ax. No entanto, ao voltar as tarefas respondidas
anteriormente, ela conseguiu estabelecer a correspondéncia manifestando que tinha que fazer
um somatério que daria como resultado a medida da &rea que estavam procurando — iSso
evidencia um avango na relacdo entre as representacdes graficas e algébricas.

Essas dificuldades sdo, também, evidenciadas em outras investigacdes, como na de
Sealey (2014) que desenvolve um quadro de referéncia para a compreensdo da estrutura da
Integral de Riemann, indicando a conceitualizacdo de f(x) - Ax como a parte mais complexa
em relacdo ao processo de resolucdo de problemas envolvendo a Integral, apesar da
simplicidade das operacBes matematicas necessarias nessa etapa. Esse pesquisador distingue
quatro niveis de entendimento de objetos matematicos: produto, soma, limite e funcdo, assim
como realizamos no sistema de praticas utilizadas na Atividade 1 desta pesquisa.

Foram evidenciadas, nesta analise, algumas dificuldades de compreensdo por algumas
duplas de estudantes da Licenciatura em Matematica em relacdo a alguns conceitos,
procedimentos ou propriedades, sendo alguns desses pré-requisitos para a realizagdo das
atividades, por exemplo:

- escrever a notacdo do somatorio — dificuldades evidenciadas pelas duplas Mariana
e Jair; e Italo e Luiz;

—  fazer as associacGes entre 0 aumento da quantidade de retangulos, a diminuicéo das
medidas das areas de cada um deles e a diminuigdo das medidas das bases dos
retangulos — dificuldades evidenciadas por Mariana e Jair;

- identificacdo dos objetos base e altura dos retangulos aproximantes: todas as duplas
manifestaram alguma dificuldade na identificacdo desses objetos.

Os estudantes apresentaram alguns argumentos na realizacdo das praticas relativas a
configuracdo didatica 1.2, como exemplificado no di&logo entre Gisele e Bruno ao buscarem a

escrita simbdlica para a soma das medidas das areas dos retangulos:
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GISELE: Vamos fazer delta x vezes as imagens, e somar cada parcela.

BRUNO: Fazer uma somatéria? Por que vocé colocou f(c)?

GISELE: Porque estou considerando a imagem da funcéo.

BRUNO: Mas, a imagem ndo vai variar? O que fica igual é s6 a medida das bases
dos retangulos, ndo é ndo?

GISELE: Entendi o quis dizer. Entdo esta errado.

BRUNO: Entéo é delta x multiplicado por uma funcéo estrela c. Ja sei, coloca C,
igual fala na questao 8, olha so...

Nesse trecho, percebemos as construcdes dos argumentos dos estudantes. De forma
especifica, Bruno chama a atencdo de Gisele para a variacdo da medida da altura dos retangulos
e da regularidade da medida de suas bases.

As préticas da configuragdo didatica 1.2 iniciam uma estratégia progressiva, na tentativa
de que os estudantes cheguem a compreensdo sobre a Soma de Riemann. Na terceira
configuracdo didatica dessa Atividade 1, as praticas trazem as nocdes de limite, de
aproximagdes e de somas sucessivas, que conclui a atividade com a aplicacdo da Integral
Definida para célculo da medida da area da regido representada pelo mapa do Parque, conforme

esta apresentado no Quadro 18.

Quadro 18 — Configuracéo Didéatica 1.3 — Atividade 1 da Unidade 1

CD 1.3: Aplicagédo da Integral Definida para célculo da medida da area da regido representada pelo
mapa do Parque — Tarefas 14 e 15 do 5° e 6° passos da Atividade 1.

0 conceito das somas
infinitesimais:

Area

= lim R,

n—-oo

= lim [Ax * f(c;)
n—-oo

+ Ax * f(cy) + -

+Ax*f(c;))+ -+ A

possibilitando a
institucionalizagdo de
uma Soma de Riemann.
Descrever,
simbolicamente, o que
esta descrito em
linguagem natural: A
medida da area da regido

= Valor limite de
aproximacdes, somas
finitas de parcelas
infinitesimais.

Definicéo:

= Limite e Infinitesimal.

= A medida da area A da
regido S que esta sob a

Prética Uso/Intencionalidade Obijetos Processos

P3.1: Associar o0 conceito de Linguagem: Representacéo:
Institucionalizacdo da | limite ao conceito de = Natural, simbolica. = Expressdo simbolica
relacdo do limite com | somas finitas, Conceitos: das somas sequenciais.

Enunciagao:

= A medida da area como
limite de
aproximacdes.

Argumentacao:

= Dedutiva com base nas
experimentacdes
realizadas no

conceito de limite ao
de Integral, usando a
formalizacéo
matematica:

Integral Definida, como o
valor limite de um

processo em que infinitas
parcelas sdo adicionadas.

= Integral Definida como
o valor limite de um
processo em que
infinitas parcelas sao

* f(cn)l limitada pela representacdo gréafica GeoGebra.
representacdo gréfica da de uma funcéo
funcéo (que caracteriza continua f é o limite
um dos lados do Parque), das somas das medidas
e pelo eixo x, no intervalo das areas dos
[a, b], corresponde ao retangulos
limite das somas das aproximantes.
medidas das areas dos Proposicdes:
retangulos, quando o = A sequéncia de
namero desses tende a estimativas aproxima-
infinito. se de um Unico valor
limite.
P3.2: Associagdo do Introduzir o conceito de Conceito: Enunciacgéo:

= A medida da area como
Integral Definida

Area = fabf(x)dx,
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Area =

il_r){)lo Xie f(c)-

Ax = fab f(x)dx para
fungdes continuas, em
que f(x) = 0,em
[a,b].

Usar uma notacdo
sintetizada para descrever,
simbolicamente, a notagdo
que representa o
somatorio das medidas
das areas dos retangulos
aproximantes.

somadas.

Definicéo:

= O valor da Integral
Definida € o limite das
somas das sequéncias,
quando as subdivisdes
se tornam
progressivamente
menores.

para fungdes continuas,
emque f(x) = 0,em
[a, b].

Interpretacéo:

= A existéncia do limite
refere-se ao fato de que

* o f(x) Ax éuma

sequéncia convergente.

P3.3:

Realizacdo da
proporcionalidade
entre a medida
aproximada da &rea da
regido que representa
a superficie do Parque

Identificar a relacdo entre
a medida da area da
regido que representa o
Parque e o limite das
aproximagdes da soma
das medidas das areas dos
retangulos aproximantes.

Procedimentos:

= Estabelecer uma escala
de proporcionalidade
entre as unidades de
medidas: centimetros e
metros;

= Efetuar uma regra de

Algoritmizacao:
= Comparar e calcular
medidas proporcionais.

Guimardes Rosa,
obtida no GeoGebra,
com a medida
aproximada da area
desse Parque.

trés simples.

Fonte: A autora, 2021

Quanto a andlise a priori inerente as praticas da terceira configuracdo didatica da
Atividade 1 da Unidade 1 (CD 1.3), esperamos que 0 estudante ja& compreenda o conceito de
area como grandeza e tenha algumas intuicdes acerca dos conceitos relacionados a infinito e
limite.

Nesse sentido, esta configuracdo didatica apresenta praticas matematicas para o
estudante aprimorar sua compreensdo de que o limite da soma das medidas das areas dos
retdngulos aproximantes, quando o nimero desses tende a infinito, converge para a medida da
area A de uma regido S que esta sob a representacdo grafica de uma funcédo continua f, em um

intervalo especifico, ou seja: A = lim R, = lim [f(cy) - Ax + f(cy) " Ax + -+ f(cy) - Ax].
n—>oo n—>oo

Durante o desenvolvimento das préaticas relativas a configuragdo didatica 1.3
esperavamos que o0s estudantes revisassem que, frequentemente, usamos a notagdo de somatério
(notacdo sigma) para escrever somas de muitos termos de maneira compacta, como em:

afle) Ax = f(cy)Ax + f(cy) - Ax + -+ f(cy) - Ax comc; € [a, b].

Dessa forma, tomando-se o limite quando as subdivises tendem a ficar cada vez
menores, esperavamos que 0s estudantes compreendessem que a Integral Definida de uma
funcdo integravel pode ser aproximada com qualquer grau de precisdo desejado por uma Soma
de Riemann. Se f for positiva, entdo uma Soma de Riemann pode ser interpretada como uma
soma de medidas de areas de retdngulos aproximantes, podendo ser representada,

analiticamente por:
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Area = lim ¥, f(c) - Ax = f(ff(x)dx para f continua, f(x) = 0, em [a, b].
n—-oo

Em outras pesquisas, constatamos haver dificuldade em associar o limite a Integral.
Gonzélez-Martin (2006), por exemplo, declara que, em alguns casos, falta compreensdo do
significado de limites e aproximacdo pelos estudantes. Cargnin (2013) também declara
dificuldades da maioria dos estudantes na associacdo do conceito de limite ao conceito de
Integral. Ainda, Contreras e Ordofiez (2006) citam a agédo de compreender que uma medida de
area “se calcula mediante um processo infinito de soma de retdngulos e o resultado seja um
numero finito” (CONTRERAS; ORDONEZ, 2006, p. 73, tradugio nossa), como uma
dificuldade relevante. Por isso, estruturamos, detalhadamente, o processo educativo matematico
na expectativa de que o estudante aprimore sua compreenséo acerca do significado da Integral
Definida.

A prética P3.2 aborda a apresentacdo da medida da &rea de uma regido sob uma curva,
escrita como limite de uma soma, o que, geralmente, é apresentado na disciplina de Calculo
mediante uma definicdo e, muitas vezes, aparece diretamente nos livros didaticos dessa
disciplina. O conceito de Integral Definida envolve vérios outros conceitos, como o de
somatdrio e convergéncia, que trazem dificuldades proprias, aumentando a complexidade do
conceito. Nessa perspectiva, Burgos et. al (2021) expressam que, para 0 sujeito ler e
compreender a defini¢do da Integral Definida, ele deve articular um sistema de conhecimentos
prévios para 0s quais necessita relacionar os diferentes objetos envolvidos nas préaticas e
reconhecer o papel que cada um desempenha no processo de definicdo. Por esse motivo,
almejdvamos que na realizacdo das praticas matematicas propostas na Atividade 1, os
estudantes tivessem contato com esses objetos de forma gradual, coordenando esse sistema de
conhecimentos prévios.

A rede de processos reconhecidos nas praticas que compdem as trés configuracdes, de
forma especifica, 0s processos de interpretacao, representacdo e enunciagdo sao particularmente
fundamentais. Esses processos envolvem conhecimentos que um estudante podera colocar em
acao quando Ié, interpreta e compreende a definicdo da Integral de Riemann.

A pratica P3.3 retorna a abordagem da situagao-problema, com indicacdes da realizagédo
do célculo proporcional da medida da area do Parque, considerando a medida encontrada no
GeoGebra. Esperavamos que os estudantes realizassem, de forma correta, 0s seguintes
procedimentos referentes a conteddos de Matematica vistos na Educacdo Basica:
estabelecimento de uma escala de proporcionalidade entre as unidades de medidas (centimetros

e metros) e estabelecimento de uma proporcao entre a razdo de comprimento e a razdo de
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medidas de area; calculo de regra de trés que relaciona as dimensdes contidas nas informacdes
apresentadas no mapa do Parque, com as dimensdes relacionadas ao seu tamanho real.

O valor aproximado para a medida da area do mapa do Parque a ser encontrada como
solucdo das praticas realizadas no GeoGebra deveria ser de 12,88 centimetros quadrados. Ao
fazer a transformacgdo na escala gréafica, usando uma regra de trés simples, os estudantes
deveriam encontrar a medida para a area do Parque de, aproximadamente, 32.200 metros

quadrados, conforme detalhamos na solugédo esperada, descrita no Quadro 19.

Quadro 19 — Prética P3.3 — Célculo da proporcionalidade entre a medida aproximada da
area da regido que representa a superficie do Parque Guimaraes Rosa, obtida no GeoGebra,
com a medida aproximada da area desse Parque — CD 1.3 da Atividade 1, Unidade 1

2cm
100m

Transformac&o da escala grafica (medida de comprimento para medida de area):

Escala do mapa:

2 \? 4
(100) ~ 10000
Efetuando a proporcionalidade:
4 _ 12,88

= —t = 2
10000 A A =32200m

Fonte: A autora, 2021

Como conclusdo das praticas, esperavamos que os estudantes observassem a diferenca
entre a medida da area encontrada com o suporte do GeoGebra, e a medida da area informada
na atividade — Por informac@es prévias, obtidas na Web, sabemos que a medida da area do
Parque Guimardes Rosa é de, aproximadamente, 35.000m2. O erro, a ser encontrado pelos
estudantes seria de, aproximadamente, 8%, conforme apresentamos na solugéo esperada no
Quadro 20.

Quadro 20 — Pratica P3.3 — Calculo do erro encontrado como resultado da
proporcionalidade entre a medida aproximada da &rea da regido que representa

a superficie do Parque (encontrada no GeoGebra) com a medida da area desse
Parque — CD 1.3 da Atividade 1, Unidade 1

Diferenca entre a medida da area encontrada no GeoGebra e da
medida da area informada por dados da Web:

35000 - 32200 = 2800m*

800

2 —
35000-100=x—8%

Caélculo da porcentagem do erro:

Fonte: A autora, 2021
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Ressaltamos que a porcentagem a ser encontrada é considerada uma margem de erro
grande. No entanto, justificamos, com uma nota informativa, inserida na atividade, que retrata
que, ao longo do tempo, aconteceram invasdes de areas no Parque Guimardes Rosa e, por esse
motivo, a extensdo atual do Parque é diferente da extens&o original.

Assim, a expectativa era de que os estudantes concluissem as agdes relacionadas a
configuragdo didatica 1.3, tendo realizado as rela¢Bes dos conceitos matematicos trabalhados
em um contexto real — calculo da medida da area de um Parque —, fazendo as interacdes didaticas
necessarias para a resolucdo da situacdo-problema. Esperavamos que 0s estudantes
mobilizassem processos cognitivos como enunciagdo, argumentacdo, algoritmizacao,
interpretacdo, entre outros, por exemplo, o de representacdo, uma vez que foi solicitado que
aqueles escrevessem em linguagem natural o que estava sendo verificado, experimentalmente,
com o uso do software, de forma a dar materialidade ao objeto matematico de estudo.

Em relacdo a andlise a posteriori inerente as préaticas da configuracdo didatica 1.3, ao
utilizarmos a imagem de um Parque, despertamos a atencéo para a modelagédo com base nos
resultados advindos da articulacdo dos conceitos matematicos, relativos ao calculo de medida
de area, com representacdes capazes de fazer interacGes com o mundo, buscando o que propde
Dreyfus (1991), qual seja, utilizar uma estrutura matematica que incorpore as caracteristicas do
objeto, sistema ou processo.

Na implementacdo das atividades com registros gréaficos, foi promovida a interpretacao
geométrica, de forma a auxiliar na formacéo das representacGes mentais e, posteriormente, na
traducdo dessas representacdes para outros formatos, como lingua natural e simbdlica,
promovendo também a mobilizacdo do processo de sintese, nas ocasifes em que 0s estudantes
elaboraram e registraram suas respostas na linguagem simbolica.

Na realizacdo das préticas relativas a CD3, ficou evidenciado que algumas duplas de
estudantes sintetizaram e formalizaram certos conceitos e defini¢cdes, como a defini¢cdo formal
de Integral como um limite de uma soma de medidas de areas de retdngulos, com a quantidade
de reténgulos tendendo a infinito. Conjecturas, reacdes e hipoteses foram formuladas pelos
estudantes acerca dos objetos utilizados, a medida que os retangulos iam sendo colocados na
figura, incitando a realizacdo dos processos de enunciac¢do, argumentacéo, institucionalizacéo
e comunicacao.

A configuracdo didatica 1.3 trouxe a tona o objeto de estudo Integral Definida, nas
implementacdes realizadas pelos estudantes, de forma que, conforme contemplado no EQS, o
objeto matematico emergiu das praticas matematicas. Via de regra, todas as duplas conseguiram

fazer emergir a Integral Definida das praticas realizadas, porem, ficou evidente que algumas
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delas tiveram dificuldades e apresentaram alguns conflitos cognitivos relacionados aos objetos
gue compdem uma Soma de Riemann. Alguns desses conflitos foram observados na realizagéo
das praticas inerentes a configuracao didatica 1.2 e tiveram impacto na resolucdo das praticas
da configuracao didatica 1.3:
— entender a relacdo existente entre a amplitude (Ax) dos subintervalos e as medidas
de comprimentos das bases dos retangulos;
— identificar as medidas das alturas de cada um dos retangulos, como sendo o f(c;)
comi = 1,2,...,n, de forma genérica, utilizando a curva que delimita a &rea da
regiao;
— fazer a associacdo entre 0 aumento da quantidade de retangulos, resultando na
diminuicdo da medida da area de cada um deles, com a diminuicdo do comprimento
de suas bases;
— utilizar a nota¢do adequada para 0 somatorio;
— associar o conceito de limite de um somatorio com a soma das medidas das areas
dos retdngulos, com o numero desses tendendo a infinito, com a definicdo formal
de Integral Definida;
— compreensdo insuficiente de alguns pré-requisitos relacionados a conteudos de
Matematica vistos na Educacdo Basica;
— operacionalizar a mudanca de escalas, a resolucdo de regra de trés simples e
porcentagem.
Essas dificuldades apresentadas foram minimizadas com a interagdo entre os estudantes
e nas reflexdes proporcionadas pelas experimentages realizadas no software GeoGebra.

As cinco duplas de estudantes que realizaram as atividades estabeleceram a relagéo entre
a medida da area limitada pela representacdo grafica da funcdo polinomial, que representa um
dos lados do Parque, e o eixo das abscissas, no intervalo [a, b], e o limite da soma das medidas
das areas dos retangulos, quando o numero desses tende a infinito, conforme foi mencionado
anteriormente. No entanto, esses estudantes cometeram alguns equivocos ao articularem o
somatorio com o limite ou ndo utilizaram o somatdrio na escrita algébrica, conforme foi
solicitado. Destacamos no Quadro 21, as respostas das duplas a Tarefa 15: Qual o objeto
matematico podemos utilizar para resumir a notacao que representa 0 somatorio das medidas
das areas dos retangulos aproximantes, observados na representacdo geométrica feita no
GeoGebra?
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Quadro 21- Protocolos extraidos dos guias de atividades dos estudantes — CD 1.3 da Atividade 1, Unidade 1

Respostas apresentadas a Tarefa 15 — .
Duplas . . Protocolo Transcrito
Atividade 1 da Unidade 1
Gisele e < S(‘(\ (S,\' = _Qi\\ )" ,&X‘%(XP]; f f(x)dx = limZAX'f(Xk)
Bl‘unO JQ\ M i K= = a n—-oo P
. e n
Mariana e e = A li Ax - f(c)
. — = ol im x - f(c;
Jair N+ + n->oo £ :
Elbae I S S \ 1 i A
) avnaperei oSl N s im Cr " AX
Franciele Noeo Ko P n-oo f (e )
k=1
Ludllm_llae i lim Ax - f(c;)
Talio N4 n-o
.‘\illlu HVUT'EUJ \--l!\-lt.'bd Toowvw arn |b |
1 1 |y —————- 2 ¢ ) X i) . —a
italo e Luiz o & Jim ——- f(x;)

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Como podemos observar, Gisele e Bruno, Mariana e Jair, e Elba e Franciele se atentaram
para a relacdo existente entre o limite e 0 somatorio das medidas das areas dos retangulos, sendo
gue Gisele e Bruno anteciparam a notacdo da Integral Definida e Elba e Franciele cometeram
algumas falhas nessa escrita algébrica. Ja as duplas Ludimila e Tdlio, italo e Luiz n&o
apresentaram a relacdo do limite com o somatério das medidas das areas dos retdngulos em
suas notacOes registradas na atividade e, também, ndo fizeram mencdo a essa relacdo em seus
dialogos, conforme verificamos nos audios. Assim, conjecturamos que as atitudes desses
estudantes podem ser provenientes de uma possivel incompreensdo acerca desse processo
matematico.

Todas as duplas registraram que 0 objeto matematico que podemos utilizar para resumir
a notacdo, que representa o somatério das medidas das areas dos retdngulos aproximantes, é a

Integral Definida. As duplas Ludimila e Tulio, italo e Luiz apenas registraram a expressdo
textual “Integral Definida”, ja as demais duplas escreveram a expressao matematica f; f(x)dx
como resposta a essa tarefa.

As cinco duplas resolveram a situagdo-problema proposta, com aproximagdes diferentes

para a medida da area do Parque, sendo que apenas Mariana e Jair ndo encontraram um valor

aproximado para a medida dessa area — o valor esperado era de, aproximadamente, 32200 m?e



214

essa dupla encontrou 28275 m?. Na analise das resolucdes das atividades, tanto pelo protocolo
manuscrito quanto pela verificagdo do protocolo de construgéo no arquivo do GeoGebra, foi
evidenciado que essa dupla ndo encontrou um valor aproximado porque ndo dispbs
corretamente os pontos na figura — comprovado na exibicdo da figura do Parque e dos objetos
dispostos no software que auxiliam no calculo da medida da &rea, como pode ser observado na

Figura 31, que apresenta a captura da tela do arquivo do GeoGebra dessa dupla.

Figura 31 — Tela do arquivo GeoGebra da dupla Mariana e Jair — Atividade 1 da Unidade 1

©F Dupla.ggb
pla2.gg

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DS o= FANE R

b Janela de Algebra X/ | ¥ Janela de Visualizagdo

A=(0,0) h i
B=(8.62,0)
fy=0
C={0.6,1.24) n=100
D=(2,1)

E-(4.2,0.98) 1 i @
F={5.82, 1.52)
G =(7.48,2.78) 4
lista = {(0.6, 1.24), (2, 1), (4.2, 0.98), (5.82, 1.52), (7.48, 2.78)}
g(x) = 0x* +0.01x° — 0.02 x* — 0.17 x + 1.35
H=1(8,0)

h:x=0

ix=8

n=100

a=1131 T A a0 n

B

2 o 2 4 & " 10

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Observamos na imagem extraida do arquivo GeoGebra dessa dupla que parte do mapa
do Parque Guimaraes Rosa esta fora do intervalo utilizado para o calculo da soma das medidas
das areas dos retangulos aproximantes, o que gerou um resultado muito diferente do esperado
para essa soma. Ressaltamos, portanto, que a manipulagdo incorreta do recurso digital pode
causar incoeréncias e inconsisténcias, prejudicando o entendimento de um conceito, definigcdo
ou propriedade. Isso justifica a importancia da configuracdo dialdgica entre professor e
estudantes, pois, nesse momento, é imprescindivel a orientagdo do professor.

Os estudantes apresentaram varios argumentos como justificativas para diferentes
procedimentos de célculo realizados por eles na associacdo da medida da area do mapa no

GeoGebra para a medida da area do Parque, conforme exemplo do dialogo entre Gisele e Bruno:

BRUNO: Quer dizer que cada centimetro aqui vale 100 metros. E uma relagéo de
centimetros para metros. Temos uma unidade aqui que esta em centimetros, acho que
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vamos encontrar a area aqui. No caso, precisa converter a escala. (...)

GISELE: Néao estou entendo a pergunta... Ela quer que transforme isso, essa area
que estd em centimetros. Se estou medindo a area de dois centimetros, ou o
comprimento de dois centimetros, vocé esta fazendo dois centimetros virar 100
metros?

BRUNO: N&o. Primeiro temos que entender a escala do mapa. Ao medir esse
segmento da 2 cm, que segundo a escala é 100 metros no real, entende?

GISELE: Mas, ja esta em metros.

BRUNO: O resultado da Integral Definida é a area. Entdo, temos que fazer a
proporcionalidade da escala para area. Entendeu? Por exemplo, de dois centimetros,
ai eu passo para uma area de quatro centimetros ao quadrado?

Nesse didlogo em que os estudantes se referem a medida de area, percebemos a
argumentacdo de Bruno para explicar para Gisele a conversdo de escala, que apresenta um
conflito relacionado as dimensfes na escala grafica. Ao dizer questionar “essa drea que esta
em centimetros” podemos inferir que ela, provavelmente, ndo compreendeu a informacéo
referente a escala grafica colocada no mapa do Parque no canto superior esquerdo. Ao
determinar a medida do segmento no GeoGebra é possivel verificar que a escala a ser utilizada
é de 2 cm para 100 m. O estudante Bruno apresentou essa explicacéo para sua colega e realizou
o calculo da proporcao de forma correta, como foi verificado no protocolo da dupla.

Assim, em uma analise geral da Atividade 1, verificamos que os estudantes, embora
com algumas dificuldades na forma de expressdo verbal ou simbdlica, alternaram e
interpretaram de forma satisfatoria as representacbes, o que evidencia um possivel
aprimoramento na compreensao conceitual sobre os temas tratados.

Passamos na secdo seguinte para a analise das praticas referentes a Atividade 2 da
Unidade 1.

b) Praticas operativas e discursivas da Atividade 2 - Unidade 1, analisadas a priori e a

posteriori

No dia 13 de marco de 2020, a Atividade 2 foi realizada por nove dos dez estudantes
que fizeram a primeira atividade, posto que o estudante Jair realizou a atividade de forma
individual, pois a colega de dupla (Mariana) nao pdde participar.

Refletindo sobre a indagacao de Turégano (1998, p. 234, tradugdo nossa), “por que nao
pensamos também na dificuldade das trés magnitudes presentes quando definimos a Integral de
Riemann: retdngulos, os segmentos aos quais sdo reduzidos e a area curvilinea a ser
determinada?”, que traz uma preocupagao acerca dos entraves existentes na compreensao pelos
estudantes sobre os elementos constituintes de uma Soma de Riemann, trouxemos uma revisao

desses conceitos na Atividade 2. A situacdo-problema proposta tem uma abordagem
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intramatematica e apresenta o potencial da familiarizacdo com a notacdo matematica,
ampliando as reflexdes acerca dos significados parciais da Integral Definida, de funcdes
continuas, que apresentam valores numéricos negativos (f (x) < 0), em determinado intervalo.

As praticas de manipulacdo dos objetos matematicos, apoiadas nas imagens visuais
fornecidas pelo GeoGebra, trazem uma possibilidade de progressdo da compreensdo dos

estudantes acerca da seguinte proposicdo: sendo f(x) =0, o valor encontrado para
f:f(x)dx coincide com a definicdo de medida da area da regido compreendida sob o grafico

de f e 0 eixo Ox, no intervalo [a, b] e que, caso a Integral Definida da funcéo f, em um intervalo
[a, b], retorne valores numéricos negativos, a medida da &rea da regido compreendida sob o
gréafico dessa funcdo f e 0 eixo Ox, nesse intervalo, é dada pelo mddulo da Integral Definida da
funcéo f, naquele intervalo, conforme é detalhado adiante, na anélise a priori, referente as
praticas que estimulam a construcao desse significado institucional.

Assim, as praticas dessa atividade aumentam o rol de situacdes apresentadas na
Atividade 1 para que os estudantes se desprendam do conceito geométrico, dando um salto para
a expressao analitica, envolvendo a funcgdo f. O processo de formagdo do modelo mental pelo
estudante poderé ser alterado por meio de um estimulo que provoca um desequilibrio cognitivo
para ampliacdo do modelo anterior; e de confrontamento de conceitos, expandindo, por
conseguinte, a definigdo apreendida anteriormente, como pondera D’ Amore (2007), citando
Tall e Vinner (1981).

Esperavamos que os estudantes mobilizassem um dos processos cognitivos potenciais:
revisdo e verificacdo, uma vez que as praticas retomam conceitos ja vistos na atividade anterior,
reafirmando-os; inclusdo, pois é inserida uma nova situacao, diferente da elencada na atividade
anterior; formalizacdo, representacdo, traducdo e generalizacdo, uma vez que foram
apresentadas tarefas nas quais era necessario que os estudantes escrevessem, simbolicamente e
de forma generalizada, determinados objetos matematicos; visualizacdo e materializacéo,
utilizados nas préticas assistidas pelo software GeoGebra; intuicdo e abstracéo, necessarios,
em varias das tarefas propostas, que incentivavam os estudantes a refletir, observando aspectos
relativos aos conhecimentos acerca dos conceitos; comunicagdo, que era um processo
frequentemente utilizado, pois os estudantes eram levados a se comunicar com 0s colegas e a
expressar suas respostas, em forma de anotacgdes no guia de atividade; sintetizacéo, defini¢éo,
algoritmizacéo, significacdo, enunciacéo e tradugdo foram requeridos nas situagdes em que
era solicitado aos estudantes expressar o que foi observado na implementacao das tarefas para

a formalizacdo matematica (escrita simbolica) e representacdo conceitual dos aspectos
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observados. Alguns desses processos sdo identificados no Quadro 22, que apresenta a
decomposicdo da Atividade 2 em configuracOes didaticas, constituidas por um conjunto de
praticas matematicas que resumem as tarefas solicitadas no desenho da atividade, conforme

apresentado no capitulo anterior.

Quadro 22 — Configurac6es Didaticas — Atividade 2 da Unidade 1

Configuracao Didatica 1 da Atividade 2 (CD 2.1): ManipulagGes no software GeoGebra para relacionar a
Integral Definida com a medida da area de uma regido compreendida entre a representacdo grafica de uma
funcéo f e o eixo das abscissas, num intervalo [a, b], em que f(x) = 0 — Passos 1 ao 4 da Atividade 2.

P1.1 Particdo do intervalo [0,2] em subintervalos e generalizagdo da particdo regular de um intervalo [a, b].

P1.2 Relagdo existente entre a soma dos produtos f(x;) - Ax e a medida da &rea da regido compreendida entre
o gréfico de f e 0 eixo das abscissas, em um intervalo [a, b].

P1.3 Identificacdo de um método que permita calcular a medida da éarea da regido compreendida entre a
representacdo grafica da fungéo f e o eixo das abscissas, no intervalo [0,2].

P1.4 Identificacdo da expressdo analitica usada para representar a medida da area da regido compreendida entre
a representacdo grafica de uma funcdo f, e o eixo das abscissas, no intervalo [a, b].

Configuracéo Didatica 2 da Atividade 2 (CD 2.2): Manipulagdes no software GeoGebra a fim de relacionar
a Integral Definida com a medida da area de uma regido compreendida entre a representacdo grafica de uma
funcéo f e o eixo das abscissas, em um intervalo [a, b], em que f(x) < 0 — 5° Passo da Atividade 2.

P2.1: Experimentagdo, no GeoGebra, para abordagem dos conceitos relativos a Soma Superior e Soma Inferior,
para obtencdo de um valor aproximado, por falta ou por excesso, para a medida da &rea de uma regido e pesquisa
de outros métodos, usados para se calcular a medida da area de uma regido, usando comandos do GeoGebra,
fazendo a diferenciagdo conceitual desses métodos.

P2.2: Descrigdo dos significados de cada termo da expressao foz(—x2 + 4)dx.

Configuracdo Didatica 3 da Atividade 2 (CD 2.3): Institucionalizagdo da Integral Definida como ferramenta
para medir a area da regido compreendida entre a representagdo grafica da funcdo f e o eixo das abscissas, em
um intervalo [a, b] — 6° Passo da Atividade 2.

P3.1: Institucionalizacdo dos conceitos:

* Se f:[a,b] > R é uma fungdo continua em [a,b], em que R = {(x,y) ER*la<x<bhbe0<y<
f(x)}e f(x) =0, entdo: Area (R) = fabf(x)dx

= Sef:[a,b] = R éuma funcdo continua em [a, b] e f(x) < 0, entdo:
Area (R) = |fabf(x)dx| ou Area (R) = — f: f(x)dx

P3.2: Experimentacdo no GeoGebra — Estabelecimento da relagdo entre o valor numérico que resulta da
expressao f03(x2 —9)dx, com a medida da &rea da regido compreendida entre o gréfico da fun¢do f(x) =
x% - 9 e 0 eixo das abscissas, no intervalo [0,3].

Fonte: A autora, 2021

Apresentamos, nos Quadros 23, 24 e 25, a analise detalhada do sistema de praticas,
objetos e processos identificados em cada uma das configuracdes referidas. Utilizamos para

tanto a mesma organizacéo utilizada nas analises da Atividade 1.
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Quadro 23 — Configuracdo Didatica 2.1 — Atividade 2 da Unidade 1

CD 2.1: Manipulagdes no software GeoGebra para relacionar a Integral Definida com a medida da area
de uma regido compreendida entre a representacéo grafica de uma funcéo f e o eixo das abscissas, num
intervalo [a, b], em que f(x) = 0 — Passos 1 ao 4 da Atividade 2.

Pratica

Uso / Intencionalidade

Obijetos

Processos

P1.1 Particdo do
intervalo [0,2] em
subintervalos e
generalizacdo da
particdo regular de
um intervalo [a, b].

Revisdo do processo de
generalizacdo da
amplitude dos
subintervalos, usando
particdes regulares.

Linguagem: natural,
gréfica, algébrica,
computacional.

Conceitos: amplitude.
Procedimentos: calculo
aritmético.

Argumentos: Quanto mais
se aumenta a quantidade de
subintervalos em um
intervalo fixo, menor sera a
amplitude desses.

Algoritmizacdo: Sequéncia
de célculos aritméticos para
dividir o intervalo [0,2] em
subintervalos.
Generalizacdo: O caso
continuo é inferido a partir
dos casos particulares
discretos.

b—-a
Ax = 1b-a|

P1.2: Relagéo entre a
soma dos produtos
f(x;) - Ax e a medida
da area da regido
compreendida entre 0
grafico de f e 0 eixo
Ox, em um intervalo
[a,b].

Revisdo da relagdo
entre a medida da area
da regiéo
compreendida entre o
grafico da fungdo fe o
eixo Ox, no [a, b] ea
soma dos produtos das
medidas dos elementos
dos retangulos
aproximantes (base -
altura).

Conceito: Somas parciais.

Procedimento: manipulacéo
dos objetos no GeoGebra e
reflexdes para responder a
cada tarefa proposta.

P1.3 Identificagdo de
um método que
permita calcular a
medida da &rea da
regido compreendida
entre a representacdo
grafica da funcéo f e
0 eixo das abscissas,
no intervalo [0,2].

Representar, em
linguagem natural ou
simbolica, uma forma
para aproximar a
medida da érea da
regido em foco.

Procedimento: Utilizacdo
de figuras planas, as quais
conhecemos a formula para
o célculo da medida de suas
areas, na busca de uma
aproximacdo da medida da
area da regido em foco.

Significagdo: as parcelas
f(x;) - Ax representam as
medidas das areas dos
retangulos, que se ajustam a
regido compreendida entre
o gréafico da funcdo fe o
eixo Ox no intervalo [a, b].

Comunicagéo:

= Descri¢do dos processos,
de forma discursiva —
utilizagdo de figuras
planas

= Descricdo de resposta
simbdlica:

2
Area =j (—x% + 4)dx
0

P1.4 Identificacdo da
expressdo analitica
usada para
representar a medida
da area da regido
compreendida entre a
representacdo grafica
de uma funcdo f, e 0
eixo das abscissas, no
intervalo [a, b].

Uso da Integral
Definida como
ferramenta para o
calculo de medida de
area

Conceito: Soma de
Riemann

Algoritmizacéo: "Escreva
uma formula...", alude a um
processo de algoritmizacdo
do qual surgird um
procedimento para
encontrar medida da area de
uma regido

Representacéo:

Area =Y, f(x) - Ax,
Area = foz(—x2 + 4)dx,
para f(x) = 0.

Fonte: A autora, 2021

Quanto a analise a priori inerente as praticas da primeira configuracdo didatica referente

a Atividade 2, Unidade 1 (CD 2.1), visamos nessas praticas matematicas possibilitar aos

estudantes a formalizagdo do procedimento de usar intervalos infinitesimais, a partir de

inspiracdo em Tall (2002), ao afirmar ser necessario que 0s estudantes passem por uma
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reconstrucdo cognitiva, em que possam usar adequadamente entidades abstratas, com o objetivo
de construirem defini¢des formais e dedugdes I6gicas. A abordagem parte, inicialmente, de uma
particularizacdo do intervalo [0, 2] para, posteriormente, seguir para a generalizagdo da medida
dos subintervalos, quando o intervalo [a, b] & particionado em n partes de mesmo comprimento

— esperavamos que os estudantes fizessem a traducdo matematica simbolica, que se aproximasse
b— . . . .
de Ax = Ta em que Ax é o comprimento dos subintervalos, ou amplitude.

Almejavamos que os estudantes percebessem, intuitivamente, que as somas das parcelas
f(x;) " Ax,comi = 0,1,...,n representam a soma das medidas das areas dos retangulos que
se ajustam a regido compreendida entre a curva f no intervalo [a, b], existindo certo erro para
o0 valor encontrado.

Para a pratica P1.3, presumiamos alguns tipos de posicionamentos dos estudantes:
formais, expressando a Integral de f, no intervalo [0,2], para aqueles que apresentam
familiaridade com a simbologia matematica; ou a ideia da utilizacao de figuras planas, das quais
conhecemos o célculo das medidas de areas, por meio de formulas da Geometria Plana, para
ajuste dessas a regido selecionada — isso para aqueles que ndo apresentam tanta familiaridade
com a escrita formal. A formalizacdo esperada se baseou, como revisdo da Atividade 1, na
escrita formal da medida aproximada da medida da area da regido em tela, como um somatorio,

como em Area = ¥, f(x;) - Ax, ou, de forma especifica, para uma melhor aproximagéo

dessa medida, usando a Integral Definida f: f(x)dx, para f(x) = 0.

Quanto a analise a posteriori inerente as praticas dessa configuracdo didatica (CD 2.1),
verificamos que a implementacdo dessa configuracdo possibilitou aos estudantes uma
revisitacdo a conceitos e propriedades, como também pbde ser observada nas préaticas em que
eles foram incitados a escrever um método que permitisse calcular a medida da area sob a curva

f e 0 eixo das abscissas, no intervalo [0,2] . Destacamos o dialogo entre Elba e Franciele:

FRANCIELE: Aquele dia fizemos os retangulos para calcular a area embaixo,
precisava da quantidade de retangulos, aqui teria que usar 0 mesmo método. Usamos
um intervalo bem pequeno aqui, com essas alturas. Podemos usar pequenos
retdngulos que terdo como altura a imagem da funcao determinada.

ELBA: A altura é definida pela funcdo?

FRANCIELE: Pelos f(x). A altura é definida pelas imagens de x. E a soma desses
intervalos, opa, desses retangulos determinam... Area.

ELBA: Abaixo da curva?

FRANCIELE: Isso. Tem outra coisa, devia falar que esses retdngulos sdo muito,
muito, muito pequenininhos e que sd@o muitos retangulos.
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Apesar da linguagem imprecisa, ficou perceptivel no dialogo que as estudantes
expressaram observacdes acerca dos conceitos relativos aos infinitésimos e infinito, ativando
processos cognitivos que podem promover o aprimoramento da compreensao desses aspectos.

O sistema de praticas, realizado na implementacédo da configuracao didatica 2.1, apoiou-
se na representacdo geomeétrica, tendo o GeoGebra como suporte, que permitiu inferir que essa
implementacdo impactou os significados pessoais das estudantes, pois elas manifestaram o
estabelecimento de uma conexao entre as representacdes graficas e geométricas e algébricas
solicitadas nas tarefas. Algumas dificuldades surgiram, evidenciadas pela insuficiéncia de
conhecimentos prévios conceituais, 0o que causou menos fluidez em alguns estudantes na
realizacdo de determinadas praticas.

Foi observado que a maioria dos estudantes realizou as préaticas propostas de forma
satisfatoria, mobilizando os conhecimentos acerca dos conceitos essenciais, como, por
exemplo, amplitude dos subintervalos, fazendo os procedimentos de forma coerente. E possivel
perceber que cada dupla de estudante tem uma maneira propria de se expressar, seja de forma
verbal ou simbdlica, usando linguagem natural ou formal, como descrito por Franciele em

dialogo com sua colega Elba, com relacédo a préatica P1.1:

FRANCIELE: O comprimento do intervalo [0,2] é dividido pelo nimero de partes.
Ele vai diminuir conforme o nimero de partes aumentar. Ou seja, a amplitude fica
menor, quando o nimero de partes a serem divididas fica maior.

Na linguagem natural evocada por Franciele, percebemos que ela realizou a associagéo
do comprimento do intervalo a amplitude e que desenvolveu o processo de generalizagdo. A
dimensdo particular-geral ocupou lugar de destaque nessa primeira pratica, em que 0S
estudantes puderam, a comegar da fragmentagdo de processos em ideias menos complexas,
partir para a generalizacao e formalizacdo.

Os protocolos escritos, relativos a pratica “generalizacdo da particao regular de um
intervalo [a, b]" da dupla Elba e Franciele, bem como dialogo similar entre Gisele e Bruno,

exemplificam os niveis de formalizacdo: a dupla responde que a amplitude dos subintervalos é

amplitude = =22 em que n é o nimero dos subintervalos, embora no informem
dada pela amplitud ~

que [x,,x,] é o intervalo utilizado. Gisele e Bruno generalizaram, mas a0 mesmo tempo

particularizaram a expressdo referente ao subintervalo, registrando que a amplitude do
. . . 2-0 . .. .
subintervalo pode ser escrita como amplitude = — Nesse caso, fica explicitado o intervalo

[0,2].
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Todas as duplas que realizaram a Atividade 2 escreveram usando a linguagem algébrica
a expressdo relativa a amplitude dos subintervalos de forma coerente, com excecao de Jair, que
usou a linguagem natural com algumas imprecisdes ao comunicar suas ideias, evidenciando
dificuldades na utilizacdo das representacdes textual, simbolica e algébrica, conforme descrito
no protocolo exposto na Figura 32, a qual retrata sua resposta a tarefa: “E possivel escrever,

simbolicamente, a amplitude de cada subintervalo? Se sim, escreva”.

Figura 32 — Protocolo do estudante Jair referente a Tarefa 4, 1° passo da Atividade 2, Unidade 1

Protocolo transcrito: Sim, alguns podemos escrever, outros séo muito pequenos.
Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Quando Jair responde ser possivel escrever a amplitude de alguns subintervalos e que
alguns sdo muito pequenos, pareceu-nos ter utilizado a ideia de infinitesimais, percebendo que
quanto maior o nimero de intervalos mais a medida de cada subintervalo diminui, podendo
tender a zero.

Observamos, ainda, na analise da interpelacdo de uma das duplas de estudante feita a
nds, professora-pesquisadora, acerca da divisdo do intervalo em subintervalos, percebemos a
mobilizacdo dos processos de interpretacdo, comunicacdo, generalizacdo e formalizacdo

ativados por esses.

LUDIMILA: Professora, ndo entendemos essas questdes.

PESQUISADORA: como vocé relacionaria a amplitude de cada subintervalo com o
comprimento total do intervalo? Ou seja, para encontrar a medida do subintervalo,
vocé tem que pegar o intervalo inteiro e fazer o qué com ele?

LUDIMILA: Diminuir.

PESQUISADORA: Diminuir, como?

LUDIMILA: Dividir pelo nimero de partes?

TULIO: A questdo esta pedindo a amplitude de cada subintervalo?

LUDIMILA: Entao, pegamos a amplitude total dividido pelo nimero de partes.

Quanto a relacdo entre a soma dos produtos (f(x;) - Ax) e a medida da area da regido
compreendida entre o grafico de f(x) = —x? + 4, definida no intervalo [0,2], e 0 eixo Ox,
solicitada na préatica P1.2, verificamos que Elba, Franciele e Jair ndo apresentaram evidéncias
de compreensdo da associacdo dessa soma a Soma de Riemann. Nos protocolos de resolucao
das tarefas correspondentes, esses estudantes apresentaram respostas numeéricas, como descrito

nas Figuras 27 e 28.
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Figura 33 — Protocolo das estudantes Elba e Franciele referente a Tarefa 6, 1° passo — Atividade 2 da Unidade 1
( 3) Considere e anote os valores das imagens da fungdo f para cada um desses quatro xi, NOS
ubmtervalos consxde ados na questao anterior: flx1), f{xa2), fixa), flxa)

N 0,5)= 2 (3,5) =005

£ L )_5 Aliuroaia®

7#9) Qual a relagdo existente entre: A soma dos produtos f{x:) * amplitude dg intervalo e a fungao

considerada nesse intervalo? Explique.

5. D05 =Ha5

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Figura 34 — Protocolo do estudante Jair referente a Tarefa 6, 1° passo — Atividade 2 da Unidade 1

7 4)Qual a relagdo existente entre: A soma dos produtos f(x;) = amplitude do intervalo e a fungio
considerada nesse intervalo? Explique.

A ) \ /
Ot'u\c'\“- b ',’7 ‘ 2 (ﬁ’-o L I/A.Q--t‘-‘t [(IJ.P.‘)IOI",VZ«%

";k"') =L' ﬁ»(};z’"t 3(99 }-C’lg)lb C}’kin{)’-‘ﬁs

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Observamos na Figura 33 que Elba e Franciele realizaram incorretamente o
procedimento de algoritmizacdo, representando por uma sequéncia de calculos aritméticos a
divisdo do intervalo [0,2] em 4 subintervalos de mesma amplitude (solicitado na atividade). Por
essa razdo, o valor numérico encontrado ndo se aproximou da medida da area da regido
especificada, como provavelmente era a intencdo do calculo da dupla. O estudante Jair
apresentou apenas os valores das imagens e uma resposta que nao expressava uma coeréncia a
pergunta solicitada, conforme ilustrado na Figura 34. Reforcamos, nessa analise, uma
dificuldade de interpretacio e de comunicacdo das ideias matematicas. Inferimos,
fundamentando-nos na indicacdo de Sealey (2014) de que a conceitualizacdo do produto
(f(x;) - Ax) pode se apresentar como um aspecto complexo na resolugdo de problemas
envolvendo a Integral Definida, apesar da simplicidade das operacGes matematicas. As demais

duplas fizeram essa conexao de forma coerente, conforme exemplificamos na Figura 35.

Figura 35 — Protocolo dos estudantes Gisele e Bruno, referente a Tarefa 7—
Atividade 2 da Unidade 1

A <0 C\g' o F‘n\«y vCDY(’c\\’\(\\n o \\‘LC\ (\C\_ r\"c‘\\\\"-\r\(‘\c\

(-‘d arect d\ﬁf;\\\ (‘\x P(’\Cx {\,»\ﬁ(—r'\) Q()“ T \-3* A Vo ‘\\\(YVC\\J
[ol a]
Fonte: Dados da Pesquisa, 2021
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Na realizacdo da pratica P1.3, quatro duplas expressaram uma linguagem simbdlica
adequada, utilizando-se o modelo matemaético foz(—x2 + 4)dx. O estudante Jair usou a

linguagem natural de que devem ser utilizados retangulos e realizada a operagdo “base vezes
altura”. Percebemos, nessa e em outras situacdes, que, de fato, “a linguagem ¢é uma entidade
que desempenha um papel representacional, mas também instrumental”, conforme destaca
Godino (2002, p. 245, tradugédo nossa).

Na formalizacdo, abstracdo e, consequentemente, generalizacéo relativas ao célculo da
medida da area da regido em destaque, apenas Jair ndo conseguiu estabelecer uma formalizacao
coerente. Em resposta a tarefa “O que vocé pode concluir a respeito do calculo da medida da
area sob a representacdo grdfica de uma fun¢do, num intervalo dado?” ESsse estudante
replicou: “conclui que a drea fica cada vez menor”. Essa resposta evidencia uma dificuldade
de interpretacdo da tarefa e falha no processo de comunicacdo. Igualmente, inferimos ser
possivel que ele tenha realizado uma representacdo mental, relacionada ao conjunto de
representacOes possibilitada pelo software GeoGebra, referente & medida de area de um dos
retdngulos colocados sob a regido. De fato, se a medida da base dos retangulos diminui, a
medida da area de cada um tende a diminuir. Concordamos com Dreyfus (1991, p. 38), quando

pondera que

h& uma dificuldade inerente na abstracdo: como podemos gerar estruturas mentais,
que sdo frequentemente ligadas a imagens visuais, se elas devem representar relagdes
que sdo separadas dos objetos concretos aos quais sdo ligadas originalmente? Se
imagens visuais sdo encontradas, elas provavelmente serdo de grande ajuda a
estudantes empenhados na abstracdo. (DREYFUS, 1991, p. 38).

Dai, conjecturamos que Jair se referiu & medida de area de cada um dos retangulos
aproximantes, apegando-se a imagem visual de que essa medida diminui conforme a medida da
base desses retangulos tende a zero. Parece que, na abstracdo realizada pelo estudante, ele ndo
realiza a articulagcdo da analise das partes (retdngulos aproximantes) com o todo (medida da
area de toda a regido).

Todos os estudantes realizaram, adequadamente, a escrita matematica solicitada na
pratica P1.4, aproximando-se do significado institucional proposto, explorando o conceito
relativo as somas parciais. A dupla Gisele e Bruno manifestou, com exceléncia, um significado
pessoal ao fazer o registro similar ao significado institucional, proposto para a Integral Definida.
Na analise realizada, entendemos que os estudantes desenvolveram habilidades necessarias para
o entendimento do conceito da Integral Definida, segundo Riemann, conforme é destacado na
Figura 36.
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Figura 36 — Protocolo dos estudantes Gisele e Bruno, referente a resolugdo da Tarefa 11 —
Atividade 2 da Unidade 1
VARSI B TLN Y NN PO AN Y

8 Usando a escrita matematica, escreva uma férmula que possa representar a area sob uma curva,
em um intervalo dado, que esteja de acordo com sua descricdo no item acima.

(bx(\n r‘x = vav\i. AX L(x )

\J& N=> 4-00 - - A e dAlnmeanninfariar nara n
Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Nessa prética, a Integral é definida como uma expresséo analitica que ira retornar um
namero, obtido como resultado da aplicacdo de uma regra, cuja justificacdo se refere ao sistema
de préticas discursivas, operativas e normativas, implementadas ao longo das Atividades 1 e 2.

Alguns argumentos utilizados na validacdo dos conceitos ou propriedades foram
realizados por meio da efetivacdo de calculos aritméticos (processo algoritmico) usados nas
primeiras praticas relativas a essa configuracdo, pelas estimativas visuais percebidas na
utilizacdo dos comandos do GeoGebra, ou pelas reflexdes tomadas em consequéncia da
realizacdo das tarefas propostas. Ha de se ressaltar, no entanto, inconsisténcias na efetivacéao

dessa argumentacao pelos estudantes, como no didlogo entre Gisele e Bruno:

BRUNO: O f(x) é quem? — x? + 4. E dx? Posso calcular fazendo isso aqui, é igual
a — 1, que sai para fora porque é uma transformacdo linear. (...)

GISELE: E a area que representa a funcgdo. E a area da funcdo que representa o
intervalo de A até X.

E notado que a imprecisdo da linguagem apresenta possiveis conflitos semidticos que
permeiam a realizacdo das préaticas. A confusdo da area como uma grandeza e como medida,
manifestada pela expressao oral “a drea que representa a fungdo”, implica um possivel conflito
semiotico de Gisele; 0 mesmo ocorrendo com Bruno, ao relacionar o procedimento que deveria
ser realizado com uma transformacéo linear.

Apresentamos, no Quadro 24, a analise detalhada do sistema de préaticas, objetos e
processos relacionados a segunda configuragdo didatica da Atividade 2 (CD 2.2) que traz
manipulagdes realizadas no GeoGebra.
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Quadro 24 — Configuracdo Didatica 2.2 — Atividade 2 da Unidade 1

CD 2.2: Manipulac6es no software GeoGebra a fim de relacionar a Integral Definida com a medida da
area de uma regido compreendida entre a representacao grafica de uma funcgéo f e o eixo das abscissas,
em um intervalo [a, b], em que f(x) < 0 —5° Passo da Atividade 2.

Pratica

Uso / Intencionalidade

Obijetos

Processos

P2.1: Experimentacéo,
no GeoGebra, voltada
para abordagem dos
conceitos relativos:
Soma Superior e Soma
Inferior; e pesquisa de
outros métodos.

Identificar que existem
métodos diferenciados
para se obter a
aproximacao da medida
de area de uma regido.

Linguagem: gréfica e
computacional.
Conceitos: Somas de
Riemann Superior e
Inferior.
Procedimentos:
Obtencao de
aproximacdes e
comparag0es para as
medidas de area,
utilizando retangulos
inferiores, superiores,
ponto médio,

aproximacao trapezoidal.

Proposigdo: Em geral,
formamos as somas
inferiores e superiores
escolhendo os pontos
amostrais x, , em que
f(x,) é 0o minimo (e
maximo) valor no i-
ésimo subintervalo.

Visualizagéo e
Materializacéo:
Percepcéo visual
possibilitada pela analise
das representagdes
gréficas, permitidas pelo
uso de comandos do
GeoGebra —
SomaDeRiemanAEsquer
da, SomaRetangulos,
SomaTrapezoidal,
Integral, Integral e
Integral Numérica.

P2.2: Descricdo dos
significados de cada
termo da expressdo

JE(=x% + 4)dx

Identificacdo dos termos
presentes na expressao
analitica em estudo

Conceito: Integral
Definida e soma de
Riemann como
ferramenta para o
calculo da medida de
area de uma regido

Significacgéo:
Descrigéo dos termos da
expressdo analitica

JE(=x% + 4)dx

[ indica o sinal de
integracdo,
identificando um
limite de somas;

" f(x)=—-x%+4¢éo0

integrando;

0 (limite de integracdo
inferior), 2 limite de
integracdo superior) e
dx o diferencial que
representa a medida
infinitesimal da
amplitude,
caracterizada como a
medida da base de
cada retangulo.

Fonte: A autora, 2021

Quanto a analise a priori inerente as préaticas da configuracdo didatica 2.2, para elas

propusemos 0 uso dos comandos do GeoGebra que possibilitassem a mobilizacdo do

conhecimento relativo as propriedades relacionadas as Somas de Riemann — inferior, superior,

ponto médio, trapezoidal. Desejavamos fazer com que 0s estudantes percebessem, com base

em procedimentos operacionais, a diferenca geometrica e numérica para o calculo dessas
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somas, e alcancassem a compreensdo de que a melhoria das aproximacdes para o célculo da
medida de &rea de uma regido supde divisdes cada vez menores dos intervalos, de modo que se
aproximem, progressivamente, até que as estimativas tomadas por falta e por excesso sejam
indistinguiveis.

Procuramos, com o uso do GeoGebra, oportunizar a representacdo, no registro grafico
dos objetos matematicos em estudo, de forma a estabelecer relagdes que auxiliem na resolucéo
das situacdes-problema. Tais relacbes se referem as aproximacgdes visuais, numéricas e
algébricas, sendo possivel analisar os processos cognitivos mobilizados pelos estudantes na
utilizacdo do software, ao realizarem as conexdes entre diferentes representacdes e funcdes
semioticas. Foram feitas perguntas para motivar os estudantes a formular e discutir questdes
pertinentes, surgidas ao examinar a situacdo-problema proposta: “Escrever um método que
permita calcular a medida da area da regido entre o eixo Ox até a representacdo grafica de
uma funcao continua f, em um intervalo especifico, em que f(x) < 0.

As préticas se propGem a conciliar os aspectos técnicos e algoritmicos, possibilitando a
mobilizacdo dos processos de visualizacdo e materializacdo. Na proposicdo apresentada por
Camacho, Depool e Garbin (2008), as técnicas também tém um valor epistémico, uma vez que
permitem desenvolver uma série de questdes que facilitam a compreensdo dos objetos
matematicos que envolvem. Para entendimento dos conceitos, é importante que os estudantes
analisem e transformem os resultados produzidos pelo software. Ou seja, a técnica, mediada ou
ndo pela tecnologia, pode desempenhar ndo apenas uma funcdo pragmatica de resolver tarefas
matematicas mas também uma funcdo epistémica, o que facilita a construcdo de conceitos
matematicos (RUTHVEN, 2002 apud CAMACHO; DEPOOL; GARBIN, 2008%).

Na préatica P2.2, buscamos a compreensdo dos estudantes em relacdo ao resultado da
expresséao foz(—x2 + 4)dx como um valor numérico, que representa a medida da area de uma
regido do plano, abaixo da representacdo grafica da funcdo f(x) = —x? + 4, compreendida
entre 0 eixo Ox e as retas x = 0 e x = 2. Os estudantes deveriam identificar todos os elementos
dessa expresséo.

Em relacdo a andlise a posteriori inerente as praticas da configuragdo didatica 2.2,
observamos que o0s estudantes perceberam que, em decorréncia da escolha dos ¢, em
[xi—1,x;] < [a, b], teriam distintos tipos de somas de Riemann — a esquerda, a direita, média,

trapezoidal. Isso ficou perceptivel na mobilizagdo do raciocinio dos estudantes da pesquisa,

% RUTHVEN, K. Instrumenting mathematical activity: Reflections on key studies of the educational use of
computer algebra systems. International Journal of Computers for Mathematical Learning, v. 7, n. 3, pp. 275-
291, 2002 apud CAMACHO; DEPOOL; GARBIN, 2008.



227

incitada pela exibigdo das diferencas numéricas e geométricas, conforme pode ser destacado na

Figura 37, que traz as telas dos arquivos gerados no GeoGebra por duas duplas de estudantes.

Figura 37 — Telas de Gisele e Bruno; e de Elba e Franciele referente a realizacdo da Tarefa 12 — Atividade 2 da
Unidade 1; utilizacdo dos comandos Soma Superior e Soma Inferior do GeoGebra
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by
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a ® f(x) = —x*+4 s
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L
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Fonte: Dados da Pesquisa, 2021

Nessa construcdo, o0 GeoGebra auxiliou os estudantes tanto na percepgéo da diferenca

numérica quanto na diferenca geométrica, ratificando o que preceitua Dubinsky e Tall (1991)

ao detalhar a importancia do processo de visualizacdo para o entendimento de conceitos

matematicos. De forma particular, o uso do software nos mostrou uma possibilidade de

aproximagéo cognitiva apropriada e, portanto, o aprimoramento do significado pessoal dos

estudantes na compreensdo de propriedades e conceitos, com métodos dindmicos de

processamento da informacao.

Os estudantes apresentaram evidéncias da ativacdo dos processos mentais relativos a

significacdo, visualizagdo e materializagdo dos conceitos, conforme observados em seus

dialogos, como na conversa entre Gisele e Bruno ao utilizarem os comandos do GeoGebra

(SomaDeRiemanAEsquerda, SomaDeRiemanADireita, SomaRetangulos, SomaTrapezoidal):

BRUNO: Deixa ver se algum valor coincide. N&o, aqui, superior deixa os retangulos
mais para fora. Entdo, faz sentido o porqué... O que t4 acontecendo é que quando a
gente pega daqui para cd, os retdngulos ficam mais aqui dentro, entdo a &rea fica
mais aqui dentro. Olha que legal a soma de Riemann inferior, os valores ddo menor
do que esse.

GISELE: Como fala? A superior esta para a direita e a inferior para esquerda. Ou
quais outras palavras?

BRUNO: So falar que a soma de Riemann superior sempre vai ter uma area maior
em relagdo a soma inferior. S que ambos vao para o mesmo lugar, s6 que essa é
maior, ela tende ao infinito entdo os retangulos tende a ficar abaixo da curva. A soma
de Riemann superior sempre é maior em relacéo ao inferior. A superior deixa espacos
acima da curva.

A anélise gréfica, promovida pelo software, contribuiu de forma significativa para a



228

construcdo dos significados pessoais dos estudantes que, ao terem a ideia formada em suas
mentes, se preocuparam “Como fala?”, evidenciando a realiza¢do do processo de traducdo das
representacdes (verbal e formal). 1sso se relaciona com o que enfatizam Dubinsky e Tall (1991)
ao considerarem que quando uma ideia abstrata é implementada ou representada no
computador, infere-se que ela se concretiza na mente.

Quando Gisele diz “A superior esta para a direita e a inferior para esquerda”, podemos
inferir que ela apresenta seu significado pessoal acerca do significado institucional que retrata
que as escolhas especificas de c;, na particdo do intervalo [a,b],a =xy < x; < xy <+ <
Xpn-1 < X, =b, sendo c; € [x;_1,x;],nos dao diferentes aproximacdes para a soma de
Riemann:

— sec; = xj_q, paratodo i, entdo S é chamado de Soma de Riemann a Esquerda;

— sec; = x;, paratodo i, entdo S é chamado de Soma de Riemann a Direita;

— qualguer Soma de Riemann, em dada particdo — isto €, qualquer soma obtida pela
escolhade c; € [x;_4, x;] —esta entre as Somas de Riemann superior e inferior. Uma
funcdo é definida como integravel por Riemann se a soma inferior e superior for se
aproximando conforme aumenta a particao.

Ao destacar que “ambos vdo para o mesmo lugar”, Bruno percebeu que a soma superior

e a inferior se aproximam, conforme a particdo aumenta, ou seja, conforme a amplitude do
subintervalo diminui.

Nas reflexdes acerca desse dialogo, destacamos, novamente, a importancia da
interatividade com as tecnologias, concordando com Dubinsky (1991) ao destacar que, por
vezes, apenas a verbalizacdo na aula expositiva pelo professor ndo é suficiente para que o

estudante compreenda os conceitos, esse precisa de algum tipo de materializacéo:

Neste ponto, sobre linguagens, se generalizarmos, nos sugere que a aula tradicional
em si, depende amplamente da transmissdo linguistica, ndo é muito Gtil para ajudar os
estudantes a adquirirem conceitos matematicos. Objetos e processos mentais, mesmo
existindo na mente do professor, ndo podem ser transmitidos verbalmente, ou até
mesmo através de imagens, a ouvintes. E necessario que o ouvinte interaja em uma
construgdo ativa (DUBINSKY, 1991, p. 121).

Nessa perspectiva, a abordagem dos conceitos matematicos, com a utilizagdo das
tecnologias € uma forma de ativar processos mentais que poderdo fazer com que o estudante
tenha uma compreenséo visual e conceitual.

Os estudantes exploraram o software encontrando outros comandos que trouxeram

resultados correspondentes ao calculo da medida de area com as condigdes citadas. E, nessa
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exploragdo, apresentaram comandos como “Integral”.

A linguagem computacional do software GeoGebra, em termos dos comandos
utilizados, foi usada pelos estudantes com facilidade. Alguns desses comandos utilizados foram
novidade, estabelecendo uma comunicacdo com o software que ajudou os estudantes na
construcdo de significados, incorporando processos matematicos por meio da linguagem
utilizada no ambiente, como 0S comandos: SomaDeRiemanninferior;
SomaDeRiemannSuperior; SomaDeRiemanAEsquerda; SomaDeRiemanADireita; Integral.
Isso permitiu uma articulacao dinamica entre os registros graficos e algébricos, evidenciando o

que esta proposto por Dubinsky e Tall (1991, p. 243):

[...] o computador é melhor sucedido em processos educacionais quando usado para
realcar significados ou através de linguagem de programacéo incorporando processos
matematicos ou através do uso do ambiente computacional para exploracdo e
construcdo de conceitos matematicos (traducdo nossa).

Todas as duplas descreveram, na prética P2.2, a expressao foz(—x2 + 4)dx como a

Integral da funcdo f(x) = —x? + 4, no intervalo [0,2], mostrando familiaridade com a
simbologia apresentada, ao identificar cada elemento da expressdo. Na realizagdo dessa pratica,
os estudantes puderam detalhar informacfes particulares em relacdo a funcdo f, a sua
representacdo grafica, aos algoritmos de resolucdo, como observado no didlogo da dupla Elba

e Franciele:

ELBA: Qual o nome disso quando tira a integral? Sempre esqueco.
FRANCIELE: Sem o intervalo, fica integral indefinida.

ELBA: N&o, mas tem outro nome.

FRANCIELE: Tem um nome mesmo. Um é soma de Riemann e o outro é...
ELBA: Fala assim, depois que calculava a integral.

FRANCIELE: Para calcular o valor da Integral, usamos o F grande.
ELBA: No é F grande. E outra coisa.

FRANCIELE: Sim, mas é representada pelo F grande. No caso isso aqui a fungdo. E
isso aqui é a determinacao do intervalo que esta procurando.

ELBA: Isso.

FRANCIELE: Entdo é integral de... Primitiva.

Nesse dialogo, observamos que Elba e Franciele identificam cada objeto da expressdo

foz(—x2 + 4)dx e relembraram as denominacGes utilizadas, aproximando-se da definicéo

conceitual de que a Integral Indefinida de uma funcéo pode ser vista como uma familia de
primitivas da funcdo.
A terceira configuracdo didatica da Atividade 2 (CD 2.3), detalhada no Quadro 25,

contempla praticas que preveem a mobilizagdo dos processos de institucionalizagdo/enunciagdo
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Quadro 25 — Configuracdo Didatica 2.3 — Atividade 2 da Unidade 1
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e 7° passos da Atividade 2.

CD 2.3: Institucionalizacdo da Integral Definida como ferramenta para medir a &rea da regido
compreendida entre a representacao grafica da funcéo f e o eixo das abscissas, em um intervalo [a, b] — 6°

Pratica

Uso /
Intencionalidade

Objetos

Processos

P3.1: Institucionalizacdo dos
conceitos:

Se f:[a, b] = R é uma funcéo
continua em [a, b], em que
R={(x,y) ER}la<x<h,
0<sy<f(}efx) =0,
entdo: Area (R) = fff(x)dx.

Se f:[a, b] = R é uma funcéo
continuaem [a,b] e f(x) < 0,
entdo:

Area (R) = |fabf(x)dx| ou
Area (R) = - [} f(x)dx

Institucionalizacédo da
funcio Area —
Generalizar a Integral
Definida como um
processo para o
calculo de medida de
area.

P3.2: Experimentacdo no
GeoGebra — Estabelecimento da
relagdo entre o valor numérico
que resulta da expressao f03(x2 —
9)dx, com a medida da rea da
regido compreendida entre o
grafico da fungdo f(x) = x2-9
e 0 eixo das abscissas, no
intervalo [0,3].

Comparar o valor da
Integral Definida com
o valor da medida da
area de uma regido.

Definicdo: Integral
Definida.

Conceito: Integral
Definida como
ferramenta para o
calculo da medida de
area.

Enunciacdo/
Institucionalizacéo:
emergéncia de um
novo conceito: Se
f:la,b] » Réuma
funcéo continua em
[a,b] e f(x) <0,
entdo:

Area (R) =

[ f(@)dx| ou
Area (R) =

— [ f)dx

Visualizagdo: Permite
a relacdo entre o visual
e analitico.

Sintese: identificagdo
de relacGes,
denominacéo de
métodos, realizacdo de
conclusGes e escrita
formal em linguagem
matematica.

Fonte: A autora, 2021

Em relagdo a andlise a priori inerente as praticas da configuragdo didatica 2.3, a proposta

didatica, presente nesta investigacdo, pressupfe a interferéncia minima do professor na

realizacéo das tarefas pelos estudantes. Sendo assim, as praticas contemplam a autonomia dos

estudantes no processo de institucionalizagdo dos conceitos matematicos. Ao oportunizarmos a

exploracdo das propriedades da Integral Definida, pretendiamos verificar se os estudantes

alcancariam o estabelecimento da conex&o entre as representacdes grafica e numérica, bem

como sua expressao simbolica.

A pratica P3.1 buscava a ampliagdo da compreensdo da utilizagdo da Integral Definida.

Nessa pratica, os estudantes foram questionados quanto ao resultado numérico da Integral

Definida, considerando f(x) < 0. O ponto de vista apresentado na Atividade 1 utilizou uma

funcédo positiva em todo o seu intervalo, garantindo parcelas negativas, que ndo apareceria no

somatorio, portanto, destituidas de significados referentes a medida de area.
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Entretanto, do ponto de vista processual, o limite se calcula sobre uma soma e ndo ha
nenhuma restricdo analitica que comprometa a existéncia dele, caso aparecam parcelas
negativas nessa soma. A existéncia do limite estd vinculada a continuidade da funcdo e a uma
particularidade na subdivisdo do intervalo em pauta.

Dessa forma, tinhamos como motivacao, na implementagdo dessa prética, a expectativa

de que os estudantes pudessem observar e refletir sobre: Considerando uma fungéo f, continua,

em que f(x) < 0, em dado intervalo, o resultado numérico para f:f(x)dx sera negativo.

Desse modo, deveriam abstrair que: sendo negativo o sinal da Integral Definida, em um
intervalo especifico, esse valor ndo pode ser dado como medida de area.

Rasslan e Tall (2002), que também incluiram em sua investigacdo uma questdo
envolvendo Integral Definida de funcbes com valores ndo positivos em determinados
intervalos, verificaram que alguns estudantes ndo sabiam calcular a medida de area quando a
funcdo mudava de sinal. Nessa ocasido, esses autores descobriram que o conhecimento do
estudante era limitado a procedimentos algoritmicos, uma vez que eles eram bons em calcular
a Integral, mas tinham dificuldade em explicar os valores negativos tidos como resultados, ao
conectar as diferentes representacdes da Integral Definida.

Assim, a expectativa era de poder analisar qual inferéncia os estudantes da Licenciatura
em Matematica teriam fundamentados em um problema similar. Esperdvamos, nessa
perspectiva, que alguns conflitos semidticos ficassem evidentes e que fossem superados, ou
seja, tinhamos a expectativa de que os participantes da pesquisa alcangassem ou aprimorassem
a compreensao de que a medida da area A da regido compreendida entre a curva que representa

a funcdo f, o eixo x, no intervalo [a, b], em que f(x) < 0, € o modulo do valor encontrado na
Integral Definida utilizada, ou seja, quando f(x) < 0, tem-se A = |f;f(x)dx|.

Na prética P3.2, almejdvamos que os estudantes observassem as imagens da funcéo
plotadas no GeoGebra, verificando que essas apresentavam valores negativos para algum

intervalo de seu dominio, e que refletissem sobre por que o resultado encontrado em
3 . . . . - . .
fo (x? - 9)dx tinha sinal negativo, questionando esse resultado com o auxilio visual permitido

pelo GeoGebra, ao realizarem o0s procedimentos operacionais — 0 comando Fungao
(<Funcdo>,<Valor de x Inicial>, >Valor de x Final>) do GeoGebra deveria ser usado e 0
resultado previsto é o que esta apresentado na Figura 38.
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Figura 38 — Representacio grafica da fungdo f(x) = x? - 9, no intervalo [0,3]

» Janela de Algebra > [ » Janela de Visualizagdo
®fix) =x*—9, (0<x<3)

Fonte: A autora, 2021.

Na sequéncia, a expectativa era a de que 0s estudantes percebessem a necessidade de
utilizacdo do modulo desse valor, ou o valor oposto para esse resultado, ao se referirem a
medida da area da regido em estudo, fazendo, assim, uma ressignificacdo do conceito trabalhado
na Atividade 1.

Dessa forma, ao concluir a Atividade 2, esperavamos que eles aprimorassem, de forma
consistente, a institucionalizacdo dos conceitos relacionados as Integrais Definidas, de funcdes
continuas, em intervalos fechados e limitados, agregando novos conceitos a defini¢do, sendo
capazes de entender que o valor negativo, no caso em que f(x) < 0, ndo corresponde a medida
de area, mas ao valor da Integral da funcdo em um determinado intervalo. A imagem da funcgéo
em um determinado ponto estava associada a altura do retangulo sobreposto a regido do plano,
no entanto, essa imagem poderia ter valor negativo, tornando a Soma de Riemann também
negativa — por consequéncia do produto f(x;) - Ax — sendo necessaria, portanto, a utilizacdo do
modulo desse valor para o céalculo da medida de area. Tinhamos a expectativa de que as
dificuldades dessa atividade estivessem relacionadas a essa nova significacdo do conceito de
Integral Definida, estando agora enunciada, também, para fungdes com imagens negativas em
alguma parte de seu dominio.

Sobre & anélise a priori inerente as praticas da terceira configuracdo didatica da
Atividade 2, Unidade 1 (CD 2.3), o componente visual, novamente, desempenhou um papel
fundamental na compreensdo da natureza dessas praticas, que permitiu a formulacdo de
conjecturas pelos estudantes, enquanto o componente analitico desempenhou um papel

fundamental na generalizagéo e justificacdo das solugdes apresentadas. O EOS considera que
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0s processos de materializacdo e idealizacdo sdo inerentes a atividade matematica, pois sem a
materializacdo em simbolos ndo é possivel realizar a atividade matemaética e, por outro lado, no
discurso sobre esses simbolos, sugere-se explicita ou implicitamente que esses simbolos
materiais estejam em representacdo de objetos ideais.

A prética P3.1 possibilitou a reflexdo dos estudantes de que se a funcdo f ndo e
necessariamente positiva, em um intervalo [a, b], ainda assim a Integral de f pode ser definida
pelo mesmo procedimento aplicado as praticas anteriores. No entanto, ha de se ter precaugéo
em relacdo a interpretacdo geométrica. Todos os estudantes que realizaram essa pratica,
perceberam que, caso f(x) < 0, em um intervalo [a, b], ter-se-ia o valor da Integral dessa

funcdo, nesse intervalo, com sinal negativo.
Ao serem questionados se o resultado de ff f(x)dx ,quando f(x) = 0, teriaa mesma

interpretagdo geométrica para f(x) < 0, tivemos as seguintes respostas dos estudantes: Gisele
e Bruno, Jair, e Ludimila e Tulio responderam que “sim ”, sendo que essa Ultima dupla, anotou
“sim, sera a representa¢do da drea”. Manifestaram, portanto, uma incoeréncia conceitual ao
relacionar o resultado da Integral Definida com a medida de area de uma regido, pois, nesse
caso, ndo se tratava da mesma interpretacdao, uma vez que o valor numérico da Integral de uma
funcéo f que tem valores ndo positivos, em um intervalo [a, b], ndo corresponde & medida da
area da regido compreendida entre a representacdo grafica dessa funcéo e o eixo das abscissas,
nesse intervalo. A dupla Elba e Franciele respondeu que “ndo” e 0 estudante italo ndo
respondeu a tarefa. Esses protocolos indicam uma tendéncia dos estudantes de considerarem a
Integral Definida sempre como uma medida de area, independente da funcdo, consoante
assegura outros pesquisadores, como Almeida (2017), citado no Estudo Preliminar desta tese.

Ao darem sequéncia a essa mesma pratica sobre quais alteragdes poderiamos realizar na
expressao f: f(x)dx, com f(x) < 0, para que pudéssemos alcancar a mesma representacao
para f(x) =0, os estudantes Gisele e Bruno, Jair, e Ludimila e Tualio responderam
coerentemente: “que poderia ser usado Area = — f: f(x)dx, caso f(x) < 0” ou, ainda, “o
valor da darea deve ser em médulo”. A dupla Elba e Franciele respondeu de forma inconsistente
que o resultado de f: f(x)dx ,com f(x) = 0 terda a mesma representacdo de f; f(x)dx ,com

f(x) < 0, mas respondeu em seguida que “o valor da drea deve ser em modulo”. Ficaram
evidenciadas, portanto, algumas incoeréncias na construcdo do significado pessoal desses
estudantes, sendo percebida uma falta de articulacdo entre esses significados e a apresentacao

de um possivel conflito semiotico, do tipo cognitivo, ja que existe uma discordancia entre as
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articulacGes apresentadas acerca da representacao da Integral Definida nos contextos de func¢des
positivas e negativas, e na algoritmizacdo apresentada por essa Ultima dupla nas respostas
manifestadas.

Na fala de Bruno, percebemos que, ao realizarem essa pratica, 0s estudantes
relembraram conceitos e propriedades — “teremos 0 resultado da integral negativo. Entéo,
coloca menos integral de f de A a B. Tem uma propriedade que fala que isso”.

Foi possivel evidenciar, ainda, os argumentos instaurados pelos estudantes ao
justificarem o procedimento para representacdo da medida area. Observamos que eles utilizam
um sentido heuristico em suas argumentac@es, refletindo acerca do que pode e ndo pode

acontecer, conforme evidenciamos nas falas de Bruno, e no dialogo entre Elba e Franciele:

BRUNO: O resultado da Integral d& negativo. N&o existe &rea negativa, mas a
integral existe. Eu lembro porqué... Se nos fazermos X (...) calcula a area entre 0 e
2, tem uma area aqui, calcula a area entre esse e esse, d& uma area aqui. S6 que
quando se soma isso e isso da zero. A soma das integrais ndo é a area.

ELBA: Ele esta negativo. Mas é como uma area, considera positivo.

FRANCIELE: Isso que pensei: a &rea ndo pode ser negativa. A representacao seria
a rea? Mas a mesma representacgéo ndo tem.

ELBA: Sim, vai voltar a ser positivo quando for representar a area.

FRANCIELE: Que quando vocé faz aquilo é médulo né? E isso aqui né?

ELBA: E 0 médulo. Tem que considerar positivo.

Quando os estudantes afirmam que “ndo existe area negativa, mas a Integral existe”
0U “isso que pensei: @ drea ndo pode ser negativa”’, embora com imprecisdo de linguagem,
pois deveriam se referir a medida da area, eles demonstram ter um significado pessoal coerente
associado ao conceito de Integral Definida. Ainda, percebemos a importancia das trajetorias
cognitivas dos estudantes permeadas pelas experiéncias vividas, como contribuintes para a
formagéo de seus significados pessoais, quando expressam: “eu lembro porqué...” € citam um
exemplo ja estudado, reafirmando que os significados pessoais sdo construidos,
progressivamente, ao longo do processo educativo, partindo dos significados iniciais e se
aproximando de certos significados (alcangados ou pretendidos) (GODINO et al., 2006).

Na prética P3.2, ao plotarem no GeoGebra a fungdo f(x) = x2 - 9, no intervalo [0,3],

todos os estudantes que realizaram essa pratica perceberam o valor negativo para o resultado
da Integral Definida f03 f(x)dx, e apresentaram justificativas coerentes para esse valor,
realizando uma ressignificacdo da relacdo da Integral Definida dessa funcéo f, com a medida
da éarea da regido plana, compreendida entre a representacdo grafica de f e o eixo Ox, no

intervalo citado, informando que a medida dessa area seria 0 modulo do valor encontrado. No

entanto, ao formalizarem, simbolicamente, essa interpretagdo para responderem ao
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questionamento: “Usando a notacao de Integral como vocé poderd representar a medida da
area da regido compreendida entre o gréfico da fungdo f(x) = x% - 9 e o eixo das abscissas,
no intervalo [0,3]”, algumas duplas cometeram incoeréncias na escrita da simbologia
matematica referente a essa tarefa.

A complexidade da linguagem matematica ficou evidenciada nas dificuldades dos
estudantes no processo de generalizagdo, por exemplo, quando o Jair respondeu que deve

representar a medida da area da regido compreendida entre a representacao grafica da funcao
f(x)=x2 -9, e 0 eixo Ox, no intervalo [0,3], usando a notagio f; |f (x)dx|. Percebemos o erro

na colacdo do moédulo que deveria englobar toda a expressdao e ndo apenas a funcéo f,
expressando o moédulo da Integral de f no intervalo [a, b]. Com base nisso, ndo se pode
evidenciar o desenvolvimento do significado pessoal desse estudante como coerente, pois
devemos considerar que outros aspectos de um objeto matematico que antecedem o produto
final, como a notacédo e a manipulagdo dos simbolos presentes, comumente sdo realizados sem

a compreensao dos seus significados.
Na reflexdo sobre o que a funcdo A(x) = f(ff(t)dt representa, a estudante Ludimila

faz as seguintes interpelaces:

LUDIMILA: Professora, aqui esta perguntando o que representa A(x). Isso é a &rea?
A area do qué? Do conjunto?

PESQUISADORA: Como assim, &rea do conjunto? Conjunto tem area?
LUDIMILA: Quis dizer a area da fungdo neste intervalo.

PESQUISADORA: Mas, pense: a funcdo tem &rea? Vocés estdo tentando estabelecer
uma relacdo entre medida de &rea e qual objeto matematico?

LUDIMILA: Acho que A(x) sera a area sobre a funcéo?

PESQUISADORA: E essa area é limitada?

LUDIMILA: Sim. Pelo eixo x.

PESQUISADORA: Em qual intervalo?

LUDIMILA: De 0 até 2. SO que no caso, esta falando disso aqui.
PESQUISADORA: Entdo, o que podemos concluir?

LUDIMILA: Que A(x) é area [compreendida entre a representacdo gréafica] da
funcédo sobre 0 eixo das abscissas, variando no intervalo de 0 a 2.

Quando a estudante pergunta “A drea do qué? Do conjunto?”, essa fala aponta para
conflitos cognitivos existentes, por exemplo, de identificar os objetos matematicos e a relacdo
entre eles e, ainda, imprecisdes na forma de comunicar as ideias matematicas. Ao ser
questionada por nds ‘“conjunto tem drea?”’, essa estudante passou a refletir acerca das
denominacdes e a pergunta a deixou em um estado de incOmodo. Na sequéncia, a pergunta
“Vocés estdo tentando estabelecer uma relacdo entre medida de area e qual objeto

matemdtico?” certamente fez com que Ludimila reorganizasse seus pensamentos e refletisse
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acerca dos objetos matematicos presentes naquela situacdo, para que pudesse realizar o
processo de enunciagdo e institucionalizacdo dos conceitos presentes nessa pratica, quando se
aproxima do enunciado de que A representa a medida da &rea da regido compreendida entre a
representacdo grafica da funcdo e o eixo das abscissas, no intervalo de 0 a 2.

Essa pratica promove a mobilizacdo da configuracéo epistémica intuitiva proposta por
Crisostomo (2012), com destaque para fungdes ndo positivas, em determinado intervalo. Os
estudantes tiveram a possibilidade de acionar a intuicdo para a compreensao dos conceitos que
relacionam o resultado da Integral Definida com a medida da area de uma regido, conforme é

destacado no dialogo entre Gisele e Bruno:

BRUNO: Ela é maior ou igual a zero, 6timo, ainda bem. Entéo fabf(x)dx = Area.

Quer dizer que o x esté nesse intervalo [a, b] e 0 y? Porque é maior ou igual a zero,
entdo esté aqui, ele vai até a fungdo. Entdo o y varia até f(x). Assim definimos A(x)
como uma integral.

GISELE: Aqui € a funcdo A(x).

BRUNO: Coisa estranha. Estou tentando entender.

)

Quando Bruno diz: “Ela é maior ou igual a zero”, entendemos que ele se referia aos
valores das imagens da fungdo dada em um intervalo. Destacamos, em negrito, alguns trechos
dessas falas de forma a evidenciar 0s processos mentais realizados pelos estudantes.
Percebemos algumas inconsisténcias matematicas nessa linguagem oral, evidenciando a
complexidade da notacdo matematica e o desejo do estudante de entender a notacao matematica
proposta na tarefa, mobilizando os processos de comunicagéo e significagéo.

Algumas dificuldades foram evidenciadas pelos estudantes na institucionalizacdo dos
conceitos por ndo associarem, coerentemente, as representacdes da Integral Definida com a
medida da area, no caso de fungdes em que f(x) = 0e f(x) < 0, em intervalos especificos,

conforme destacado no dialogo entre Bruno e Gisele:

BRUNO: E a area? Mas uma fungéo néo pode ser uma area. Alias, pode.
GISELE: E a area que representa a fungdo. E a area da funcdo que representa o
intervalo de A até X.

Percebemos o conflito cognitivo apresentado por Bruno ao questionar se uma fungéo
ndo pode ser uma area. Gisele tentou responder ao colega com um argumento que, para ela, era

convincente “E a drea que representa a fungdo”. Aqui percebemos uma inversdo de conceitos,
quando na verdade a argumentacao correta seria a fungdo A(x) = f: f(t)dt pode representar

a medida de uma area. E possivel perceber que os estudantes utilizaram elementos linguisticos



237

para discutirem solugdes, elaborarem respostas, exporem argumentos e que esses elementos
também evidenciaram conflitos semidticos, por exemplo, nas falas em que ha impedimento na
codificacdo, traducdo e interpretacdo adequada das definicbes matematicas. Essa dificuldade
poderia ser minimizada pela disponibilizacdo de outras atividades que agreguem essas
reflexdes, conforme abordado por Vinner (1991, p. 80, traducdo nossa): “conceitos matematicos
deveriam ser adquiridos em um modo de formagédo de conceitos cotidiano e ndo em um modo
técnico. A pessoa deveria comecgar com varios exemplos e contraexemplos pelos quais a
imagem conceitual ¢ formada”.

Na anélise dos protocolos dos estudantes, bem como em suas falas, entendemos que eles
intuiram, abstrairam e ressignificaram o conceito relativo a associa¢do da Integral Definida
como medida de area de uma regido.

O processo de sintese também esteve presente nas praticas realizadas na configuracao
didatica 2.3, pois eles manifestaram ter potencial para, partindo de situacdes especificas,
identificarem relagcGes, denominarem métodos, fazerem conclusdes e escreverem
matematicamente, embora algumas duplas tenham apresentado dificuldades.

A visualizacdo, assistida pelo software GeoGebra, foi realizada pelos estudantes e 0s
auxiliou no desenvolvimento da abstragdo dos conceitos, conforme assegura Eisenberg (1991,
p. 148, tradugdo nossa): “quando é dada énfase no desenvolvimento visual, ha maior retengéo
do que se os conceitos fossem desenvolvidos de forma analitica”. Pelos protocolos das falas
dos estudantes e das respostas no Guia de Atividades, essa retencdo ficou evidenciada.

Todas as duplas realizaram as praticas matematicas propostas, embora com algumas
inconsisténcias ja relatadas. Apenas Italo, por ter comecado a Atividade 2 com atraso, ndo
concluiu as praticas relativas a configuracdo didatica 2.3.

Assim sendo, foi possivel verificar que os estudantes efetivaram de forma satisfatoéria,
nas condicdes cognitivas de cada uma das duplas, traducOes e conversdes de representacoes
entre diferentes registros, como nas situacées em que tiveram que escrever matematicamente o
que haviam concluido nas reflexdes sugeridas. As tarefas propostas motivaram os estudantes
ao processo de mudanga de representacdes e alternancia entre elas, ou seja, transitaram por mais
de uma representagdo para 0s objetos matematicos em estudo, buscando alcangar maior
familiaridade com essas — em lingua natural, em linguagem matematica — e reforcando o que
foi disposto por Dreyfus (1991), que o processo de aprendizagem esta relacionado com 0 uso
de mais de uma representacdo que ativa processos cognitivos e que a geracao de representacoes
mentais depende dos sistemas de representacdo, de producdes externas, concretas, artefatos que

podem ser materialmente percebidos pelo sujeito.



238

Os estudantes utilizaram-se de diferentes argumentos para validar e/ou explicar as
proposicOes trabalhadas, sendo valorizado o encadeamento de argumentos matematicos. A
argumentacdo, a abstracdo e a generalizacdo sdo processos que possuem forte conexao, por isso
a argumentacéo dos estudantes esteve presente em todas as vezes em que esses mobilizaram os

processos de abstracdo e generalizacao.

7.4 Descricdo da trajetéria didatica referente ao desenvolvimento da Unidade 2:

Aplicacoes da Integral Definida em Contextos Extramatematicos

Considerando o que prop6e o EOS, que um objeto matematico emerge de um sistema
de préticas, cada situacdo permite a origem de novas representacdes e praticas, possibilitando a
ampliacdo dos significados do objeto em estudo.

Destacamos, na secao seguinte, as praticas matematicas e didaticas propostas para a
Atividade 3 da Unidade 2, a qual aborda aplicacGes da Integral na Fisica com problemas de

movimento.

7.4.1 Praticas Matematicas e Didaticas referentes a Unidade 2

A Atividade 3 foi incluida na proposta didatica como forma de relacionar a nocao de
Integral com outros objetos matematicos, buscando avaliar a constru¢do do conhecimento e a
compreensdo dos significados parciais pelos estudantes dessa no¢cado matematica em contextos
extramatematicos.

Godino (2002) afirma que o estudante compreende determinado objeto quando o usa de
maneira competente em diversas praticas. A expectativa, na implementacéo dessa atividade, era
de que os estudantes se desprendessem da ideia de a Integral Definida representar apenas um
valor de medida de area, relacionada a superficie geometrica, para, assim, associar o resultado
numerico encontrado a conceitos relacionados a outras ciéncias, como, por exemplo, a Fisica.
Nessa perspectiva, a situagdo-problema retomada no Quadro 26 intenta promover um trabalho
intuitivo, com o uso do recurso de visualizagdo permitido pelo GeoGebra, para relacionar a

Integral Definida com as grandezas distancia, deslocamento, velocidade e tempo.
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Quadro 26 — Situacdo-problema 3, proposta na Atividade3 da Unidade 2

Situacao-Problema 3: Um movel se move em linha reta, com velocidade v, dada
em metros por segundo, de acordo com a funcdo v(t) = 6 — t, onde t é dado em
segundos. Utilizando o software GeoGebra, seguindo 0s passos propostos,

responda:
a) Qual o deslocamento do mével, no intervalo de 0 a 12 segundos.
b) Qual a distancia total percorrida, no intervalo de 0 a 12 segundos.

Fonte: A autora, 2021

O contexto da situacdo-problema, relacionado a Cinematica, deixa implicito que se trata
de um caso de Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV), pois a aceleracdo é
constante. S&o colocados dois questionamentos, que séo a chave do desenvolvimento da ideia
central da atividade — a) Qual o deslocamento do mével, no intervalo de 0 a 12 segundos? b)
Qual a distancia total percorrida, no intervalo de 0 a 12 segundos? — em que é abordada a
diferenca dos conceitos fisicos de distancia percorrida e deslocamento.

Em geral, se tivermos um movel que se desloca com velocidade modelada por
v = f(t), em que a <t <be f(t) >0 (0 objeto move-se sempre no sentido a favor da
trajetéria retilinea), registramos as velocidades nos instantes a = ty, t; ,t;,...,t, = b, de
forma que a velocidade seja aproximadamente constante em cada subintervalo. Se esses tempos

forem igualmente espacados, entdo, entre duas leituras consecutivas temos o periodo de tempo
. b— . . . . ,
expresso pela amplitude At = Ta Durante o primeiro intervalo de tempo, a velocidade &,

aproximadamente, f(t,) e, portanto, o espaco percorrido pelo mével e o seu deslocamento
coincidem entre o0s instantes a e b, tendo como resultado aproximado o produto f(t, ) - 4t.

De forma analoga, o deslocamento durante o segundo intervalo de tempo pode ser
aproximado por f(t;) - At. Assim, o deslocamento total durante o intervalo de tempo [a, b] é
de, aproximadamente, f(ty) - At + f(ty) At + -+ f(tn_1) - At = X7, f(ti_1) - At.

Se usarmos as velocidades nas extremidades direitas, em vez das extremidades
esquerdas, a estimativa para 0 deslocamento total ficara expressa por:
f(t) - At + f(t) - At + - + f(t,) - At = X1, (&) - At.

Quanto mais diminuirmos o intervalo de tempo, mais precisa ficara a estimativa, entdo
¢ plausivel que o deslocamento do moével é o limite de tais expressdes:
d= Tll_g)lo Yic1 f(tizg) - At = ,{‘H}o Yicq f(t) - At.

Assim, a soma das medidas das areas dos retangulos sobrepostos a regido compreendida
entre a representacédo grafica da funcéo v e o eixo das abscissas, em um determinado intervalo,

pode ser interpretada como o valor aproximado da mudanca de posicdo ou deslocamento do
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movel, uma vez que as alturas dos retdngulos utilizados estdo relacionadas as velocidades
instantaneas, e as larguras desses estdo associadas ao tempo.

Destacamos, na secdo seguinte, o detalhamento das praticas previstas e implementadas
na Atividade 3 da segunda Unidade de Estudo.

a) Préticas operativas e discursivas da Atividade 3 — Unidade 2, analisadas a priori e a

posteriori

Como ja mencionado no Capitulo 4, referente a estrutura metodoldgica utilizada nesta
investigacdo, a Atividade 3 foi aplicada aos estudantes da Licenciatura em Matematica,
colaboradores da pesquisa, de forma remota devido a pandemia da COVID-19, no dia 1 de
junho de 2020. Como mencionado anteriormente, seis dos dez estudantes que iniciaram a
realizacdo da proposta didatica manifestaram a disponibilidade em realizar a Atividade 3 de
forma remota. Os outros justificaram a impossibilidade de participacdo por ndo terem o0s
recursos digitais necessarios (computador e conexdo a internet). Assim, as duplas foram
reorganizadas da seguinte forma: Gisele e Bruno, italo e Luiz; permanecendo juntos como nas
atividades anteriores; e Franciele e Tulio formando uma nova dupla, uma vez que seus pares
ndo puderam participar da realizagéo desta Atividade 3.

O encontro virtual foi agendado por meio do aplicativo WhatsApp. No dia e horério
agendado, em uma sala virtual, com o suporte tecnoldgico do aplicativo Google Meet, foi aberto
0 encontro com a presenca dos estudantes. As orientac6es da atividade foram comunicadas de
forma coletiva. O guia de atividades foi enviado, no momento da realiza¢&o da reunido virtual,
aos e-mails dos estudantes. Foram criadas, em um segundo momento, salas virtuais para cada
dupla, conforme ja descrito nos procedimentos metodoldgicos utilizados. Participamos,
simultaneamente, das trés salas virtuais geradas. As reunides foram gravadas no Google Drive.
As respostas, inseridas digitalmente no Guia de Atividades, foram encaminhadas pelos
estudantes para 0 nosso e-mail ao final da reuni&o.

Tendo consciéncia da importancia da intervengdo oportuna do professor durante a
implementacdo da proposta, consideramos necessario incorporar no inicio de cada encontro
presencial ou remoto um espaco para um feedback em relagédo a atividade anterior, a fim de
promover a discussdo e a institucionalizacdo dos resultados observados nas respostas dadas
pelos estudantes. Desse modo, destacamos o papel do professor como gerente de uma situagao
de ensino e de aprendizagem, cujo objetivo é fazer com que o significado institucional seja,

efetivamente, construido pelo estudante, como consequéncia de sua interacdo didatica.
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Iniciamos a reunido virtual realizando um feedback com os estudantes acerca dos
conceitos/definicbes, proposicdes/propriedades que esses mobilizaram nas atividades
anteriores, solicitando a descri¢do dos procedimentos que utilizaram e suas percepcdes acerca
da realizacdo das atividades. Os estudantes expuseram informacdes acerca da interpretacdo
geométrica da Integral Definida e valorizaram as préticas realizadas com o recurso de
visualizag&o proporcionado pelo GeoGebra.

Nessa conversa preliminar, perguntamos se ja haviam realizado alguma atividade que
relacionasse o Calculo Integral com outras areas do conhecimento, por exemplo, a Fisica. Uma
das duplas comentou ter estudado aplicaces de Derivadas na Fisica, mas ndo se recordava de
aplicacdes usando a Integral. Outra dupla se recordou de ter trabalhado uma aplicacéo que fazia
uma relacdo entre Integral e movimento, mas nao se lembrava de como isso ocorreu. A terceira
dupla ndo se manifestou. Nesse processo, retomamos o que dispde Cargnin (2013) ao afirmar a
necessidade de se associarem conceitos do Célculo Diferencial e Integral aos seus possiveis
usos fora do contexto da Matematica.

Destacamos no Quadro 27 a decomposicao da Atividade 3 em configuracdes didaticas,

gue resumem as tarefas solicitadas no seu desenho, como apresentado no Capitulo 6.

Quadro 27 — Configurac@es Didaticas — Atividade 3 da Unidade 2

Configuracao didatica 1 da Atividade 3 (CD 3.1): Manipulagdes no software GeoGebra para esbogo da
representacdo grafica da velocidade, em funcdo do tempo e inicio das primeiras reflexfes que relacionam uma
soma de Riemann com aspectos do movimento — Tarefas 1 a 5 da Atividade 3.

P1.1: Representacdo e analise gréfica, no GeoGebra, de vem fungdo de t e identificacdo do movimento realizado
pelo movel.

P1.2: Particdo do intervalo de tempo e construcdo de retangulos, sobrepostos a regido compreendida entre a
representagdo gréfica de v, no tempo [0,12].

P1.3: Estabelecimento de relacdo aproximada entre a medida da &rea de um retangulo e a distancia percorrida,
pelo mével, em um subintervalo de tempo.

P1.4: Associar os valores encontrados ao deslocamento do mével (no sentido a favor ou no sentido contrario a
trajetoria).

P1.5: Estabelecimento da relacdo da medida da area da regido com a distancia percorrida e o deslocamento do
mdvel, considerando um nimero maior de parti¢des do intervalo de tempo.

Configuracao didatica 2 da Atividade 3 (CD 3.2): Espaco em funcéo do tempo e da velocidade — Tarefas 6
a 22 da Atividade 3.
P2.1: Institucionalizacdo da velocidade como taxa de variacdo da posicdo do mével, em fungéo do tempo e

significacdo, com contexto na Fisica, da expressdo matematica folz v(t)dt.

P2.2: Calculo da distancia percorrida pelo mével, utilizando uma Integral Definida.

P2.3: Generalizacdo do calculo do deslocamento e da distancia percorrida, conhecendo-se v, em fungdo de t, de
um movel, em movimento retilineo.

P2.4: Sintetizacdo dos conceitos trabalhados.

Fonte: Dados da Pesquisa, 2021
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Cada pratica realizada para resolver uma situacdo-problema, que pode ser intra ou

extramatematica, desempenha um papel no processo de resolugdo. O Quadro 28 resume 0 uso

ou significado operacional/pragmatista das praticas propostas na Atividade 3, destacando

aspectos relativos aos objetos primarios.

Quadro 28 — Configuracdo Didatica 3.1 — Atividade 3 da Unidade 2

CD 3.1: Manipulagbes no software GeoGebra para esboco da representacdo grafica da
velocidade, em fungdo do tempo e inicio das primeiras reflexdes que relacionam uma soma de
Riemann com aspectos do movimento — Tarefas 1 a 11 da Atividade 3.

Prética

Uso/Intencionalidade

Objetos

Processos

P1.1: Representagdo e
anélise gréfica, no
GeoGebra, de vem
funcdodete
identificacdo do
movimento realizado
pelo mével.

Identificar a mudanga do
sinal da velocidade do
mével no intervalo de
tempo dado.

P1.2: Particdo do
intervalo de tempo e
construgdo de retangulos,
sobrepostos a regido
compreendida entre a
representacdo gréafica de
v, no tempo [0,12].

P1.3: Estabelecimento de
relagdo entre a medida da
&rea de um retdngulo e a
distancia percorrida,
aproximada, pelo mével,
em um subintervalo de
tempo.

Considerar subintervalos
de tempo de 1 segundo e
calcular, para um caso
particular, a distancia
aproximada percorrida,
considerando um
movimento uniforme,
por partes.

Linguagem: natural,
grafica, algébrica,
computacional.

Conceitos: Movimento
uniforme, grandezas
distancia, deslocamento,
tempo, velocidade,
funcéo.

Percepcéo e
Visualizag&o: Identificar
gue a situacdo-problema
se trata de um
Movimento Retilineo
Uniformemente Variado
(MRUV).

P1.4: Associar os valores
encontrados ao
deslocamento do moével —
nos sentidos a favor ou
contréario a trajetoria.

Considerar subintervalos
de tempo cada vez
menores e relacionar a
medida da area de um
retdngulo — com medida
de base infinitesimal —
com a distancia
percorrida, naquele
subintervalo,
considerando uma
velocidade especifica.

Procedimentos: Tragar
retangulos, cujas alturas
sdo as velocidades
iniciais (ou finais) para
cada subintervalo de
tempo, considerado nas
particdes.

Argumento: A medida da
area do primeiro
retangulo 